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HULFSMITTEL  AUS  DER  THEORIE 


DBB 


LINEAREN  DIFFERENTIAL-GLEICHUNGEN. 


Riemann-Weber,   Partielle  Differeatialgletohungem.    II. 


Erster  Abschnitt. 

Integration  duroh  hypergeometrisohe  Reihen. 


§.  1. 

Lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Wir  haben  im  siebenten  Abschnitte  des  ersten  Bandes  einige 
der  einfachsten  und  wichtigsten  Sätze  aus  der  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  Variablen  kennen 
gelernt. 

In  den  Problemen,  die  wir  in  den  folgenden  Blättern  be- 
handeln werden,  treten  solche  Differentialgleichungen,  und  zwar 
besonders  die  von  der  zweiten  Ordnung,  immer  mehr  in  den 
Vordergrand. 

Die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  ist  durch 
die  functionentheoretischen  Methoden,  die  zuerst  Riemann  darauf 
angewandt  hat,  durch  die  Untersuchungen  von  Fuchs,  Fro- 
benius  u.  A.  zu  einer  umfangreichen  Lehre  ausgebildet  worden. 
Ein  grosser  Theil  dieser  allgemeinen  Theorie  hat  aber  bisher, 
so  wichtig  er  für  die  Analysis  ist,  in  der  Physik  noch  keine  Ver- 
wendung gefunden,  und  es  dürfte  daher  dem  Leser,  dessen  Inter- 
esse in  erster  Linie  auf  die  physikalischen  Anwendungen  gerichtet 
ist,  willkommen  sein,  hier  einen  gedrängten  Ueberblick  über  den 
Theil  dieser  Theorie  zu  finden,  der  für  physikalische  Anwen- 
dungen wichtig  ist  Es  kommen  hierbei  vorzugsweise  die  linearen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  Betracht,  auf  die  wir 
uns  Yon  Yomherein  beschränken  woUen.  Wir  knüpfen  dabei  an 
die  älteren  Untersuchungen  von  Euler,  Gauss,  Kummer  an, 

1* 
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auf  die  man  zurückgreifen  muss,  wenn  es  sich  um  wirkliche  zur 
Berechnung  geeignete  Darstellungen  handelt^). 


§.  2. 

Eintheilung  der  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung  nach  den  Dimensionen. 

Wir  beschäftigen  uns  jetzt  also  mit  der  Integration  einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

worin  y  die  abhängige,  x  die  unabhängige  Variable  bedeutet,  die 
auch  complex  sein  kann,  und 

^^^  ^  -dx'        ^    -  dx^ 

gesetzt  wird.  Die  Co^fficienten  jpo,  Pi,  p^  sind  gegebene  Func- 
tionen Ton  X. 

Wir  können  diese  Gleichung,  ohne  ihre  Bedeutung  zu  ändern, 
mit  einem  beliebigen  Factor,  der  eine  Function  von  x  sein  kann, 
multipliciren,  und  wir  können  so  den  Coefficienten  des  höchsten 
DiiSPerentialquotienten  y"  durch  Division  mit  dem  von  Null  ver- 
schiedenen Po  A^^  1  reduciren. 

Wenn  die  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind, 
so  können  wir  die  Gleichung  durch  Wegschaffen  des  Hauptnenners 


*)  Ealer,  Institutiones  calculi  integraliS}  Vol.  2,  Cap.  VIII. 

Gauss,  Disqaisitiones  generales  oirca  seriem  infinitam  etc.  (1B12), 
Werke  Bd.  3,  S.  128  (u.  S.  207  aas  dem  Nachlass). 

Kummer,  üeber  die  hypergeometrisohe  Reihe.  Grelle's  Journal, 
Bd.  15  (1836). 

Riemann,  Beitrage  zur  Theorie  der  durch  die  Gauss'sche  Reihe 
F(ay  ß,  y,  x)  darstellbaren  Functionen  (1867),  Werke  S.  67  (und  S.  379 
aus  dem  Nachlass). 

Die  Resultate  der  Untersuchungen  yon  Fuchs  und  die  neuere  Ent- 
wickelung  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  überhaupt  ist 
ausführlich  dargestellt  in  den  Lehrbüchern: 

L.  Heffter,  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen mit  einer  unabhängigen  Variablen.    Leipzig  18d4. 

L.  Schlesinger,  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen.   Leipzig  1895  bis  1898. 
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und  aller  gemeinschaftlichen  Factoren  auf  eine  Fonn  bringen, 
in  der  die  Goefficienten  Po^  Pi^  jpa  ganze  rationale  Func- 
tionen von  X  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  sind. 

Dies  ist  der  Fall,  der  uns  hier  fast  ausschliesslich  beschäftigen 
wird. 

Wir  wollen  hier  zunächst  den  im  ersten  Bande  nur  kurz  in 
der  Anmerkung  auf  S.  129  angedeuteten  Beweis  nachtragen,  dass 
die  Gleichung  (1)  nicht  mehr  als  zwei  linear  unabhängige  Inte- 
grale haben  kann. 

Wenn  die  drei  Functionen  y^,  j/,,  y^  linear  abhängig  sind, 
so  lässt  sich  eine  von  ihnen,  etwa  y^,  linear  und  mit  constanten 
Goefficienten  durch  die  beiden  anderen   darstellen  in   der  Form 

(3)  ys  =  ciyi  +  cay«i 

woraus  durch  zweimalige  Differentiation 

(4)  yz  =  c^yi  +  Cayi, 

,^v  ff  ff         ,  ff 

(o)  yt  —  oiyi  +^2»!. 

Es  muss  also,  wie  aus  der  Theorie  der  linearen  Gleichungen  be- 
kannt ist,  die  Determinante 

(6)  ^=     2/ai 

I   »31 

verschwinden.  Wenn  umgekehrt  diese  Determinante  verschwindet, 
so  sind  entweder  schon  y^,  y^  von  einander  linear  abhängig,  d.  h. 
y^  und  y^  stehen  in  constantem  Verbältniss  und  es  ist 

^1  =  yiVi  —  y^yi 

gleich  KuU,  oder  es  ist  J-^  von  Null  verschieden  und  es  lassen 
sich  die  Goefficienten  ^j,  c^,  zunächst  als  Functionen  von  x^  so 
bestimmen,  dass  die  Gleichungen  (3),  (4),  und  sodann  wegen 
^  =  0  auch  (5)  befriedigt  sind.  Dann  folgt  aber  durch  Diffe- 
rentiation von  (3)  und  (4)  mit  Benutzung  von  (4)  und  (5): 

,„.  ö'i2/i  +  ciy2  =  0, 

und  daraus  ergiebt  sich,  da  J^  von  Null  verschieden  ist,  ci  =  0, 
4  =  0  und  Ci  und  c^  sind  also  Gonstanten. 

Das  Verschwinden  der  Determinante  d  ist  also 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
lineare  Abhängigkeit  der  drei  Functionen  y^,  y^^  y^* 


y'u 

ff 

Vi 

y'i-, 

ff 

Vi 

yi. 

ff 

Vi 
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Sind  nun  y^y  y^^  y^  drei  Lösungen  von  (1),  so  ist 

Povi  +  i^i  yi  +  Pi  Vi  =  0, 

woraus  folgt,  da  po,  Pi^.  p^  nicht  alle  drei  Null  sind,  dass  die 
Determinante  jd  verschwindet,  y^,  y^^  y^  also  linear  abhängig  sind. 
Wenn  x^  ein  Werth  von  x  ist,  für  den  Pi/po  und  p^/po  nebst 
allen  ihren  Differentialquotienten  endliche  Werthe  haben,  so  kann 
man  für  x  :=  Xq  die  Werthe  y  =  y^,  y'  =  y^  willkürlich  an- 
nehmen, und  dann  durch  fortgesetzte  Differentiation  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  die  Werthe  der  höheren  Differentialquotienten 
J/oi  yoV*.  bis  zu  beliebiger  Höhe  berechnen.  Man  bekommt  so 
die  Coefficienten  in  der  Taylor'schen  Entwickelung: 

(8)    y  =  yo  +  (^  —  ^o)t/o  +  -    j-g—  J/o  +  TXS     ^'  +  ' '  *' 

die  dann  ein  Integral  von  (1)  mit  den  beiden  willkürlichen  Gon- 
stanten  yo,  yo  darstellt.  Auf  den  Beweis  der  Convergenz  dieses 
Ausdruckes,  den  man  in  den  Lehrbüchern  der  Integralrechnung 
oder  der  Differentialgleichungen  findet,  gehen  wir  hier  nicht  ein, 
was  wir  um  so  eher  können,  da  wir  es  in  der  Folge  meist  mit 
Differentialgleichungen  zu  thun  haben  werden,  die  sich  durch 
leicht  zu  übersehende  Ausdrücke  integriren  lassen. 

Die  Entwickelung  (8)  kann  nicht  mehr  aufgestellt  werden, 
wenn  p^  für  x  =  x^  verschwindet  Diese  Punkte  ^o  heissen  die 
singulären  Punkte  der  Differentialgleichung.  In  ihrer 
Umgebung  folgen  die  Entwickelungen  der  Integrale,  wenn  sie 
überhaupt  möglich  sind,  anderen  Gesetzen. 

Den  Fall,  wo  die  Coefficienten  po^  Pi,  Pa  in  der  Gleichung 
(1)  Constanten  sind,  haben  wir  schon  im  ersten  Bande  ausfuhrlich 
erörtert.  Der  nächst  einfache  Fall  würde  der  sein,  wo  p^,  |>i, 
p^  lineare  Functionen  von  x  sind. 

Es  scheint  aber  für  manche  Zwecke,  namentlich  für  die 
Integration  durch  Potenzreihen,  sachgemässer,  die  Differential- 
gleichungen nicht  nach  dem  Grad  der  Coefficienten,  sondern 
nach  den  Dimensionen  ihrer  Glieder  in  Bezug  auf  die 
Variable  x  einzutheilen i).  Bei  dieser  Zählung  haben  x  und 
dx  die  Dimension  1,  während  die  Variable  y  keine  Dimension 


^)  Biemann's  Werke,  zweite  Auflage,  8.  435. 
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erhält.  Ee  haben  also  y'  und  i/*  die  Dimensionen  —  1  und  —  2, 
und  um  die  Dimensionen  aus  den  Differentialquotienten  weg- 
zuschaffen, setze  man 

dV_  1      dy 
dx        z  dXofix' 

^  ^  ^  =  1/^ ^yj\. 

d  x^       x^  \d  log  x^       d  log  x)  * 
Durch  diese  Substitution  erhält  (1)  die  Form 

wenn 

(11)  po  =  a;«««»     jPi  =  «(«0  +  giX     i>ji  =  g2 

gesetzt  ist.  Jetzt  werden  die  Dimensionen  der  Differentialgleichung 
einfach  durch  die  Dimensionen  der  Coefficienten  g  bestimmt. 


§.  3. 
Differentialgleichungen  mit  linearen  Coefficienten. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (10)  §.  2  nur  Glieder  von 
gleicher  Dimension  enthält,  so  sind  ^oi  9i)  ^2  oai^  einer  Potenz 
von  X  proportional,  und  wir  können  diese  Potenz  von  x  weg- 
heben, also  9o9  9i)  <h  coBstant  annehmen.  Dann  hat  diese  Diffe- 
rentialgleichung (10)  das  particulare  Integral 

(1)  y  =  ^, 

wenn  m  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

(2)  3oma  +  gim  +  g,  =  0 

ist,  und  man  erhält  daraus  zwei  particulare  Integrale,  da  man 
jede  Wurzel  dieser  Gleichung  für  m  nehmen  kann.  Sind  diese 
beiden  Wurzeln  einander  gleich,  so  erhält  man  das  zweite  parti- 
culare Integral  in  der  Form 

(3)  y  =  rr**»  log  X, 

(Vergl.  Bd.  I,  §.  56.) 

Der  nächst  einfache  Fall  ist  dann  der,  dass  in  der  Diffe- 
rentialgleichung Glieder  von  zwei  verschiedenen  Dimensionen 
vorkommen.    Dann  haben  die  Coefficienten  ^o^  9i»  <1^  ^^^  Form 
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oder  können  wenigstens  darauf  gebracht  werden  durch  Multi- 
plication  der  ganzen  Gleichung  mit  einer  Potenz  Ton  x.  Es  ist 
hierbei  nicht  erforderlich,  dass  m  eine  ganze  Zahl  sei;  es  kann 
m  gebrochen  oder  irrational,  positiv  oder  negativ  sein.  Die 
aon  &09  ^11  ^11  ^1  ^9  ^^^  Cionstanten.  Mit  dieser  Classe  von  Diffe- 
rentialgleichungen : 

werden  wir  uns  in  der  Folge  vorzugsweise  beschäftigen. 

Hierauf  kann  man  übrigens  auch  den  Fall  reduciren,  wo 
die  Coefficienten  po,  jpi,  p^  in  (1)  §.  2  lineare  Functionen 
von  ^  sind.  In  diesem  Falle  haben  die  einzelnen  Glieder  der 
Differentialgleichung 

die  folgenden  Dimensionen: 

p^y"     Dimensionen  —  2,  —  1, 

Piy'               ^  —  1^  0, 

PiV               «  0,  1. 

Es  kommen  also  im  Allgemeinen  Glieder  von  vier  verschie- 
denen Dimensionen  darin  vor,  von  denen  in  besonderen  Fällen 
eine  oder  die  andere  wegfallen  kann.  Die  Gleichung  ändert  ihre 
Form  nicht,  wenn  man  an  Stelle  von  x  eine  neue  Variable  ein- 
fuhrtf  die  eine  ganze  lineare  Function  von  x  ist. 

Wenn  daher  zunächst  p^  nicht  constant  ist,  so  kann  m»n 
Po  selbst  als  unabhängige  Variable  einführen,  und  erhält  also  die 
speciellere  Form 

(7)  a:y"4-i)iy'  +  p,y  =  0, 

in  der  die  Dimension  — 2  nicht  mehr  vorkommt.  Substituirt  mau 
nun  für  y 

(8)  y  =  e'-z, 

wenn  k  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  ist,  so  ergiebt  sich 
tVir  z  die  Differentialgleichung 

(9)  x/'  4-  i:^^x  -L.  pj)y  4-  (A^x  4-  Api  4-  Pi)B  =  0, 

und  man  erhält  nun  eine  quadratische  Gleichung  für  A,  wenn 
man  fonlert,  dass 
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von  X  unabhängig,  also  constant  werden  soll.  Dann  aber  bleiben 
in  der  Gleichung  (9)  nur  noch  die  Dimensionen  0  und  —  1  und 
sie  kann  auf  die  Form.  (5)  gebracht  werden, 

Ist  aber  jpo  constant,  so  können  wir  p^  =  l  annehmen,  und 
erhalten  durch  die  Substitution  (8) 

(10)  ;b^'  +  (2  Ä  +  p,)sf'  +  (k^  +  Aft  4-  i>,)^  =  0. 

Wenn  nun  jpi  nicht  constant  ist,  so  können  wir  k  so  be- 
stimmen, dass  ^^  -h  ^Pi  ~hjPs  constant  wird,  und  dann  können 
wir  die  lineare  Function  2  k  -{-  pi  als  neue  unabhängige  Variable 
X  einführen.  Dann  aber  erhält  (10)  nur  noch  Glieder  der  beiden 
Dimensionen 

—  2,  0. 

Ist  aber  endlich  auch  pi  constant,  so  kann  man  2  A  -f- JPi  =  ^ 
setzen  und  dann  für  die  lineare  Function  A>  -|-  kp^  -f-  Pt  ^ine 
neue  Variable  x  einfuhren,  wodurch  man  auf  die  Form  der 
Differentialgleichung 

(11)  z"  +  cxjs  =  0 

geführt  wird,  die  nur  die  beiden  Dimensionen  —  2,  -[- 1  enthält  i). 

§.  4. 
Die  hypergeometrische  Differentialgleichung. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Betrachtung  der  Differentialgleichung 
(5)  §.  3  über: 

(1)    {a.  +  boaf^)atlf^.  +  (a.  +  K^)^^ 

Um  einige  Beispiele  anzuführen,  bemerken  wir,  dass  diese 
Gleichung  für 

Qq  =1,    6o  =  «1  =  &i  =  0,    «2  =  — ^^1    ft«  =  1^    m  =  2. 
in 


^)  Schlömilch,   Compendium  der  höheren  Analysis,    Bd.  2,   zweite 
Auflage  (Brann schweig  1874),  S.  515. 
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übergeht,  was  mit  der  Differentialgleichung  für  die  Bessersche 
Function  J«  [Bd.  I,  §.  69  (12)]  übereinstimmt. 
Für  die  Annahme 

m  =  2,     «0  =  1,     6^  =  — 1,      ö4=— 1,      />,  =— (2v  +  l), 

«2  =  0,     ft,  =  n(n  +  1)  —  v(v  -f-  1) 

erhält  man  die  Differentialgleichung 

4-  [n(w  +  1)  —  v(v  +  l)]a:>y  =  0 
oder 

^^  ~  ^'^  ^l  -  (2  "  +  2)0^  j^  +  [n(n+ 1)  -  v(v+  l)]y  =  ü, 

worin  man  die  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen,  Bd.  I, 
§.115  (3)  erkennt 

Wenn  man  in  (1)  die  Substitution  x  =  a?y,  dlogo;  =  ^LdXogXi 
macht,  so  erhält  man 

C2)     (ao  +  \  xr)  ,  f4%  +  Ma,  +  6,  ^r)  ,  ^^^^ 

Die  Gleichung  ändert  also  ihre  Form  nicht,  und  da  der  Ex- 
ponent fi  beliebig  ist,  so  folgt,  dass  die  Allgemeinheit  nicht 
beeinträchtigt  wird,  wenn  man  in  (1)  für  m  einen  beliebigen 
speciellen  Werth  setzt.  Setzt  man  einmal  m  =  -|-  li  dann  m  =  —  1 
und  multiplicirt  im  letzten  Falle  die  ganze  Gleichung  mit  x,  so 
erhält  man  beide  Male  eine  Gleichung  von  der  gleichen  Form, 
nur  dass  der  Coefficient  des  ersten  Gliedes  das  eine  Mal  Oo-j-^o^* 
das  andere  Mal  b^  -\-  a^x  ist.  Da  ao  und  b^  nicht  beide  ver- 
schwinden können,  so  erhalten  wir  aus  (1)  eine  Gleichung  von 
hinlänglicher  Allgemeinheit: 

(3)  (ao  +  6o:r)  gfj^^,  +  (a,^b,x)  J^^^-^  +  (a.  +  fe,^)y  =  0, 

wenn  wir  darin  noch  die  Annahme  machen,  dass  ao  von  Null 
verschieden  ist. 

Nun  führen  wir  noch  für  y  eine  neue  Variable  y^  ein,  in- 
dem wir 

(4)  y  =  x^y^ 

setzen.    Die  neue  Gleichung  für  y^  wird  dann,    wenn  wir  zur 
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Abkürzung  die  linearen  Goeffidenten  von  (3)  wieder  mit  q^^  q^^ 
q^  bezeichnen: 

Die  Form  der  Gleichung  bleibt  also  dieselbe;  wir  erhalten 
aber  noch  die  Möglichkeit,  über  eine  der  Gonstanten  zu  verfugen, 
und  wir  wollen  dies  dadurch  thun,  dass  wir 

tto  /i*  +  ttj  /i  -|-  o,  =  0 

setzen,  also  den  Goefficienten  von  y^  mit  x  proportional  an- 
nehmen. Demnach  können  wir  die  Oleichung  (8)  in  der  Form 
annehmen: 

(6)      («0  +  Kx)  ^.-fj^,  +  (a.  +  b,x)  ^^1^  +  b,xy  =  0. 

Wir  machen  Torläufig  noch  die  Annahme,  dass  auch  bo  von 
Null  verschieden  sei,  worin  allerdings  eine  beschränkende 
Voraussetzung  liegt.  Wir  werden  aber  das  schliessliche  Resultat 
dann  durch  einen  einfachen  Grenzübergang  auch  auf  den  Fall  1^=0 
ausdehnen  können  (§.  6).   Dann  f&hren  wir  für  x  eine  neue  Variable 

Xi= ^— 

«0 

ein,  und  können,  mit  etwas  veränderter  Bedeutung  der  Gon- 
stanten, die  Gleichung  in  der  Form  annehmen: 

(^)   (^  -  ^)  dt!x> + («' + *'  ^>  dZ^ + **^y = «• 

Diese  Gleichung  nennen  wir  die  hypergeometrische 
Differentialgleichung. 


§.  5. 
Die  hypergeometrische  Reihe. 

Wir  wollen  nun  die  Differentialgleichung  (7)  §.  4  durch  eine 
Potenzreihe  zu  integriren  suchen. 

Wir  setzen,  indem  wir  mit  An  unbestimmte  Gonstanten  be- 
zeichnen: 
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y  =   ^  ^^"» 


n=0 

OB 


®  n=0 


dlogx* 

^  n  =  0 

und  wenn  wir  dies  einsetzen,  so  folgt: 

(2)  ^  Anit-nin  +  a,)  —  ^  ÄnJf^  +  H^'-Kn-h)  =  0. 

n  =  0  «  =  0 

Um  diese  Gleichung  etwas  einfacher  darstellen  zu  können, 
wollen  wir  uns  die  quadratische  Function,  die  hier  als  Goefticient 
Yon  3^-^^  auftritt,  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegen,  indem  wir 

n«  —  Äi  n  —  6j  ==  (n  +  a)(n  -f-  ß) 
setzen,  so  dass 

(3)  b^  =  —  a  —  ß,  63  ==  —  a/J, 

und  der  Uebereinstimmung  wegen  setzen  wir  noch 

(4)  ai  =  y  -  1, 

so  dass  die  Difi'erentialgleichung  §.  4  (7)  so  dargestellt  wird: 

die  man  mit  Benutzung  von 

diogx  dx^       dloga;"  dx^  ^~      dx 

nach  Unterdrückung  eines  Factors  x  auch  so  schreiben  kann: 

(6)      a;(l-a;)^  +  [y-(«  +  /J+l)ic]g-«/Jy  =  0, 

und  da  man  in  der  ersten  Summe  (2)  das  Glied  für  n  ==  0  als 
yerschwindend  weglassen  kann,  so  ergiebt  sich: 


00 


A^x^nin  +  y  — 1)  =  2a  ^^  +  H»  +  «)(«  +  ßl 

n  "  1  n  —  0 

oder  wenn  man  in   der  zweiten  Summe  n  —  1  au  Stelle  von  n 
setzt : 

(7)  ^  An0^n{n^y—\)  =  ^  ^,_,x«(n+a- l)(n  +  /J-l). 

n—i  n— 1 
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Da  diese  beiden  Reihen  identisch  sein  sollen,  so  folgt: 
(8)  JL  =  A.-.  (*L.+  «-I)(n+^_.Z^. 

Setzen  wir,  was  uns  freisteht,  Äq  =  1,  so  folgt 
^«  -  ^>       2.(y  +  l)      ' 


(«  +  n-l)(/?  +  n  -  1) 

und  daraus  durch  Multiplicatdon 

«(« j-  !)...(«  +  »-  1)  ßiß  +  1) . • . (^  +  «- _1 ) 
1.2 n  y(y-)- l)...(y  4-n  —  !)■ 

Wir  kommen  also  zu  folgendem  Resultat: 
Definiren  wir  eine  Function  F{a,  ß,  y,  x)  durch  die  unend- 
liche Reihe: 

«(«  +  !)(« +  2)    ß(ß -^- l)(ß  ^  2) 

■^  1.2.3  y(y+l)(y  +  2)^     ^  "  " '' 

so  ist 

y  =  F(a,  /J,  y,  a;) 

ein  particulares  Integral  der  hypergeometrischen  Difierential- 
gleichong  (6). 

Die  anendliche  Reihe  (9)  wird  die  hypergeometrische 
Reihe  genannt 

Auf  ihre  Convergenz  können  wir  aus  (8)  schliessen.  Danach 
nähert  sich  der  Quotient  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder 

An^ix^^^    _    (n4-«)(n  +  /8) 
A^oc^   ~    —    (n  +  l)(n  +  y) 

mit  unendlich  wachsendem  n  der  Grenze  x^  und  daraus  folgt 
nach  einem  bekannten  Satze,  dass  die  Reihe  F{p^  /),  y^  x)  un- 
bedingt convergirt,  so  lange  der  absolute  Werth  von 
X  kleiner  als  1  ist  Es  ist  also  durch  diese  Reihe  eine 
stetige  Function  des  complezen  Argumentes  x  inner- 
halb des  Einheitskreises  definirt 
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Ein  Ausnahmefall  ist  aber  zu  erwähnen,  in  dem  die  bisherigen 
Betrachtungen  ihre  Gültigkeit  verlieren ,  nämlich  wenn  y  =  0 
oder  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl  ist,  weil  dann  die  Glieder  von 

(9)  von  einem  gewissen  an  unendlich  gross  werden.    Wir  kommen 
auf  den  Ausnahmefall,  den  wir  vorläufig  ausschliessen,  zurück. 

Wenn  dagegen  a  oder  ß  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl 
ist,  so  ist  F(a,  /},  y,  x)  eine  ganze  rationale  Function  von  x. 

Die  Vertauschung  von  a  mit  ß  bewirkt  weder  in  der  Diffe- 
rentialgleichung (5)  oder  (6),  noch  in  der  Reihe  (9)  eine  Aende- 
rung,  und  es  ist  daher  identisch 

(10)  F{a,ß,Y,x)    =    F{ß,a,y,x). 

§.  6. 
Die  Grenzfälld.  ^ 

Wir  haben  bei  der  Umformung  der  Gleichung  §.  K  (6)  die 
Annahme  gemacht,  dass  der  Coefficient  b^  von  Null  verschieden 
sei ,  und  haben  den  Fall  1^  =  0  als  einen  Grenzfall  bezeichnet, 
für  den  wir  das  Resultat  schliesslich  durch  einen  Grenzübergang 
erhalten  würden.  Um  dies  nun  auszuführen,  setzen  wir  in  der 
Gleichung  §.  5  (6) 

(1)  X  =  ÄXi, 

worin  h  eine  unbestimmte  Gon staute  bedeutet,  und  erhalten,  wenn 
wir  mit  h  multipliciren : 

(2)  x,(l-hx,)  ^  4-  [Y-iu  +  ß  +  l)hx,]  1^  -  A«/Jy  =  0. 

Wenn  wir  nun  h  in  Null  übergehen  lassen,  so  würde,  wenn 
wir  dabei  a,  ß  unverändert  lassen,  das  letzte  Glied  wegfallen  und 
wir  würden  nicht  zu  dem  gewünschten  Resultate  kommen.  Dies 
können  wir  vermeiden,  wenn  wir  a  und  ß  in  einer  gewissen  Ab- 
hängigkeit von  h  unendlich  gross  werden  lassen  Es  genügt, 
zwei  Formen  dieser  Abhängigkeit  ins  Auge  zu  fassen: 

1.     a  =        ,        ß  von  h  unabhängig, 

(Die  Beifügung  constanter  Factoren  würde  nichts  wesentlich  Neues 
ergeben.) 
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Wenn  wir  dann  h  in  Null  übergehen  lassen,  so  erhalten  wir 
aus  (2)  die  beiden  Gleichungen: 

und  wenn  man  den  gleichen  Grenzübergang  in  der  Reihe  F(a,  /3,  y,  x) 
macht,  erhält  man  für  das  Integral  von  (3): 

(5)  Lim    fQ^,  ß^Y^hx,^  = 

1   ^l^^ß'ß-^^    xl       ß.ß  +  l^ß+^2  jol 
"^  y    1    "^  y.y-^l  1 .2  "^  y  .y+ 1  .y  +  2  1 .2  .3  "^ 

und  für  das  Integral  von  (4): 

1  I  ^1         _1_  1  I  1  _l_ 

"^  l.y  "^    1.2.y.y+l    "^  1.2.3.y.y  +  1  .y  +  2    ' 

Diese  beiden  Reihen  sind  für  alle  Werthe  von  x^  con- 
vergent,  was  man  leicht  an  den  Reihen  selbst  nachweist,  wie 
aber  auch  aus  der  Substitution  (1)  hervorgeht 

Die   Differentialgleichung  (4)    fuhrt    auf  die  BesseT sehen 
Functionen,  und  in  der  That  ergiebt  sich  aus  der  Reihe  (6)  nach 
Band  I,  §.  68  (3): 
(7)  Jn{x)  = 

^"  I  ,  _  ^'  ,  . ?!__ 

2.4...2nl  2.2w-f''^'^-4.'-2n  +  2.2w-h^ 

=  7.-A JT-  Lim   F(-7=,   -7=,    n  4-  1, -— ). 

2.4...2n   Ä^o        \}ß     ]ß  ^  4:  / 

Hierdurch  ist  nun  auch  der  früher  ausgeschlossene  Fall, 
dass  in  der  Differentialgleichung  §.  4  (6)  der  Coefficient  h^  ver- 
schwindet, vollständig  erledigt. 

§.  7. 

Die  verschiedenen  Integrale  der  hypergeometrischen 

Differentialgleichung. 

Die  Reihe  JF'(«,  /3,  y,  x)  giebt  uns  nur  ein  particulares  In- 
tegral der  hypergeometrischen   Differentialgleichung,    und    auch 
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dieses  nur  in  einem  begrenzten  Bereiche  der  complexen  Variablen 
Xj  nämlich  im  Einheitskreis.  Aus  diesem  einen  aber  können  wir 
durch  Umformung  der  Differentialgleichung  eine  grosse  Zahl 
anderer  Integrale  herleiten,  die  uns  die  nöthige  Ergänzung  geben. 
Wir  gehen  von  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
in  den  beiden  Formen  aus  [§.  5  (5),  (6)]: 

(2)   ^(i-^)^  +  [y-(«  +  ^  +  i)x]5|-«^y:=o. 

Diese  Gleichung  wird  integrirt  durch  die  Function 

Wenn  wir  aber  in  (2)  die  Substitution  machen: 

(3)  Xi  ■=  l  —  a:,  dxi  =  —  da?, 
so  ergiebt  sich 

(4)  a;,(l  -  xO  ^  4-  [«  +  ^  -  y  +  1  -  («  -^  ^  +  l)^x]  ^ 

—  aßy  =  0 

und  diese  Gleichung  geht  aus  (2)  hervor,  wenn  wir  x  durch  x^, 
y  durch  a  -{-  ß  —  y  +  1  ersetzen.  Wir  haben  also  ein  zweites 
Integral  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung: 

lli  i^(«,  A    «  +  /»  -  y.+  1,    1  -  X). 

Machen  wir  ferner  in  (1)  die  Substitution 

(5)  Xi  =  a:""*,        dloga;  =  —  dlog^Ti, 
so  folgt 

Diese  Gleichung  hat  noch  nicht  vollständig  die  Form  der 
Gleichung  (1),  insofern  der  Goefficient  von  y  nicht  mit  Xi  pro- 
portional, sondern  constant  ist.  Um  sie  auf  diese  Form  zu 
bringen,  verfahren  wir  wie  in  §.  4,  indem  wir  setzen: 

d*y     _  ^  (  d»yi  dy,  \ 

dlogxf  -  "^  \d\ogxf  "^  ^'*  dhi^  +  **  ^V 
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und  erhalten  aus  (6): 


+  {/ta(a;,  -  \)  -^,^\a  -\-  ß  -  {y  —  l)x,-\  -  aß\  y,  =  0. 

Wenn  nun  der  constante  Theil  im  Coefiicienten  von  y,  weg- 
fallen soll,  so  müssen  wir 

also 

|L(  =  a    oder    ^  =  ß 

setzen.     Nehmen  wir  ^  =  ce,  so  folgt: 

(«)         (1  -  -•)  St^i?  +  [«  -  ^  -  (2«  _  y  +  1)^:,]  ,-f„^^^ 

—  «(«  —  y  +  1)^1^1  =  0, 
und  diese  Gleichung  hat  das  Integral 

und  demnach  ist  nach  (6)  und  (8)  ein  Integral  der-  Differential- 
gleichung (1): 

III,.  o;-«  F  (^«,  a  -  y  +  1,  a  -  /3  +  1,  ^). 

Da  hier  nun  die  Vertauschung  von  a  mit  ß  nicht  dasselbe 
giebt,  so  erhalten  wir  noch  ein  anderes  Integral  von  (1): 

III,.  or-/*  F  (^A  /3  -  r  +  1,  /3  -  «  +  1,  Ay 

Hieraus  können  wir  ohne  weitere  Transformationen  das  ganze 
System  der  hierher  gehörigen  Formeln  ableiten.  Es  folgt  näm- 
lich aus  IIIj  und  IIIj,  dass  die  beiden  Functionen 

F(a,  «  — y+l,  a-/3+l,  x-'), 
x—ßF{ß,   /J-y+1,      ;3  —  a+1,   x-i), 

oder,  wenn  wir 

a  =  «',     a  —  y  -{-  l  =  ß\     a  —  ^  +  1  =  y',     x-^  z=  x' 

setzen : 

,a^  F(a\ß\y\x'l 

^  ^         a?'»->"  F{a'  -  /  +  1,   /3'  -  /  -f  1,   2  —  /,   x') 

particulare  liösungen  einer  und  derselben  hypergeometrischen 
Differentialgleichung  sind,  die  man  aus  (Ij  erhält,  wenn  man 
«1  /^i  y?  ^  durch  «',  /3',  y\  x'  ersetzt.    Lässt  man  also  die  Accente 

Bi«niftnn-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.    II.  2 
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wieder  weg,  so  erhält  man  aus   der  zweiten  Function  (9)  eine 
weitere  Lösung  der  Gleichung  (1): 

U.  x^-y  F(a  —  y  +  1,   /3  -  y  +  1,    2  -  y,  x). 

Ebenso  wie  wir  von  Ij  zu  I,  übergehen^  können  wir  von  11^ 
zu  einem  neuen  Integral  llj  der  Gleichung  (1)  übergehen: 

II,.    (1  -  x)y-  —  ß  F{y  -  ß,  y  -  a,  Y  -  a  -  ß  -\-  l,  l  -  x), 

und  wenn  wir  die  Transformation  IIi  auf  die  F-Function  in  IIj 
anwenden: 

13.  (1  —  x)y  —  ßF(y  —  ß,   y  -  a,   y,   x), 

und  durch  Anwendung  der  Transformation  Ij  auf  die  F-Function 
in  I3  ergiebt  sich: 

14.  x^-Y{l  —  x)Y-^-ßF{l  —  ß,   1  —  a,   2  —  y,   x). 

Hiermit  haben  wir  vier  verschiedene  nach  Potenzen  von  x 
fortschreitende  Entwickelungen  particularer  Lösungen  der  hyper- 
geometrischen DiflFerentialgleichung : 

1.  F{a,ß,y.xl 

j  2.  i^-rF(a  -  y  +  1,   ^  -  y  +  1,   2  -  y,   x), 

3.  (l  —  xy  —  >'F{y  —  ß,   y  —  cc,   y,   x), 

4.  x^-y{l  —  x)y-''~i^  F{1  —  ß,   1  —  a,    2  —  y,  x). 

Wenn  wir  auf  diese  vier  J"- Functionen  die  Transformation 
II,  anwenden,  so  erhalten  wir  vier  Entwickelungen  nach  Potenzen 
von  1  —  x: 

L  F{a,ß,  a  +  /3-  y+  1,   l  -  ^), 

jj       2.  x^-yF(a-y+  1,  ß  -  y -{- h  «  +  /3-y+l,  l^x), 

3.  {l—x)y—ßF{y^ß,y  —  a,y  —  a^ß-^h  l—x\ 

4.  x^-y{l—xy-''-(^F{l—ß,  1  — a,  y  — «  — /3-f  1,  1— a:). 

Weiter  wenden  wir  auf  die  F-Functionen  in  I  und  in  II  die 
Transformation  Uli  "^^  Uli  ö,n.    Dadurch  ergiebt  sich: 

1.     x-«f(«,  a-y  +  1,  a-/3-i    1,  i), 


III. 


2. 
3. 


4.     X 


x-.^i<'(/3,  /J-y+1,  ^-«  +  1,  ^), 

,^.^-y(l  _  xy-^-.'F(y  -ß,   \  -  ß^a-ß+l,^-y 

"-y(l  —  x)y-"-.^  F  (y  —  a,  1  _  06,  /3  —  a+  1,    -\ 
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1.  (1  -  X)-"  /'•(«,  y  _  ^,  «  _  ^  +  ],   ^-)  , 

2.  (1  -  x)-f>  F(^ß,  y_«,/3_«+l,    j-^), 

i.  x^-r{l-xy-f-'F^ß-Y-\-hl-«,ß-u-\-l,  j^V 

Endlich  wenden   wir   auf  die   beiden  Systeme  III,  IV  die 
Transformation  IIj  an,  wodurch  sich  ergiebt: 

1.  x-<'F(a,  «  _  y  +  1,  «  +  /3  -  y  +  1,  "^  -  A^, 

2.  3^f>F(ß,  ß-y^l,a  +  ß-Y-^l,  ~~~), 

3.  xf-r(i-x)y-'-.'F(Y-ß,i-ß,y-cc-ß+l,  ''^y 

4.  x'-r(l—x)y-'—.^F{Y—a,  1— «,  y—K—ß-\-h  ^~—\ 

1.  (l-x)-«F(«,y-^,  y,  ^^  J, 

2.  (1  _  X)-.'' F  (^,  y  -  «,  y,  ^- -^-j) , 
.  x^-r(\~xy-'-^F(u-y-^l,  1-/3,  2- y,  ^^), 


V. 


VI. 

3 


4.    x'-"  (1  -  a;)''-/*->  F  (^^  -  y  + 1,  1  -  «,  2  -  y,  ^  ^  j^ 


Man  könnte  die  abgeleiteten  Transformationen  noch  in 
mannigfiacher  anderer  Weise  mit  einander  combiniren,  würde 
aber  dadurch  keine  weiteren  Formeln  erhalten. 


§.  8. 
Die  Convergenzbereiche. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  24  verschiedene   Ent- 
Wickelungen  particularer  Lösungen  der  hypergeometrischen  Diffe- 


20 


Erster  Abschnitt. 


§■  8. 


rentialgleichung  gefunden,  die  in  sechs  Gruppen  von  je  vier  zer- 
fallen, deren  jede  nach  den  Potenzen  von  einer  der  sechs  Yariabeln : 


(1) 


L 


a;. 


n. 


rc. 


m. 


IV. 
1 


V. 


VI. 


X 


X 


\  —  x' 


X 


X—  1 


fortschreitet.  Die  erste  Gruppe  convergirt,  wie  wir  gesehen 
haben,  so  lange  der  absolute  Werth  von  x  kleiner  als  1  ist,  also, 
wenn  wir  uns  die  oomplexe  Variable  x  in  einer  Ebene  dar- 
stellen, innerhalb  des  Einheitskreises.  Die  Reihen  der  zweiten 
Gruppe  conyergiren  in  einem  Kreise,  der  mit  dem  Radius  1  um 
den  Punkt  x  -=  \  beschrieben  ist,  und  die  Reihen  der  dritten 
und  vierten  Gruppe  convergiren  je  ausserhalb  dieser  beiden 
Kreise. 

Die  Reihen  der  fünften  Gruppe  convergiren,  so  lange  der 
absolute  Werth  von  x  —  1  kleiner  ist  als  der  absolute  Werth 
von  a;,  also,  wenn  wir  x  -^  x^  +  *a:j  setzen,  so  lange 


{X,  -  1)8  +  xl 


xl  +  xl 


oder  was  dasselbe  ist,  so  lange  der  reelle  Theil  x^  von  x  grösser 
als  1/2  ist  und  ebenso  convergiren  die  Reihen  VI,  so  lange  der 


Fig.  1. 


6 


für  die  Reihen  I 

III 

IV 

V 

VI 


n 


V 


n 


r> 


» 


reelle    Theil    von  x    kleiner  als 
1/2  ist. 

Um  diese  Verhältnisse  zu  ver- 
anschaulichen, theilen  wir  die 
a;- Ebene  durch  zwei  Kreise  mit 
dem  Radius  1  und  den  Mittel- 
punkten a?  =  0  und  a:  =  1,  und 
durch  ihre  gemeinschaftliche 
Sehne  in  sechs  Regionen:  1,  2,  3, 
4,  5,  6,  wie  es  die  Fig.  1  zeigt. 
Dann  haben  wir  folgende  Con- 
vergenzbereiche : 

Gonvergenzbereich     2,  3,  4 

r  O,    4,    0 

r  1,   5i    6 

1,  2,  6 

j^  4,  5,  6 

y,  1,       ^,       O. 


§.  8.  Die  Convergenzbereiche.  21 

Nur  solche  Reihen  können  unmittelbar  mit  einander  yer- 
glichen  werden,  die  einen  gemeinschaftlichen  Gonvergenzbereich 
haben,  und  zwischen  je  dreien  von  diesen  muss,  da  die  Differential- 
gleichung nur  zwei  linear  unabhängige  Lösungen  hat,  eine  homo- 
gene lineare  Relation  mit  constanten  Goefficienten  bestehen. 

Betrachten  wir  etwa  die  beiden  Reihen: 

F  =F{a,  ß,  y,xl 
^  ^  F'=x'-yF{a  -y  +  h  ß  -  y -\-  h  2  —  y,  x), 

so  haben  wir  darin,  abgesehen  von  dem  Falle,  dass  y  eine  ganze 
Zahl  ist,  zwei  unabhängige  particulare  Integrale  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung.  Beide  enthalten  den 
Nullpunkt  in  ihrem  Gonvergenzbereiche ;  das  erste  erhält  für 
X  =  0  den  Werth  1 ,  das  zweite  wird  Null  oder  unendlich.  Es 
lässt  sich  nun  jede  der  Reihen  I  bis  VI,  die  den  Nullpunkt  in 
ihrem  Gonvergenzbereich  enthält,  etwa  J'",  linear  homogen  durch 
F  und  F'  ausdrücken,  und  wenn  die  Reihe  2^"  für  x  =  0  den 
Werth  1  erhält,  so  lässt  sie  sich  in  der  Umgebung  des  Null- 
punktes nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  entwickeln.  Es 
muss  daher  der  Goefficient  von  F'  in  dem  Ausdruck  für  F"  ver- 
schwinden und  aus  dem  Werth  1  für  x  =  0  ergiebt  sich ,  dass 
F"  =  F  sein  muss. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Reihen,  die  den  Nullpunkt 
in  ihrem  Convergenzbereiche  enthalten  und  bei  unbestimmtem 
y  für  x  =  0  den  Werth  1  annehmen,  in  ihrem  gemein- 
samen Gonvergenzbereiche  dieselbe  Function  dar- 
stellen. 

So  erhalten  wir  vier  Darstellungen  einer  Function  jPi,  die 
in  dem  Gonvergenzbereiche  2,  3  gelten: 

F,  =  F{a,  ft  y,  x), 

=  (1  —  a;)y-«-^F();  _  /3,  y  —  «,  y,  x). 

=  (1  -  x)-<^F(a,  y-ß.y,  ^-y), 

=  (1  -  x)-f^F(^ß,  y-u,y,  — ^)- 

Ebenso  erhalten  wir  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  vier 
Darstellungen  eines  zweiten  particularen  Integrals,  das  nach  Multi- 
plication  mit  a;y— *  für  a;  =  0  in  1  übergeht: 
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F,  =  x^-r  F(«-y+l,  /J-y  +  1,  2  — y,  x), 

=  x^-y  (l—x)y-''-?F(l—ß,  1—«,  2— y,  X), 

=  a;»-)'  (l-a;)»'-''-'  2-  («-y+1, 1-/}.  2-y,  ^^-), 
=.  xi-y  (i-xy-fi-i  F(ß-y-\-l,  l-a,2-y,-^^), 

und  wenn  man  die  Punkte  x  =  1,  x  =  oo  ebenso  behandelt  wie 
hier  den  Punkt  x  =  0 ,  so  erhält  man  für  den  Convergenz- 
bereich  4,5: 

F,=F(a,ß,a-\-ß-y-\-l,l-x), 

=  x^-y  F{a  —  Y-\-l,ß  —  y-\-l.a-\-ß  —  y-\-l,  1— .r). 

=  r-i*  F(^/3,^_y+i,«  +  |8-y  +  l,^^y 

^4  =  (i  —  x)y-'-:<  Fiy—ß,  y— «,  y— «  — /3  +  l,  l—x), 

=  x^-y(l—x)y-''-?F(l—ß,  1—«,  y— a— /J  +  l,  l—x), 

=  x?-y(l-x)y-''-i>F(^y-ß,  l-ß,  y-«-/3+i,  ^-1-^), 

=  x<'-y{l—x)y  "-i'Ffy—u,  1—«,  y— «— ^+1,  ^77   )' 

und  für  den  Convergenzbereich  1,6: 

F,=x-"  F(«,u  —  y+l,  a  —  ß-i-l,  ^Y 

=  x»-r  (x—l)y-'-fF(y  —  ß,  l  —  ß,u-ß-\-l,  ^-), 

=  (x-l)-''  F(a,y~ß,a-ß-]-l,   ^^ 

=^  x^-y{x—i)y  "-^  F{«—y-i^i,  i—ß.u—ß-{-i,  ,-:^-Y 

F,=:^t>  F(ß,ß-y-\-l,ß-a^\,l-^, 

=  x"-y  (a:— l))--' '-.*  rfy—M,  1— a,  /J— «+1,  ^V 

=  (.^-1)-^  F(ß,y-a,ß-a^l,^ ^-J, 

=  x>->'(a;-l)>-.^-'F(^-y-J  1,1-«,^-«+!,  ^^^). 
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Wenn  drei  dieser  Functionen  einen  gemeinsamen  Gonvergenz- 
bereich  haben,  so  muss  eine  von  ihnen  linear  durch  die  beiden 
anderen  darstellbar  sein.  So  wird  z.  B.  F^^  F,,  F3,  JF4  durch  die 
beiden  ersten  Reihen  von  vier  Gruppen  in  dem  Convergenzbereich 
3,  4  definirt  und  es  muss  also 

-F4  =  jBi  Fl  +  -B«  ^« 

sein.  Um  die  Constanten  zu  bestimmen,  lässt  man  rr  in  0  und 
in  1  übergehen,  kommt  aber  dabei  an  die  Grenzen  des  Conver- 
genzbereichs.  Zur  wirklichen  Bestimmung  der  Constanten  muss 
man  den  Werth  kennen,  in  den  die  hypergeometrische  Reihe 
F(a,  /S,  y,  x)  für  a;  =  1  übergeht,  ein  Werth,  den  Gauss  durch 
die  JT-Function  dargestellt  hat,  der  aber  nicht  immer  endlich 
ist.    Wir  kommen  hierauf  im  nächsten  Abschnitt  zurück. 


Die  Ausnahmefälle. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  für  die  hypergeometrische 
Diflerentialgleichung 

(1)      ^(1  -  ^)  J^,  +  [y  -  («  +  /J  +  l):r]  ^1  -aßy  =  Q 

zwei  unabhängige  particulare  Integrale  gefunden: 

(2)      yi  =  ^  («'  /^'  y»  ^) 

j/2  =  x^-rFia  -  y  +  1,  /3  -  y  +  1,  2  -  y,  ;.•), 

die  in  einem  den  Nullpunkt  umgebenden  Bereich  dargestellt 
sind,  und  durch  die  übrigen  Functionen  Fi  ist  dasselbe  für  die 
anderen  Bereiche  geleistet.  Die  Differentialgleichung  ist  dadurch 
also  vollständig  integrirt.  Wir  haben  aber  hierbei  vorausgesetzt, 
dass  y  keine  ganze  Zahl  sei.  Wenn  nämlich  y  =  1  ist,  so 
sind  die  beiden  Functionen  (2)  nicht  von  einander  verschieden, 
und  wenn  y  —  1  gleich  einer  negativen  oder  positiven  Zahl  ist, 
so  verliert  der  erste  oder  zweite  der  Ausdrücke  (2)  seine  Gültig- 
keit, ist  aber  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  erhält  man, 
wenn  sich  y  -\-  m  —  1  der  Grenze  Null  nähert,  als  Grenzwerth 
von  (y  +  w  —  1)  F(a,  /5,  y,  x),  von  einem  constanten  Factor 
abgesehen,  af"  F(a  -{-  m,  ß  -}-  m^  m  -{-  l^  rc),  und  dies  ist  der 
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Ausdruck  von  1/2  für  y  =  1  —  m.  Die  beiden  Formeln  (2)  er- 
geben also  auch  in  diesem  Falle  nur  ein  Integral  der  DiflFerential- 
gleichung  (1). 

Ein  particulares  Integral  der  Differentialgleichung 
(1)  erhalten  wir  aber  aus  den  Formeln  (2)  unter  allen 
Umständen. 

Ist  a  —  1  eine  n-egative  ganze  Zahl ,  so  bricht  die  Reihe 
F{u^  ß.  y,  a;)  mit  dem  (1  —  uy^  Gliede  ab,  und  ist  also  eine 
ganze  rationale  Function  von  x  vom  Grade  —  a.  Es  wird 
also  in  diesem  Falle  die  Difierentialgleichung  (1)  durch  eine 
ganze  rationale  Function  von  x  integrirt.  Hierbei  ist  zunächst 
angenommen,  dass  y  —  1  nicht  gleichzeitig  eine  negative  ganze 
Zahl  ist.  Wenn  aber  auch  y  ganzzahlig  ist,  und  zugleich  y  <  «, 
80  wird  doch  die  Differentialgleichung  (1)  durch  eine  ganze 
rationale  Function  integrirt,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Reihe 
F  (a,  /3,  y,  x)  auf  ihre  1  —  a  ersten  Glieder  beschränkt,  in  denen 
noch  kein  verschwindender  Nenner  vorkommt.  [§.  5,  (8)].  Wir 
drücken  dies  so  aus: 

I.    Die  Reihe  JF(a,  /J,  y,  x)  bricht  mit  dem  (1  —  a)*®** 

Gliede  ab,    wenn   a   und   y   ganze   Zahlen   sind, 

die  einer  der  beiden  Bedingungen 

y  <  a  ^  0 

«  ^  0,     y  >  0 
genügen. 

Hiernach  lässt  sich  für  alle  Fälle,  in  denen  a  und  y  ganze 
Zahlen  sind,  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1)  in  ge- 
schlossener Form  angeben,  wie  man  nach  dem  Satze  I.  aus 
nachstehender  Zusammenstellung  erkennt: 

1.  y>0,  a>0,  a)  y^cc:  {l—x)y-^-i'F{y^a,y^ß,y,x), 

_      b)  y>a:  x'~y  F{a-y-\-l,  jS-y+l,  2— y,  x), 

2.  y>0,  a^O:  F{a,ß,y,x), 

3.  y^O,  a>0:  x'-y{l—x)y-"-^F(l—a,l—ß,2-y,x), 

4.  y^O,  a^O,  a)  y^a:  jF(a,  ß,  y,  x), 

h)y'>u:x'-yF(a^y-^l,ß  —  y  +  h2-y,xy 

Ebenso  können  wir  schliessen,  wenn  ß  eine  ganze  Zahl  ist. 

Wenn  a  und  ß  als  nicht  ganzzahlig  vorausgesetzt  werden, 
so  lässt  sich  durch  die  folgende  Betrachtung  der  allgemeine  Fall 
eines  ganzzahligen  y  auf  den  besonderen  Fall  y  =  1  zurück- 
führen : 
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Wenn  wir  die  DiflFerentialgleichung  (1)  nach  x  diflferentiiren, 
und  zur  Abkürzung 

w  ^ = % 

setzen,  so  folgt: 

(4)^(l-a:)g  +  [y+l-(«+/J+3)i]||-(«+l)(ß-fl)y=0, 

und  diese  Gleichung  geht  andererseits  auch  aus  (1)  hervor,  wenn 
y  durch  y'  und  a,  /J,  y  durch  a-\-\^ß-^\,  y-^-l  ersetzt  wird. 
Bezeichnen  wir  also  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1) 
mit   Y(a,  /S,  y),  so  erhalten  wir  aus  (3)  und  (4)  : 

(5)  r(«  +  1,  ^  +  1,  y  +  1)  =  ^^^g^- 

Für  die  Function  F  giebt  dies  die  Relation: 

die  sich  unmittelbar  durch  Differentiation  der  hypergeometrischen 
Reihe  bestätigen  lässt. 

Nimmt  man  für  F(a,  /J,  y)  zwei  unabhängige  Integrale  yi,  t/a 
von  (1),  so  werden  die  Differentialquotienten  dyi/dx,  dy^/dx  nur 
dann  von  einander  abhängig  sein,  wenn  eine  Relation  Ci  ^1  +  ^2^3  =  6 
besteht,  worin  c^,  c^  Constanten  und  c  eine  von  Null  verschiedene 
Constante  ist.  Dies  ist  aber  nur  möglich ,  wenn  c  eine  Lösung 
von  (1),  also  a  oder  ß  =  0  ist.  Da  wir  aber  ganzzahlige  a,  ß 
ausgeschlossen  haben,  so  erhalten  wir  aus  (5)  jedes  F(a -(-  1, 
ß  -]-  l^  y  -\-  l)  aus  einem  Y  («,  /3,  y)  und  es  ist  also  durch  diese 
Formel  der  Fall  y  -\-  l  auf  den  Fall  y  zurückgeführt 

Auf  der  anderen  Seite  können  wir  die  Differentialgleichung 
(1)  so  darstellen: 

(7)Alx(l-:r)g+[y-l_(«  +  ^-l):.]j/[  =  (a-l)(^-l)j/. 
Setzen  wir  also 

und  folglich  nach  (7): 
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SO  ergiebt  sich 

^(l-^)ä^,  +  [y-l-(«  +  /3-l)aj]^-(«-^)  (^-1)^  =  0, 

und  es  ist  also  z  eine  Function   Y(a  —  1,  |3  —  1,  y  —  1). 

Wir  erhalten  so: 
(8)  r(a-l,  ^-  1,  y-1)  = 

^  (1  _  ;,)  ^^^l^'^  +  [y  _  1  _  («  +  ^  _  l)a:J   r  («,  ^,  ,0. 

und  hierdurch  ist  der  Fall  y  —  1  auf  den  Fall  y  zurückgeführt. 
Auch  hier  ist  der  Fall  eines  ganzzahligen  a  oder  /5  auszuschliessen. 

Durch  wiederholte  Anwendung  von  (5)  und  (8)  kann  also 
die  Integration  der  DifiFerentialgleichung  (1)  iür  irgend  ein  ganz- 
zahliges y  auf  den  Fall  y  =  1  zurückg'eführt  werden. 

In  dem  Falle  ganzzahliger  a,  ß  lassen  sich  aber  nicht  alle 
Integrale  für  ein  ganzzahliges  y  durch  blosse  Differentiation  aus 
dem  Falle  y  =  1  ableiten. 


§.  10. 
Das  zweite  particulare  Integral  für  y  =  l. 

Wenn  wir  aus  den  beiden  Integralen  1/1,^21  zunächst  bei 
unbestimmtem  y,  eine  lineare  homogene  Function  mit  constanten 
Coefficienten  bilden,  so  erhalten  wir  wieder  ein  Integral.  Ein 
solclies  ist  also  auch 


(1)  y 


_y\  —y'2 


y-  1 

Da  nun,  wenn  wir  y  in  1  übergehen  lassen,  2/1  =  2^2  wird, 
so  erhält  (1)  die  unbestimmte  Form  0/0  und  wir  können  den 
Grenzwerth  durch  Differentiation  bestimmen.  Wir  erhalten  so 
für  y  =  1  das  zweite  particulare  Integral  in  der  Form: 

^  ^  -^        \dy        cy/y^i 

Es  ist  aber 

2/1  =  ^'(«1  ß^  y^  ^\ 

y,  =  x'-y  Ficc  _  y  4-  1,  /3  —  y  +  1,  2     -  y,  x), 

und  wenn  wir  also  in  Bezug  auf  y  differentiiren,  und  der  Kürze 
halber  -F(a,  /3,  y,  x)  mit  F  bezeichnen,  so  folgt  für  y  =  1 : 
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dy        dy  ' 

8^ p,         _dF       dF_dF 

gy    —        ^  'og^         8„         8(3         gy  ' 

und  folglich  wird 

(3)  y  =  /.logaj  +  _  +  _  +  2  — , 

wenn  nach  der  Differentiation  y  =  1  gesetzt  wird. 

Um  diesen  Ausdruck  explicite  darzustellen,  setzen  wir  zur 
Abkürzung 

f..      .    _«(«+!). ..(g  +  n-l)     /3(^+l)...(/?  +  n-l) 

\,^)   jLn—        1.2...  n  y(y+^)  ...(y  +  w-1)' 

so  dass 

(5)  F  («,  i3,  y,  a;)  =  ;|]  ^„  a;« 

ist.     Es  folgt  nun: 

C  log  An  V^  1 


8  log  An     V^      ^ 

a  log  An  "-^     1 


und  wenn  wir  also: 

(6)     ■    a„  =  ^8^  +  -^i^--  +  2^^-^?-^^ 

oa  dp  cy 

n— 1  n— 1  « 

y  —  a  -L^ST'         y  —  ß 


(a  +  v)(y  +  v)        -^(/34-i;)(y  +  i/) 


(7)  Bn  =  AnOn 

setzen,  so  ist  a„  ein  Ausdruck,  der  mit  unendlich  wachsendem  n 
einen  endlichen  Grenzwerth  hat,  und  folglich  ist  die  Reihe 


00 


(8)  a>(«,  ^,  y,  o;)  =  2j^nX- 

n  —  o 

in  demselben  Umfange  convergent  wie  die  Reihe  (5),  nämlich  im 
Einheitskreis. 
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Es  braucht  hier  auch  der  Fall  nicht  ausgenommen  zu  werden, 
dass  a  oder  ß  negative  ganze  Zahlen  sind,  obwohl  die  Nenner 
von  a^,  dann  gleich  Null  werden,  weil  die  Factoren  a  '\-  v^  ß  -{-  v 
im  Nenner  von  Bn  =  Andn  nicht  mehr  vorkommen.  Es  ist 
aber  nach  (6),  (7)  und  (8): 

(9)  <P(„,^,y,^)    =    _  +  _-+   2—, 

und  demnach  erhält  man  die  beiden  particularen  Integrale  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  für  den  Fall  y  =  1 
dargestellt  durch  die  im  Einheitskreis  gültigen  Entwicklungen : 

^  ya  =  loga:F(a,/S,  1,  ^)  + <P(a, /3,  1,  a;). 


§.  11. 

Lösungen  der  hypergeometrischenDifferentialgleichung 

bei  ganzzahligem  y. 

Um  das  zweite  particulare  Integral  einer  Differentialgleichung 
zu  linden,  nachdem  eines  bekannt  ist,  können  wir  noch  einen 
anderen  Weg  einschlagen. 

Wenn  wir  die  Formel  Bd.  I,  §.  62  (13): 

(1)  y.  y:  -  y.  y\  =  Ce-f-^- 

auf  unseren  Fall  anwenden  wollen,  haben  wir  zu  setzen 

_  y  —  («  +  /3  4    l)x  _y_  __  g  4-  /3  —  y  4-  1    . 
x{\  —  X)  X  1  —  X 

und  es  folgt  also: 

(2)  y,  y\  -y,y[  =  Cxr-y  (i  -  x)y—''^-^ 

oder: 

(3)  Ay^  ^   ^  x-y(i—  a;)y-«-^-i 

dx  y^  yl 

Nehmen  wir  also  y^  als  bekannt  an,  so  folgt  hieraus,  wenn 
wir  die  Constante  (7=1  setzen : 

(4)  y.  =yi  jar-.-  (1  -a;))'— -*-ipf; 
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eine  additive  Gonstante  bei  diesem  Integral  ist  gleichgültig,  weil 
durch  Hinzufügung  einer  solchen  y^  in  eine  lineare  Gombination 
von  y,  ^^^  Vi  übergeht. 

Ist  zunächst  y  eine  positive  ganze  Zahl,  so  können  wir 

(5)  Vi  =  F(a,  /J,  y,  x)      ' 

setzen,  und  ar-y  (1  —  xy-^^—ß—^  yj-^  in  eine  Potenzreihe  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  x  entwickeln: 

(6)    x-y(l—x)y-''-ß-^jf^^  =  x-Y  ^  a^x-y+^  +  a^x-y+^  ... 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration  nach  (4): 

(7)  y,  =  ay_i  yi  log  a?  +  ar^-y  4>, 

worin  O  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  fort- 
schreitende Beihe  bedeutet. 

Die  Coef&cienten  dieser  Entwickelung  sind  Functionen  von 
£x,  /5,  y.  Für  y  =  1  ist  ay—i  =  1.  Es  kann  aber  für  andere 
Werthe  von  y  auch  vorkommen,  dass  üy—i  verschjrindet,  und 
also  in  dem  Integral  y,  kein  logarithmisches  Glied  vorkommt. 
Dies  findet  z.  B.  für  y  =  2,  a  =  1  statt. 

Ist  y  r=r  0  oder  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl,  so  kann 
man  in  (4) 

(8)  yi  =  x^-y  F{a  ^  y  -^  l,  ß  —  y  -^  1,  2  -  y,  x) 
setzen,  und  erhält  eine  Entwickelung  der  Form: 

x-y(l— a;)y~«-/*-iyj-2  =xy-^'}-a^xy-^  -{-a^xy  -\-azxy  +  ^-^'" 
Also  wird  nach  (4): 

(9)  ya  =  «i-y  Vi  log  x  +  0, 

worin  wieder  (l>  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  fort- 
schreitende Reihe  bedeutet.  Auch  hier  kann  es  vorkommen,  dass 
ai_y  verschvrindet 
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Integration  durcli  bestimmte  Integrale. 


§.  12. 

Die  Function  iT(a). 

Die  Darstellungen  der  Integrale  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung  durch  die  hypergeometrische  Reihe  sind, 
wie  wir  gesehen  haben,  nur  in  einem  begrenzten  Bereiche  für 
die  Variable  x  gültig.  Allgemein  gültige  Ausdrücke  erhält  man, 
wenn  man  diese  Reihen  in  bestimmte  Integrale  verwandelt. 
Dazu  benutzen  wir  die  Gauss'sche  Function  JI(a),  die  im  Wesent- 
lichen, mit  dem  von  Legendre  als  Gamma- Function  bezeichneten 
Euler'schen  Integral  übereinstimmt  [iT(a)  =  r(u  -f-  1)].  Wir 
wollen  sie  hier  durch  ein  bestimmtes  Integral  definiren: 

OD 

(1)  ^(a)  =  I  e-'^x^dx, 


wobei  die  Integration  über  reelle  positive  Werthe  von  x  zu  er- 
strecken ist.  Um  die  Potenz  x^  eindeutig  zu  bestimmen,  ver- 
stehen wir  darunter  für  ein  reelles  a  den  reellen  positiven  Werth 
von  x"^  und  eine  Potenz  mit  complexem  Exponenten  a'-j-  ßi 
definiren  wir  eindeutig  durch 

(2)  ic«  +  '.^  =  X"  [cos  (ß  log  x)  +  i  sin  (ß  log  x)\ 

mit  reellem  Logarithmus.  Hiemach  ist  das  Integral  in  (1)  con- 
vergent,  so  lange  der  reelle  Theil  von  a  grösser  als  —  1  ist,  und 
insoweit  ist  durch  (1)  die  Function  /!(«)  definirt.  Wenn  wir 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Formel 

d{€r-'x^  +  ^)  =  («-[-  l)€~'x'*dx  —  er-''x"-^^dx 


§.  12.  Die  Function  n{a).  31 

zwischen  den  Grenzen  0  und  x  integriren,  so  ergiebt  sich  die 
Grundformel : 

(3)  77 («  +  1)  =  (a  +  1)  77(«), 
und  durch  wiederholte  Anwendung: 

(4)  77(a  +  n)  =  (a  +  1)  (a  4-  2)  .  .  .  (a  +  w)  77 (a). 

Durch  diese  Formel  können  wir  77(a)  auch  dann 
definiren,  wenn  der  reelle  Theil  von  «  kleiner  als 
-—1  ist.  Wir  brauchen  nur,  wenn  a  nicht  gleich  einer  negativen 
ganzen  Zahl  ist,  n  so  gross  zu  nehmen,  dass  a  -\-  n  positiv  wird, 
und  dann  ist  77  (a)  durch  (1)  und  (4),  unabhängig  von  n,  definirt. 

Es  ergiebt  sich  aus  (1): 

(5)  J3(0)=l,      . 

und  demnach  aus  (4),  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist: 

(6)  77  (n)  =  1.2.3...w  =  nl 

Es  hat  also  77 (n)  dieselbe  Bedeutung,  in  der  wir  dies  Zeichen 
schon  mehrfach  gebraucht  haben. 

Wenn  u  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  wird,  wie 
die  Formel  (4)  zeigt,  77(a)  unendlich. 

Von  diesen  Werthen  abgesehen,  ist  77(a)  nach  (1)  und 
(4)  eine  eindeutige  und  stetige  Function  der  complexen 
Variablen  a. 

Ist  a  eine  positive  Grösse,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  unter 
dem  Integralzeichen  arr  an  Stelle  von  x  setzt: 

(7)  y—x^dx=  ^. 

0 

Es  sei  y  eine  positive  Variable.   Wir  setzen  in  (7)  a  =  1  -\-  y, 
also: 

77(«) 


(B)  j 


g-d  +»)j:  xfdx  = 


ü 
Diese  Formel  multipliciren  wir  mit  yf^dx^  und  integriren  von 
0  bis  00.    Dadurch  folgt: 

y^dy 


OB  00  00 


[  y^dy  I  c--<i  +  J'>^a:«diC  =  77(a)  | 

0  0  0 


(1+J/)" 


+1  » 


und  wenn    wir  auf   der  linken   Seite  die  Integrationsfolge  um- 
kehren : 
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00  00  00 

0  0  0 

Auf  das  innere   Integral,  das  jetzt  auf  der  rechten   Seite 
steht,  können  wir  wieder  die  Formel  (7)  anwenden  und  erhalten : 

00 

^(ß)  {  €-^oc^-^-^dx  =  n{ß)  77(a  — /J  — 1). 


Daraus  folgt  also: 


0 


y^dy       ^    n(ß)n(cc-ß-i) 

(1+^)«  +  '  77(«) 


0 

oder,  wenn  wir  a  durch  a  -f-  /3  -(-  1  ersetzen : 


00 

m  1; 


y?dy  _         J7(«)  n(ß) 

(l_^y)«  +  |*  +  !.        —         H(cC-\-ß-\-l)' 
0 

Wenn  wir  hier  a  mit  ß  vertauschen,  so  bleibt  die  rechte  Seite 
ungeändert,  während  dies  auf  der  linken  Seite  nicht  sofort  er- 
sichtlich ist.    Macht  man  aber  die  Substitution 

y  1  1  ^y  j 

—  ^1         1— r-T7  =  1  —  ^,        /.    ,    ..^.  =  ds, 


1  +  y       '      1  +  y  •^'      (1  +  y)^ 

so  ergiebt  sich 

und  hier  werden  auf  der  linken  Seite  a  und  ß  vertauscht,  wenn 
man  s  durch  1  —  s  ersetzt. 

In  der  Formel   (10)  können    a  und  ß  irgend  zwei  Zahlen 
sein,  deren  reelle  Theile  grösser  als  — 1  sind. 


§.  13. 

Ausdruck   der  hypergeometrischen   Reihe  durch  ein 

bestimmtes  Integral. 

Die  Relationen  zwischen  den  77- Functionen  gestatten,  für 
die  hypergeometrische  Reihe  einen  geschlossenen  Ausdruck  zu 
finden,  indem  man  die  Binomialreihe  zu  Hülfe  nimmt.    Nach  dem 
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binomischen  Lehrsatz  ist  nämlich,  wenn  der  absolute  Werth  Ton 
e  kleiner  als  1  ist: 

(1  +  0)—  =  1  -  air  4-   -^j^-^ 


=  V  (—  l)n  f5J[?  +l)»-(«+^— 1) 


n=0 

oder,  mit  Benutzung  der  Formel  §.  12,  (4): 

Mit  Benutzung  derselben  Formel  können  wir  die  Function 
F{tt,  ß,  y,  x)  80  darstellen : 
(2)  F(«,^,y,x)     = 


JI(y_l)  yt  J7(«4-n  — 1)  77(|8  +  n— 1) 


i7  (a  -  1)  iT(/3  -  1)  .-e,  /T(«)  JT(y  +  n  -  1) 

und  nach  §.  12,  (10)  ist 


!f 


niß  +  n-  1)  n(Y  —  ß-i)_ 


1 


=j(.-.) 


>■-/»-»  s.*+»-»ds. 


n(y  +  n  -  1) 

'  0 

Hiernach  können  wir  die  Formel  (2),  wenn  wir  die  Sununa- 
tion  unter  dem  Integralzeichen  vornehmen,  so  darstellen: 

F  {«,  ß,  y,  x)  = 

77(i_l)77(/3_l)/7(y_^-l)J(^     ^)  "       „^„  J7(n)      ^'^^ 

und  mit  Benutzung  von  (1),  wenn  man  z  =  —  sx  setzt: 
(3)  F  (a,  ß,  r,  X)  = 

1 

0 

woraus  man  eine  zweite  ähnliche  Darstellung  erhält,  wenn  man 
a  mit  ß  vertauscht 

Die  Formel  (3)  ist  in  dieser  Form  nur  anwendbar,  wenn  die 
reellen  Theile  von  ß  und  y  —  ß  positiv  sind,  weil  sonst  das 
Integral  nicht  convergent  wäre.  Dagegen  behält  das  Integral 
auf  der  rechten  Seite  von  (3)  auch  dann  einen  Sinn,  wenn  der 

Siemann-Weber,   Partielle  Differentialgleiobongen.    IL  3 
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absolute  Werth  von  x  grösser  als  1  ist,  wo  die  Bedeutung  der 
JP-Reihe  aufhört. 

Da  aber  die  hypergeometrische  Differentialgleichung  iden- 
tisch befriedigt  ist,  wenn  man  die  Reihe  F  oder  das  ihr  gleiche 
Integral  (3)  einsetzt,  so  wird  dieses  Integral  für  alle  Werthe 
Yon  X  ein  Integral  dieser  Gleichung  sein. 

Die  Formel  (3)  gestattet  uns  einen  Schluss  auf  den  Werth 
Ton  F{oc^  ßj  y^  x)  für  x  =  1.  Lassen  wir  in  dem  Integral  (3) 
o;  in  1  übergehen,  so  ergiebt  sich 


1 

1 


f!i—l 


(1  —  s)y-«-.'*-i  ds. 


und  das  ist  nur  dann  endlich,  wenn 

(4)  y  —  a-ß>0 

ist,  oder  wenn  wenigstens  der  reelle  Theil  von  y  —  ^  —  ß  positiv 
ist.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  können  wir  den  Werth  des 
Integrals  nach  §.  12,  (10)  bestimmen,  und  wir  finden  so 

(5)  F{cc,  ß,  y,  1)  _  jj^^_^_  j^  jj^^  _  ß -_-y) 

§.  14. 
Integration    der    hypergeometrischen    Differential- 
gleichung durch  bestimmte  Integrale. 

Wenn   man    den    directen  Nachweis   führen  will,   dass  das 
Integral   (3)    des   vorigen   Paragraphen  der  hypergeometrischen 
'  Differentialgleichung 

(1)  x{l  -  x)y'^  +  [y-(a  +  /J  +  l)x]y'  -  ccßy  =  0 
genügt,  80  gelangt  man  zu  einer  wesentlichen  Verallgemeinerung 
dieses  Resultates. 

Wir  setzen,  da  es  auf  den  constanten  Factor  hierbei  nicht 
ankommt,  indem  wir  einstweilen  die  Grenzen  des  Integrals  un- 
bestimmt lassen: 

y    =      L^-i  (1  —  s)y-.^-i  (1  —  sa;)-«  ds, 

(2)  j/'   =r  a  fs.*'  (1  —  sjy-.^-i  (1  —  sxy^-'^ds, 

y"  =  a(a+  ofs/'+Ml  —  s)y-.^-i(l  —  sx)-^-^ds. 
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und  daraus,  wenn  wir  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  mit  [y] 
bezeichnen,  also  für  irgend  eine  Function  y 

(3)  [y]  =  x(l  -  x)y"  +  [y  _  («  +  /J  +  l)a:]y'  -  aßy 
und  zur  Abkürzung 

(4)  g>{8)  =  s.^(l  —  s)y-^(l  —  xs)-^-^ 
setzen  für  den  Ausdruck  (2)  von  y: 

andererseits  aber  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  s: 

d  log  q)  (s) /5j—  ys  -^  sx[a  —  ß  +  1  —  s  (g  —  y  4-  1)] 

~~ds    "  ~  s(l  —  s)(l  —xs)  ' 

und  wir  erhalten  also: 

(6)  M  =  -«j^^)d.. 

Die  Integration  auf  der  rechten  Seite  lässt  sich  also  aus- 
führen, und  es  ergiebt  sich,  dass  [y]  =  0,  also  die  Differential- 
gleichung erfüllt  ist,  wenn  man  die  Grenzen  des  Integrals  so 
wählt,  dass  in  ihnen  die  Function  qp(s)  verschwindet. 

Dies  geschieht  aber 

für  s  =  0,    wenn  ^  >  0, 

«s  =  li        «  y  —  /3>0, 

(7)  1 

»    s  =  -i        n      — a  — 1  >  0, 

„    s  =  00,       „   a  — y  +  1  >  0, 
und  wenn  daher  o,  h  irgend  zwei  von  den  vier  Werthen 

f8)  0,     1,    ~,     00 

X 

bedeuten,   so   ist,   wenn    die   betreffende  Voraussetzung  (7)  er- 
füllt ist: 

b 


(9)  y 


=  [ sr'-i  (1  —  sy-^-^  (1  —  sx)-«  ds 


ein  Integral  der  Differentialgleichung  (1).  Es  ist  hierbei  nur 
noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  eine  der  Grenzen  des  Integrals 
gleich  \jx  ist,  bei  der  Bildung  von  y'  und  y"  zunächst  noch 
Glieder  hinzukommen  würden,  die  von  der  Differentiation  in  Bezug 

3* 
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auf  die  Grenze  herrühren.  Diese  Glieder  fallen  aber  beim  Ein- 
setzen der  Grenze  wieder  heraus,  weil  sie  die  Factoren  (1  — sxY'*'^ 
(1  —  sx)~"~^  enthalten. 

Da  man  aus  vier  Dingen  sechs  verschiedene  Paare 
auswählen  kann,  so  erhält  man  auf  diesem  Wege  sechs 
verschiedene  Integrale  der  hypergeometrischen  Diffe- 
rentialgleichung, die  jedoch  niemals  alle  zugleich 
brauchbar  sind,  weil  die  vier  Bedingungen  (7)  nicht 
alle  zugleich  bestehen  können. 

Man  kann  sich  von  der  in  (7)  enthaltenen  beschränkenden 
Voraussetzung  frei  machen,  wenn  man  erwägt,  dass  der  Aus- 
druck [y]  nach  (6)  auch  dann  verschwindet,  wenn  man  die  Inte- 
gration in  Bezug  auf  die  complexe  Variable  s  auf  einem  in  sich 
zurücklaufenden  Wege  ausführt,  der  keinen  der  Punkte  0,  l,l/x,oo 
berührt,  und  der  so  bestimmt  ist,  dass  die  Function  q>  (s)  bei 
pj     2.  stetiger    Veränderung    zu   demselben 

Werth  zurückkehrt,  von  dem  sie  aus- 
gegangen ist,  bei  dem  jedoch  das  Inte- 
gral y  selbst  nicht  identisch  ver- 
schwindet. 

Solche  Integrationswege  kann  man, 
nach  Pochhammer  1),  durch  die  so- 
genannten Doppelumläufe  bilden.  Die 
Fig.  2  zeigt  einen  solchen  Weg.  Hier  wird  jeder  der  beiden 
kritischen  Punkte  a,  b  zweimal,  und  zwar  in  entgegengesetztem 
Sinne  umlaufen,  so  dass  sich  die  Factoren,  die  die  Function 
q>{s)  bei  jedem  Umlauf  annimmt,  gegenseitig  aufheben.  Trotz- 
dem verschwindet  das  Integral 

(s)  (1  —xs)ds 
y  ^  ' 


-r- 


s{l  -  s) 


auf  diesem  Wege  genommen,  nicht  identisch. 

Denn  nehmen  wir  0  und  1  für  a  und  b  und  setzen  ß  und 
y  —  ß  positiv  voraus,  so  können  wir  die  vier  Strecken  1,  2,  3,  4 
des  Integrationsweges  in  Fig.  2  alle  auf  die  Strecke  ab  zu- 
sammenziehen. Hat  in  entsprechenden  Punkten  dieser  vier 
Strecken  die  Function  (p  die  Werthe  g)i,  g?,,  g?j,,  9)4,  so  ist 


*)   Pochhammor,    «Ueber    die    Integrale    mit    doppeltem   Umlauf", 
Mathematische  Annalen,  Bd.  35. 
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und  das  über  den  Integrationsweg  der  Fig.  2  genommene  Integral 

y  =  f  s<*-i  (1  —  s)y-/*-i  (1  —  res)-«  ds 

erhält  den  Werth 

1 

0 

ist  also  von  Null  verschieden,  wenn  nicht  ß  oder  ß  —  y  eine 
ganze  Zahl  ist. 

§.  15. 
Lineare  Transformation. 

Durch  Umformung  der  in  §-  14  besprochenen  Integral- 
darstellungen gewinnt  man  aufs  neue  die  früher  gefundenen 
24  Darstellungen  durch  hypergeometrische  Reihen,  indem 
man  die  verschiedenen  Integrationsgrenzen  durch  lineare  Trans- 
formation auf  0  und  1  zurückführt 

In  einer  linearen  Substitution  zwischen  zwei  Variablen  s 
und  t 

(1)  i-^'--\--^ 

^^^  ^  -  Cs  +  D 

lassen  sich  die  Coefficienten  A^  B,  (7,  D  so  bestimmen,  dass  drei 
gegebenen  Werthen  von  s  drei  gleichfalls  gegebene  Werthe  von 
t  entsprechen.     Wenn  wir  also  die  vier  Werthe 


den  vier  Werthen 


s  =  0,  1,  QO,  - 

X 


«  =  0,    1,    00,-1 

Xi 


in*  irgend  einer  Reihenfolge  entsprechen  lassen,  woraus,  wenn  x 
gegeben  ist,  x^  eben  aus  (1)  zu  bestimmen  ist,  so  erhält  man 
24  solcher  Substitutionen,  die  das  Integral 

b 


=  |. 


1  (1  —  s)y-.^-i  (1  —  sx)-^  ds 


auf  ein  ähnlich  gebildetes  zurückführen. 
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Bezeichnen  wir  die  Werthe  0 ,  1 ,  oo ,  1/a:,  in  irgend  einer 
Reihenfolge  mit  a,  6,  c,  e,  so  können  wir  also  festsetzen,  dass  die 
Werthe 

S  =  0,   1,    00,  — 

(2)  '    '      '  X 

^  =  a,  6,  c,  e 

sich  in  dieser  Reihenfolge  entsprechen  sollen.    Dann  können  wir 
die  lineare  Substitution  (1)  in  der  Form  annehmen: 

^  ^  t  —  c  0  —  a 

die  mit  jeder  der  beiden  folgenden  gleichbedeutend  ist: 

t  —  b  a  —  c 
1  —  s   =  T ,, 

(4)  •         *-««-* 

t  —  e  a  —  c 

1  —xs  =  . , 

t  —  c  a  —  e 

woraus  man   noch   erhält,  wenn   man   in  (3)  ^  =  c,  s  =  1/x 
setzt: 

W  ^  —  e-a  b  —  ~c'      ^       '^  — {b  —  c){a-ey 

und  durch  logarithmische  Differentiation  von  (3): 

ds  _  _(a  —  c)  dt 
^^  s   ~  (t  —  a)  (t  —  c)' 

Danach  findet  man  die  folgende  Transformation  [§.  13,  (3)]: 


0 

b 


_    j-  (^  —  a)/*-i  (^_J))y-i'*-i  {t  —  cr-Y  (t  —  e)-« 


a 


{c  —  b)-:^  (a  —  c)"  +  .^->'  (a  —  b)y-^  (a  —  6)-'' 


und  hierin  sind  24  verschiedene  Darstellungen  der  1^- Function 
durch  bestimmte  Integrale  enthalten.  Die  Variable  a?,  die  aus 
(5)  bestimmt  wird,  erhält  hierbei  nur  sechs  verschiedene  Aus- 
drücke: 

l       x^  —  1  1  Xi 


X  ■        X^^       k   ""*■  ^1, 


Xi  X^        '1  —  Xy""     Xi  —  1 
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Nehmen  wir  z.  B.  a  =  0,  6  =  1,  c  =  Ijx^,  e  =  oo,  so  giebt 
die  Gleichung  (5): 

1,1  X 

-  =  1  —  — »     ^1  = 


und  das  Integral  in  der  Formel  (7)  wird 

1 

(1  _  x^y  [  tß-^  (1  —  t)y-:^-^  (1  —  xjy-Y  dt, 

0 

wodurch  man  eine  der  Formeln  aus  §.  8  erhält. 


Dritter  Abschnitt. 

Die  P-Function  von  Riemann. 


§.  16. 
Definition  der  ^-Function. 

Die  Methoden  und  Hülfsmittel,  die  die  Functionentheorie  Rie- 
mann verdankt,  deren  Grundgedanke  darin  besteht,  eine  Function 
durch  eine  möglichst  kleine  Zahl  von  einander  unabhängiger 
Eigenschaften  zu  definiren,  und  erst  in  zweiter  Linie  zu  ihrer 
analytischen  Darstellung  überzugehen,  haben  sich  in  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  als  besonders  fruchtbar  er- 
wiesen, und  sind  auch  in  den  Anwendungen  auf  mathematische 
Physik  von  grossem  Nutzen.  Es  scheint  daher  zweckmässig,  hier 
einen  Ueberblick  über  die  Ergebnisse  dieser  Methode  zu  geben, 
soweit  sie  die  hypergeometrischen  Functionen  betreffen. 

Es  werde  eine  Function 

/a,     6,    c 

(1)  e   «,   A   y    ^ 

der  complexen  Variablen  x^  die  wir  die  ^-Function  nennen,  durch 
folgende  Eigenschaften  definirt,  wobei  die  Frage  nach  der  Mög- 
lichkeit einer  solchen  Function  zunächst  noch  gänzlich  offen  bleibt. 

I.  Die  Function  Q  sei  in  der  Umgebung  eines  jeden 
von  a,  6,  c  verschiedenen  Punktes  x^  endlich  und 
stetig. 

Nach  Bd.  I,  §.  48  ist  damit  ausgesprochen,  dass  sich  die 
Function   Q  in   eine   Reihe    entwickeln   lässt,   die   nach    ganzen 
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positiven  Potenzen  von  (x  —  a;©)  fortschrei tetj  deren  Convergenz- 
kreis  um  den  Punkt  Xo  bis  zum  nächsten  der  drei  Punkte  a,  b,  c 
reicht.  Ist  keiner  der  Punkte  a,  6,  c  im  Unendlichen,  so  lässt 
sich  Q  ausserhalb  eines  gewissen  Kreises  in  eine  convergente 
Reihe  nach  Potenzen  von  l/x  entwickeln. 

Die  drei  Punkte  a,  6,  c  nennen  wir  den  ersten,  zweiten 
und  dritten  Verzweigungspunkt  der  Function  Q, 

Wir  schliessen  auch  den  Fall  nicht  aus,  dass  einer  dieser 
Verzweigungspunkte  ins  Unendliche  fällt. 

Wenn  wir  den  Punkt  x  in  seiner  Ebene  von  irgend  einer 
Anfangslage  Xq  aus  einen  geschlossenen  Weg  beschreiben  lassen, 
so  wird  Q  bei  stetiger  Aenderung  wieder  zu  seinem  Ausgangswerth 
zurückgekehrt  sein,  wenn  dieser  geschlossene  Weg  keinen  der 
drei  Verzweigungspunkte  oder  auch  alle  drei  einschliesst.  Denn 
in  beiden  Fällen  kann  der  geschlossene  Weg  ohne  Ueberschrei- 
tung  eines  Verzweigungspunktes  auf  einen  Punkt  zusammen- 
gezogen werden. 

Wenn  aber  der  geschlossene  Weg  anders  beschaifen  ist,  so 
wird  Q  im  Allgemeinen  zu  einem  anderen  Werthe  Q'  gelangt 
sein;  es  ist  also  Q  mehrwerthig,  und  es  kann  Q  auf  diese  Weise 
selbst  in  unbegrenzt  viele  andere  Werthe  übergehen,  die  wir  die 
Zweige  der  ^-Function  nennen.  Jeder  solche  Zweig  ist  dann, 
von  dem  Verzweigungspunkte  abgesehen,  eine  endliche  und  stetige 
Function  von  x. 

Wir  setzen  voraus: 

IL  Es  giebt  zwei  Zweige  (>,  Q\  die  nicht  in  constantem 
Verhältniss  stehen,  aber  zwischen  irgend  drei 
Zweigen  $,  Q\  Q^'  der  ^-Function  besteht  eine 
lineare    Relation    mit    constanten    Coefficienten: 

(2)  cQ-}-c'Q'  +  c"Q"  =  0. 

Durch  irgend  zwei  nicht  in  constantem  Verhältniss 
stehende  Zweige  ^',  Q"  einer  ^-Function  kann  jeder  an- 
dere Zweig  linear  homogen  mit  constanten  Coefficienten 
ausgedrückt  werden. 

Es  kommt  eine  dritte  Bestimmung  hinzu,  die  das  Verhalten 
der  ^-Function  in  der  Umgebung  der  Verzweigungspunkte 
charakterisirt. 

III.  Die  Function  Q  ist   in  jeder   der   drei  Formen 
darstellbar: 
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Ca  ö"  +  Ca*  ö"'i 

(3)  9  Q^  +  c^  ^^, 

Cy   Qr    +    Cy,     ^)^', 

mit  constanten  Coefficienten  c«,  c«', ...  V»  ®^  dass 

in  der  Umgebung  von  a  endlich,  stetig  und  für 
a;  =  a  von  Null  verschieden,  also  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  {x  —  d)  entwickelbar  sind 
und  dass 

^^^  {x—crrQr,        {x  —  c)-r  Qr 

in  der  Umgebung  der  beiden  anderen  Verzwei- 
gungspunkte dieselbe  Eigenschaft  haben. 

Wenn  einer  der  Verzweigungspunkte,  etwa 
6,  imUnendlichenliegt,  soisthierl/a;an  Stelle 
von  X  —  fc  zu  setzen. 

In  den  verschiedenen  Zweigen  einer  ^-Func- 
tion  sollen  die  ö"  •••»  Q^'  dieselben  sein,  und  nur 
die  Constanten  c«  ...,  Cy  verschieden. 

Die  a,  «';  /3,  /3';  y,  y'  sind  gegebene  reelle  oder  imaginäre 
Grössen,  die  das  erste,  zweite,  dritte  Exponentenp'aar 
heissen.  Für  diese  wird  sich  nachher  noch  eine  Beschränkung 
ergeben. 

Zur  eindeutigen  Bestimmung  der  ^"  . . .  können  wir  etwa 
noch  festsetzen,  dass  die  Entwickelungen  der  Functionen  (4) 
und  (5)  mit  1  beginnen. 

Die  Zerlegung  von  Q  in  die  beiden  Bestandtheile  ^,  Q^' 
wäre  nur  dann  nicht  eindeutig,  wenn  Q^  und  Q**  in  constantem 
Verhältniss  stehen,  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  a  =  a'  ist. 

Da  wir  die  Existenz  zweier  linear  unabhängiger  Zweige  der 
$- Function : 

,..  Q'  =CaQ--\-  C  Q^\ 

^    ^  Qf'  =  Ca  Q^   +  Ca'  Q^' 

vorausgesetzt  haben,  so  lassen  sich  auch  Q^,  Q^'  linear  durch 
^,  Q"  ausdrücken,  und  daraus  folgt,  dass  die  Q^^  Q^\  wenn 
man  sie  über  die  ganze  Ebene  stetig  fortsetzt,  selbst  ^-Functionen 
sind.    Das  Gleiche  gilt  von  den  ^*  ...,  Qy'. 


#% 


§.   17.  Folgerungen  aus  der  Definition.  43 

Aus  der  Annahme  (6)  ergiebt  sich  noch,  dass  Q*  und  Q^' 
nicht  in  constantem  Verhältniss  stehen  und  dasselbe  gilt  von 
den  zwei  Paaren  Q?,  Q?'\  Qr,  Qr', 


%  17. 
Folgerungen  aus  der  Definition. 

Wir  haben  bei  der  Definition  der  ^-Function  keinen  Unter- 
schied zwischen  den  drei  Punkten  a,  &,  c  gemacht. 
Wir  haben  hiernach  den  Satz: 

1.  Die  ^"Function  bleibt  ungeändert,  wenn  die 
drei  Verticalreihen 

a  h  c 
a  ß  y 
«'        ß'       / 

beliebig  unter  einander  vertauscht  werden. 

2.  Wir  können  die  Variable  x  in  einer  ^-Function 
einer  linearen  Transformation  unterwerfen, 
wenn  wir  gleichzeitig  die  Punkte  a,  6,  c  der- 
selben linearen  Transformation  unterwerfen. 

Wenn   also   Ä^  -B,   (7,  D  Constanten  bedeuten,  deren  De- 
terminante ÄD  —  BC  von  Null  verschieden  ist,  und 

^^>  ^~  C^  +  D 

gesetzt  wird  und  a',  fc',  c'  die  Werthe  bedeuten,  die  x*  für 

ie;  =  a,        a?  =  &,        x  =  c 
annimmt,  so  ist 

a,    b,    c 

(2)  Q\cc,    ß,    y    x]    =    Q'[a,    ß,    y    x' 


a\ 

b', 

c' 

«, 

/5, 

y 

«', 

ß'. 

y 

<  ß\  / 

Es  ist  dies  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Definition, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass,  wenn  Ca'  -\-  D  von  Null  ver- 
schieden ist, 

_      _  (ÄD  —  BC){x'  —  a') 

^       ^  —  (Cx'  +  D)  {Ca'  +  D) 
ist,  und  dass  jede  Potenz  von  Cotf  -]-  D  in  der  Umgebung  des 
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Punktes  a/  =  a'  nach  steigenden  Potenzen  von  tI  —  a'  entwickel- 
bar ist 

Ist  dagegen  a  =  oo,  so  ist  Ca'  -|-  i)  =  0,  und  jede  Potenz 
von  Xjx  ist  nach  steigenden  Potenzen  von  oi  —  a'  entwickelbar. 

Durch  Anwendung  des  Satzes  2.  können  wir  nun  durch 
lineare  Transformation  jede  i^- Function  aus  einer  speciellen 
ableiten,  in  der  a,  6,  c  die  Werthe  0,  oo,  1  haben,  und  es  genügt 
also,  wenn  wir  uns  von  jetzt  ab  mit  diesen  speciellen  (^-Functionen 
beschäftigen. 

Zur  Vereinfachung  der  Bezeichnung  setzen  wir 

Weiin  wir  an  Stelle  von  x  eine  der  sechs  Variablen 

\       X  —  1  1  X 

X  X        '1  —  XX  —   1 

einlühren,  so  werden  die  drei  Werthe  0,  oo,  1  auf  alle  mögliche 
Arten  mit  einander  permutirt,  und  aus  2.  ergiebt  sich  der  Satz: 

3.  Eine  ^-Function  mit  den  Verzweigungspunkten 
0,  OD,  1  kann  auf  folgende  sechs  Arten  darge- 
gestellt  werden: 


(4) 


^  /y,   «,   ß  x—l\        /ß,  y,  u  _l\    f.(a,   y,  ß       x    \ 

^  \r',  «',  /J'    X  J''^ \ß',  y, a'i-xj''^ W,  y',ß'x-ir 

Endlich  lassen  sich,  wie  gleichfalls  aus  der  Definition  un- 
mittelbar zu  ersehen  ist,  die  Exponenten  der  ^-Function  ver- 
ändern, und  man  erhält,  wenn  £,  8  beliebige  Grössen  sind: 

Man  bemerke,  dass  bei  der  Umformung  (5)  die  Summe  der 
Exponenten 

(6)  a  _|-  ^  _|_  y  _|-  a'  _|.  ^'  _|-  y'  ==  s 

in  beiden  ^-Functionen  dieselbe  geblieben  ist. 

Alle  diese  Umformungen  haben  den  Sinn,  dass,  wenn  unter 
zwei  einander  gleich  gesetzten  ^-Functionen  die  eine  den  Defini- 
tionen entspricht,  dasselbe  von  der  anderen  gilt.    Auf  eine  wirk- 


§.  18. 


Differentialgleichung  für  die   Q-Function. 
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liehe  Identität  würde  erst  dann  zu  schliessen  sein,  wenn  die  Defini- 
tionen dahin  erweitert  werden,  dass  sie  die  Q-Function  eindeutig 
bestimmen,  und  wenn  beide  Q-Functionen  diesen  erweiterten  Be- 
dingungen genügen. 


§.  18. 

Bestimmung  der  ^-Function  durch  eine  Differential- 
gleichung. 

Es  mögen  Q,  Q'  zwei  nicht  in  constantem  Verhältniss  stehende 
Zweige  einer  ^-Function 

sein.     Setzen  wir: 


« c,  '^,  P. ') 


(2) 


^(»)  = 


d^y     d^Q     d^Q 

dx^ 


dx^'     dx^ 

dy       dQ 
dx '     dx 


dg 

d  X 

Q' 


SO  ist  ^(y)  =  0  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, die  die  beiden  particularen  Integrale  Q,  Q^  hat,  und  folg- 
lich das  allgemeine  Integral 

(3)  y=CQ-\-C'Q; 

wenn  (7,  C  die  Integrationsconstanten  sind. 
Wir  setzen 


<4) 

also 


^/  N      M  ^^y  \    ^  ^y  \    A 


^o=.  Q 


d  X 


Q 


(5) 


cl»Q' 


dx' 


^i 


^dQ'd^Q 
dx  dx^ 


dQ  d^Qf 
d  X  dx* 


Die  Functionen  ^g,  //i,  z/,  sind  überall  endlich  und  stetig, 
mit  Ausnahme  der  Yerzweigungspunkte.  Wir  haben  ihr  Ver- 
halten in  diesen  Punkten,  also  in  den  Punkten  0,  1,  oo,  näher 
zu  untersuchen. 
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Diese  Untersuchung  wird  sehr  vereinfacht  durch  die  folgende 
Bemerkung: 

Nach  §.  16  (6)  ist 

wenn  die  Cai  Cai  Ca»^  da*  Constanten  sind,  deren  Determinante 

A.        -    Ca  Ca'        '   Ca*  C^ 

von  Null  verschieden  ist. 

Bezeichnen  wir  also  mit  z^J,  J"^,  ^5  die  Functionen,  die  aus 
^01  ^u  ^i  entstehen,  wenn  wir  ^,  Qf  durch  ^,  Q^'  ersetzen,  so 
ergieht  sich  aus  dem  Multiplicationssatze  der  Determinanten 

(6)  ^0  =  ^^S»    ^1  =  ^^?i    ^%  =  ^^l 
und  ebenso  ergiebt  sich 

(7)  Jo  =  -Bz/g,    ^,  =  B^!i,    ^,  =  BAI 

worin  A,  -B,  C  von  Null  verschiedene  Constanten  sind. 
Wir  nehmen  nun  folgende  Anfänge  der  Entwickelung: 

d  cy*  d^  (y* 

d  O«'  d^  O«' 

woraus  sich  ergiebt: 

(9)  z^«  =  (a  —  «')(!  —  «  —  a')^"^"'"^  H » 

z:/«  =  aa'(a  —  a')it;«  +  "'-3  -^ , 

und   hierin   wachsen   die   Exponenten    immer  um    eine   Einheit. 
Ebenso  findet  man: 

(10)  J\=        {y-  /)(1  -y  -  /)(1  -  x)y^r'^2  _^  ...^ 
A\=^  —  yy'iy  —  /)(1  —  x/z  +  y'-»  -] 

in  der  Umgebung  der  Punktes  x  =^  \  und 

(11)  zr^^  =-{ß-  ß'){ß  +  ^'  +  1)^'^-.^'-^  +  •••, 
^^  =  -  ^/5'(/J  -  ß')jr-i^-^'-^  +  ... 

in  der  Umgebung  des  Punktes  o;  =  00. 
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Aus  (6),  (7),  (9),  (10)  ergiebt  sich  also,  dass  die  drei  Func- 
tionen 

(12)  a;2-«~«'(l  —  xy-r-Y'j^  =/„ 

für  alle  endlichen  Werthe  von  x  endlich  und  stetig 
sind,  und  aus  (8)  und  (11)  folgt,  dass 

(13)  x'-'fo,        ^-Vii        ^-'A 

für  a;  =  00   endlich  und  stetig  bleibt,  wenn  s  wie  früher 
die  Bedeutung  hat 

(14)  s  =  «  +  a'  +  ^  +  /3'  +  y  +  /. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Differentialquotienten  von  /o,  /j, 
/a,  deren  Grade  höher  sind  als  1  —  s,  2  —  s,  3  —  s,  für  alle 
endlichen  Werthe  von  x  endlich  und  stetig  sind,  und  im  Un- 
endlichen verschwinden  und  diese  Differentialquotienten  sind  also 
(Bd.  I,  §.  48,  IL)  identisch  gleich  Null. 

Hiernach  sind  die  /o,  /i,  /a  ganze  rationale  Func- 
tionen von  x^  und  ihre  Grade  sind  nach  (13)  gleich  1  —  s, 
"2  —  s,  3  —  s  oder  um  eine  ganze  Zahl  niedriger. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Beschränkung  für  die  Exponenten, 
die  erfüllt  sein  muss,  wenn  unsere  ^-Function  existiren  soll: 

IV.   Die  Exponentensurame 

muss  eine  ganze  Zahl  sein  und  kann  nicht  grösser 
als  1  sein. 

Wenn  wir  einen  allen  Gliedern  gemeinsamen  Factor  ab- 
werfen, so  ergiebt  sich  hiernach  für  die  Differentialgleichung,  der 
die  ^-Function  genügen  muss,  die  Form: 

(15)       x^il-xYfo  ^,  +  x(l-x)f,  g  +/,y  =  0, 

und  wir  haben  also  eine  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten. 

Ueber  den  Zusammenhang  der  Functionen  /o,  /i,  /a  mit  den 
Exponenten  können  wir  aus  (9),  (10),  (11)  noch  einen  Schluss 
ziehen,  wenn  wir  nach  (12)  die  Quotienten  bilden.   Es  folgt  daraus: 
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§.  19 


(16)      -^  = 


(17)     •^  = 


fl 
/« 


X) 

"1 

^0 

1  — 

(c  —  a'            \ 

••• 
ur 

X 

0, 

— 

—  1 

+  y  4-y' 

Ji 

X 

— 

1, 

— 

—  1 

=(^4-/^  +  1) 

Yi 

X 

<»; 

a;«(l  — 

-xf 

^0 

— 

ßß' 

für  :r  —  0, 
^    X          1, 

iC^     „     0?            00. 

§.  19. 

Die  P-Function  und  die  hypergeometrische  Differential- 
gleichung. 

Der  ausgezeichnetste  Fall  der  Q- Function  ist  der,  in  dem 
die  Summe  s  ihren  grössten  Werth  1  hat.  Diese  besondere  Art 
der  ^-Function  wollen  wir  die  P-Function  nennen  und  mit 


V« ,  ß\  r    ) 


(1) 

bezeichnen. 

In  diesem  Falle  ist  die  Function  /o  constant  und  kann  =  1 
gesetzt  werden,  /i  ist  vom  ersten,  /g  vom  zweiten  Grad,  und 
durch  die  Relationen  §.  18,  (16),  (17)  sind  diese  beiden  Functionen 
völlig  bestimmt.    Es  ergiebt  sich: 

(2)  /,  =  (!_«_  a'j(l  _  ^)  _  (1  _  y  V  y')^, 

=  1  —  a  —  «'  —  (1  +  /3  +  /32)a:, 

(3)  /2  =  —  ßß'x{\  -  X)  +  ««'(1  —  x)  +  y/a:. 

Die  Differentialgleichung  für  die  P-Function  lässt  sich  aber 
noch  vereinfachen.    Es  ist  nämlich  nach  §.  17,  (5) 

und  es  ist  daher  ausreichend,  wenn  wir  weiterhin  die  Function 
allein  betrachten,  also  a'  =  y'  =  0  setzen. 


§.  20.  Darstellung  der  P-Function.  49 

Es  ist  dann 

(6)  «  +  ^  +  y  +  ^'    =    1, 

und  die  Function  (5)  ist  ein  Integral  der  Differentialgleichung: 

(7)  ^(i-^)^,-\-[(.i-«)-(ß+ß'-\-iM^-ßß'y=  0, 

die,  wie  man  sieht,  mit  der  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung übereinstimmt  [§.  5  (6)]. 

Eine  particulare  Lösang  dieser  Gleichung  ist 

(8)  y  =  F{ß,  ß\   l-a,  X), 

wenn  F  die  hypergeometrische  Reihe  bedeutet 

§.  20. 

Darstellung    der   P-Function    durch   hypergeometrische 

Reihen. 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  wie  man  umgekehrt  aus  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  zu  der  P-Function  ge- 
langt. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  hat,  wie 
wir  wissen,  nur  zwei  linear  unabhängige  particulare  Lösungen 
Vit  y%'  Gehen  wir  von  irgend  einer  Lösung  y  aus,  und  be- 
schreiben in  der  ^r- Ebene  irgend  einen  Weg,  so  kann,  so  lange 
sich  y  und  seine  Differentialquotienten  stetig  ändern,  die  Diffe- 
rentialgleichung nicht  aufhören  zu  bestehen.  Geht  man  mit  x 
zum  Ausgangspunkt  zurück,  so  wird  sich  y  im  Allgemeinen  ge- 
ändert haben.  Aber  der  so  gewonnene  Zweig  y*  ist  immer  noch 
eine  Lösung  der  Differentialgleichung.  Alle  verschiedenen  Zweige 
der  Function  y  sind  also  Lösungen  derselben  Differentialgleichung, 
und  für  diese  Function  ist  also  immer  die  Bedingung  §.  16,  II 
befriedigt. 

Wenden  wir  dies  auf  die  hypergeometrische  Differential- 
gleichung an,  so  haben  wir  nur  die  drei  singulären Punkte  0,  oo,  1 
zu  berücksichtigen. 

Jede  particulare  Lösung  kann  aber  dann  nach  §«  8  linear 

durch 

P\,  F^    in  der  Umgebung  von    a?  =  0, 

-fs,  F4      »     „  ji  „       a;  =  1, 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    II.  A 
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dargestellt  werden,  und  wenn  wir  also  nach  §.  19  (8) 

F,  =  F(ß,  ß\  1  -  «,  X) 

setzen,  so  ist  die  Lösung  der  Differentialgleichung  §.  19  (7)  eine 
P-Function : 

ß,    l-a-ß-ß' 


P 


/«.     |3,    l-<x-ß-ß'\ 
U,    ß',  0  V 


Wollen  wir  zur  allgemeinen  P-Function  übergehen,  so  haben 
wir  die  Formel  §.19  (4)  anzuwenden,  und  wir  erhalten  für  die 
Function 


die  sechs  Bestandtheile  P",  ...P^',  wenn  wir  in  den  Formeln 
für  die  F^  ...  F^  (§.  8) 

«1  /5>  y»  ' 

durch      /J  +  a'  +  y'        j3'  +  a'  -f  y',         i  _  «  4.  «' 

ersetzen : 

py  ^:xf^'{\^x)y  i^(a'+^+y,  «'+/J'+y,  1+y-/,  l-x). 

Hierbei  ist  aber  vorausgesetzt,  dass  keine  der  drei  Diffe- 
renzen a  —  «',  /3  —  /3',  y  —  y'  eine  ganze  Zahl  sei.  In 
diesen  Fällen  treten,  wie  wir  in  §.  11  gesehen  haben,  bei  der 
vollständigen  Integration  der  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung logarithmische  Glieder  auf  und  die  Bedingungen 
für  die  P-Function  können  nicht  mehr  vollständig  befriedigt 
werden.  Nuä  unter  besonderen  Voraussetzungen  können  die 
logarithmischen  Glieder  wegfallen,  so  dass  dann  wieder  P-Func- 
tionen  exlstiren.   Beispielsweise  ist  nach  §.  11  J'(/5,  1,  2,  a;),  also 

eine  echte  P-Function,  obwohl  a  —  a'  eine  ganze  Zahl  ist. 
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§.  21. 
Ableitung  der  Q-Functionen  aus  den  P-Functionen. 

Aus  den  P-Functionen  kann  man  Q-Functionen  auf  folgende 
Weise  herleiten.    Es  ist  zunächst,  wenn 

angenommen  wird, 

und  folglich 

Wenn  wir  also  mit  A{x)  und  B{x)  zwei  ganze  rationale 
Functionen  von  x  bezeichnen,  die  kein  besonderes  Verhalten  zu 
den  Punkten  0,  1  haben,  A{x)  vom  Grade  n  —  1,  P(a:)  vom 
Grade  n,  so  ist 

und  hierin  ist  die  Summe  der  Exponenten 

(2)  5  =  a  +  /5  +  y  +  a'  +  /3'  +  /  —  2n  =   1  —  2n, 

also  eine  ungerade  negative  ganze  Zahl.  Die  Functionen 
A{x)  und  P(^)  enthalten  zusammen,  wenn  man  von  einem  ge- 
meinschaftlichen Constanten  Factor  absieht,  2n  willkürliche  Gon- 
stanten,  die  in  P  nicht  vorkommen,  und  es  enthält  also  die 
^-Function  (1)  2  n  =  1  —  s ,  willkürliche  Constanten  mehr  als 
die  Function  P. 

Den  Fall  eines  geraden  s  können  wir  hieraus  durch  Speciali- 
sirung  ableiten.  Wenn  wir  nämlich  die  Coefficienten  von  A{x) 
und  B(x)  der  Bedingung  unterwerfen,  dass 

(3)  a^(0)  +  P(0)  =  0 

sein  soll,  so  fangt  die  Entwickelung  von  (^  in  (1)  erst  mit  der 
Potenz  ic«  +  ^  an,  während  die  anderen  Entwickelungen  ungeändert 
bleiben.    Wir  erhalten  also  eine  Function 

für  die  die  Summe  $  den  Werth  hat: 

s  =  a  +  /3  +  y  -f  a'  +  /3'  +  /  +  1  —  2n  =   2  —  2n. 

4* 
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Die  Anzahl  der  Constanten,  die  in  (1)  bleiben,  ist  hier  wegen 
(3)  nur  2  n  —  1,  also  gleichfalls  1  —  s. 

Die  Frage,  ob  auf  diese  Weise  alle  Q- Functionen  aus  den 
P-Functionen  abgeleitet  werden  können,  wollen  wir  hier  nicht 
weiter  erörtern«  Ihre  Beantwortung  hängt  davon  ab,  wie  viele 
willkürliche  Constanten  in  der  Di£ferentialgleichung  für  die 
Q- Function  §.  18  (15)  übrig  bleiben.  Man  hat  dabei  zu  be- 
achten, dass  /o  eine  Function  vom  Grade  1  —  s  ist,  und  dass  die 
Nullpunkte  dieser  Function,  wenn  f^ft  unbestimmt  bleiben,  zu 
den  singulären  Punkten  der  Differentialgleichung  gehören.  Es 
sind  also  noch  Bedingungen  für  die  Coefücienten  von  /i,  f^  auf- 
zustellen ,  durch  die  der  singulare  Charakter  dieser  Punkte  auf- 
gehoben wirdi). 

§.  22. 
Specielle  Umformungen  der  P-Function. 

Die  Fruchtbarkeit  der  Rie  man  naschen  Betrachtungsweise 
zeigt  sich  deutlich  in  der  grossen  Einfachheit,  mit  der  sich  die 
speciellen  Umformungen  ergeben,  die  Kummer  zuerst  mit  einem 
grossen  Rechnungsaufwande  abgeleitet  hat  3).  Nehmen  wir  an,  es 
habe  in  einer  P-Function  eine  der  Exponentendifferenzen,  etwa 
a'  —  a,  den  Werth  V^,  dann  können  wir  diese  Function  nach 
§.  17  (5)  durch 

<■>  ^  ii  ^, ',  ^) 

ersetzen.    Von  den  beiden  Functionen  P",  P"'  schreitet  die  erste 
nach  ganzen  Potenzen  von  x,  die  zweite  nach  ganzen  Potenzen 

0  Vergl.  Riemann's  mathematiBche  Werke,  2.  Aufl.,  S.  387  f. 
Danach  müsaen  für  jede  Wurzel  X  von  /q  (x)  =  0  zwei  Bedingungen  be- 
stehen, von  denen  die  eine  so  lautet: 

Hierzu  kommen  die  sechs  Bedingungen  §.  18  (16),  (17).  Man  findet 
leicht  durch  Partialbruchzerlegung  von  /j  {pc)  /x  (1  —  x)  f^  {x),  dass  von  den 
1 — 8  Bedingungen  (5)  eine  mittelst  §.  18  (16)  aus  den  übrigen  folgt,  und 
danach  enthält  die  Differentialgleichung  für  die  Q-Function,  abgesehen  von 
einem  constanten  Factor,  noch 

1— 5  +  3  —  fi  +  4  —  s  —  2(1—  s) —  64-1  =  1—  8 
unbestimmte  Constanten,   übereinstimmend  mit  der  oben  gefundenen  Zahl 
der  Constanten  in  der  Q-Function  (1)  und  (4). 
«)  Crelle's  Journal  15  (1895). 
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von  y^  fort,  und  wenn  wir  also  y^  =  J  setzen,  so  ist  der  Punkt 
I  =  0  in  der  |- Ebene  kein  Verzweigungspunkt  mehr,  sondern 
ein  Punkt,  in  dem  die  Function  eindeutig  und  stetig  ist.  Da- 
gegen sind  jetzt  die  beiden  Punkte  f  =  ±  1 ,  in  denen  1  —  x 
verschwindet,  Verzweigungspunkte,  und  die  Entwickelungen  nach 
Potenzen  von  1  —  |  und  1  +  |  beginnen  mit  (1  ±  ^y,  (1  ±  |)y'. 
Die  Entwickelung  in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten 
Punktes  beginnt  mit  ar-/*,  ar"/*',  also  mit  1"^«*,  i"^^.  Demnach 
ergiebt  sich  folgende  Umformung: 

um  in  der  zweiten  Function  die  Verzweigungspunkte  0,  oo,  1  zu 

erhalten,  muss  man  eine  neue  Variable  VaC^  4"  V^  einfuhren, 
und  erhält  so 

(S)       pf»'  ft  '  .\  =  pf-  ^''  '  L+VS- 

Vv.,  ^.  r"    /  V.  2?'.  /      ^ 

Da  man  auf  diese  beiden  Functionen  noch  die  linearen  Trans- 
formationen §.17  (4)  anwenden  kann,  so  ergiebt  sich  hieraus  eine 
sehr  grosse  Anzahl  von  Umformungen  dieser  speciellen  P- Func- 
tion und  entsprechende  Umformungen  der  hypergeometrischen 
Differentialgleichung. 

Ebenso  erhält  man  noch  weitere  Umformungen  bei  einer 
noch  specielleren  P-Function,  bei  der  zwei  Exponentendifferenzen 
den  Werth  Va  haben.    Für  die  Function 


8_ 


sind,  wenn  man  |  =  y^  setzt,  die  Punkte  f  =  0,  {  =  oo  nicht 
mehr  Verzweigungspunkte..  Dagegen  werden  die  drei  Punkte  Ver- 
zweigungspunkte, in  denen  1  —  {» =  0  ist,  d.  h.  |  =  1,  p,  q\  wenn 

Q  =  e  ^    eine  imaginäre  dritte  Einheitswurzel  ist.    Man  hat  also: 


oder 


«  -  ii  i ',  ^)  = 


—  9 


r,  Y         g  _yi^ 
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Formeln,    die   wieder   den    Ausgangspunkt   für  lineare    Umfor- 
mungen bilden. 

Wir  können  zum  Schluss  noch  die  Bemerkung  beifügen, 
dass  wir,  wenn  wir  eine  Function  R  mit  nur  zwei  Verzweigungs- 
punkten,  sonst  aber  denselben  Eigenschaften  wie  die  (^-Function 
definiren,  wir  nur  ganz  elementare  Functionen  erhalten,  nämlich 
wenn  wir  die  Verzweigungspunkte  nach  0  und  oo  verlegen,  und 
unter  A^  Ä'  ganze  rationale  Functionen  von  x  yerstehen,  nur 
Functionen  von  der  Form 

R  =  af'A  +  af''A'. 

Denn  wenn  JS**,  ü«'  zwei  Zweige  von  R  sind,  wie  in  §.  16  (3), 
so  sind  a;-'' JB«,  ar^^'R^'  in  der  ganzen  Ebene  endlich  und  stetig, 
und  da  sie  im  Unendlichen  nur  von  endlicher  Ordnung  unend- 
lich werden  können,  so  sind  es  ganze  rationale  Functionen  von  x. 


Vierter  Abschnitt. 


Osoillationstlieore  m  e. 


§.  23. 

Normalform    linearer    Differentialgleichungen    zweiter 

Ordnung. 

Wir  kommen  nun  zur  Ableitung  eines  Cyklus  von  Sätzen, 
die  sich  auf  lineare  Diiferentialgleichungen  allgemeiner  Art  be- 
ziehen, und  die  uns  auch  in  solchen  Fällen,  in  denen  die  Inte- 
gration nicht  durchgeführt  werden  kann,  über  das  Verhalten  der 
Integrale  wichtige  Aufschlüsse  geben,  die,  besonders  bei  Schwin- 
gungsproblemen, auch  ihre  physikalische  Bedeutung  haben.  Es 
dürfte  um  so  mehr  am  Platze  sein,  auf  diese  Sätze  hier  einzugehen, 
als  sie  eine  Uebertragung  auf  gewisse  partielle  Diflferential- 
gleichungen,  z.  B.  die  für  die  schwingende  Membran,  gestatten, 
wo  aber  die  Frage  bei  Weitem  nicht  so  einfach  liegte). 

Wir  beschränken  uns  hier  wieder  auf  lineare  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  wiewohl  die  Sätze,  namentlich  in 
der  Abhandlung  von  Kneser,  eine  viel  weitere  Ausdehnung  er- 
halten haben. 


^)  Die  ersten  dieser  Sätze  rühren  von  Sturm  und  Liouville  her, 
and  stehen  in  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  dem  nach  Sturm  be- 
nannten berühmten  Lehrsatze  der  Algebra  (Liouville's  Journal  I,  1836). 
Sie  sind  später  von  mehreren  Anderen  theils  neu  bewiesen,  theils  erweitert. 
Wir  wollen  nur  die  folgenden  Arbeiten  über  den  Gegenstand  erwähnen: 
Rayleigh,  Theory  of  Sound,  second  edition,  Vol.  I,  p.  217. 
Po  ekel  s,  lieber  die  DififerentialgleichuDg  Ju  -\-  k^u  =  0.     Leipzig 

1891,  S.  67. 
Kneser,  Mathematische  Annalen,  Bd.  42,  S.  409,  1892. 
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Wir  bringen   zunächst  eine  vorgelegte  lineare  Difierential- 
gleichung : 

von  der  wir  annehmen,  dass  p^j  pi,  p^  für  endliche  Werthe  von 
X  nicht  unendlich  werden,  auf  eine  einfachere  Form: 

(2)  S  +  <'y  =  0' 

in  der  der  erste  Differentialquotient  fehlt,  und  q  eine  Function 
von  X  ist 

Man  erreicht  dies  durch  eine  Substitution 

(3)  u  =  Ay, 
wenn  man 

(4)  2poX'+i)iA  =  0,    PoQ^=Po^"+Pi^'  +P2^ 
setzt.    Hieraus  leitet  man  ab: 

(5)  k  =  e  i^Po     1 

_  ^PoPi—^PoPi—Pi+  ^PiPo 


Hierzu  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  l  nur  in  solchen 
Punkten  Null  oder  unendlich  werden  kann ,  in  denen  po  ver- 
schwindet. Also,  wenn  po  eine  ganze  rationale  Function  von  x 
ist,  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten.  Ebenso  kann 
auch  Q  nur  in  den  Nullpunkten  von  po  unendlich  werden,  und 
wenn  p|  und  ps  gleichfalls  ganze  rationale  Functionen  sind, 
so  kann  q  auch  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten  ver- 
schwinden. Für  die  Betrachtungen  des  gegenwärtigen  Abschnittes 
kommen  nur  reelle  Werthe  der  Variablen  x  in  Betracht. 

Wir  setzen  also  über  die  Function  q  in  der  Diffe- 
rentialgleichung (2)  voraus,  dass  sie  von  einem  be- 
stimmten Werthe  von  x  an  keinen  Zeichenwechsel  mehr 
habe  und  nicht  mehr  unendlich  werde. 

Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  können  wir  diesen 
Werth  von  x  zum  Nullpunkt  machen,  und  wir  haben  dann  die 
folgenden  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

Q  ist  für  positive  Werthe  von  x  endlich  und  stetig  und 

I.  nur  negativ, 
II.  nur  positiv. 
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Es  soll  aber  nicht  ausgeschlossen  sein,  dass  q  für  ein  un- 
endlich wachsendes  x  dem  absoluten  Werthe  nach  über  alle 
Grenzen  wächst  oder  unter  jede  Grenze  heruntersinkt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  die  Frage  nach  den  Null- 
punkten, die  eine  stetige  Lösung  y  der  Differentialgleichung  (2) 
und  folglich  auch  eine  stetige  Lösung  u  der  Differentialgleichung 
(1)  hat 

Wir  betrachten  hier  immer  nur  solche  Integrale  y,  die  mit 
ihrem  ersten  Differentialquotienten  j/'  endlich  und  stetig  sind. 
Die  Differentialgleichung  zeigt,  dass  dann  auch  y"  endlich  und 
stetig  ist. 

Eine  Folge  dieser  Annahme  ist,  dass  für  keinen  Werth  von 
X  die  Function  y  und  ihr  erster  Differentialquotient  y'  zugleich 
verschwinden  können.  Denn  wenn  ^i,  y^  zwei  linear  unabhängige 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (2)  sind ,  so .  folgt  nach  einer 
schon  wiederholt  angewandten  Formel  [Bd.  I,  §.  62  (13)]: 

worin  C  eine  von  Null  verschiedene  Constante  /Ist.  y  4lan  sieht 
hieraus,  dass,  wenn  t/^,  y2  endlich  sind,  j^^  und  y'i  niemals  zugleich 
Null  sein  können. 


§.  24. 
I.   Die  Function  q  ist  beständig  negativ. 

Wenn  die  Function  g  in  der  Differentialgleichung 

(1)  ¥"  +  9y  =  o 

für  positive  Werthe  von  x  nur  negativ  ist,  so  haben  y  und 
y"  immer  dasselbe  Vorzeichen,  während  y'  das  gleiche  oder 
auch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  kann.  Wir  haben 
dann  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden. 

Es  bezeichnen  dabei  oto,  Xi  irgend  positive  Werthe  von  x 
und  yoi  i/o,  J/o,  yi,  !/i,  y'i  die  zugehörigen  Werthe  von  y,  y',  y". 

l*«Fall  yo,yo>0,    yJ^O. 

Hier  wird  y'  von  Xq  an  mit  wachsendem  x  zunächst  wachsen, 
und  also,  auch  wenn  yo  =  0  ist,  zunächst  positiv  werden. 

Wenn  nun  ,Xi  der  dem  Xq  zunächst  gelegene  grössere  Werth 
von  X  ist,  für  den  y'  verschwindet,  so  muss  y'  zwischen  x^  und 
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Xi  aus  dem  Wachsen  ins  Abnehmen  übergegangen  sein.  Es 
muss  also  t/'  und  folglich  nach  (1)  auch  y  zwischen  Xq  und  Xi 
verschwinden.  Folglich  mass  auch  y,  das  bei  Xq  positiv  ist  and 
anfangs  wächst,  aus  dem  Wachsen  ins  Abnehmen  übergehen, 
und  folgUch  muss  y;  zwischen  a:,  und  x,  verschwinden,  was 
gegen  die  Annahme  ist,  dass  Xi  der  dem  Xq  nächste  Werth  sei, 
in  dem  y'  verschwindet.  Unter  der  Voraussetzung  des  ersten 
Falles  ist  also  y'  für  alle  Werthe  von  ir>  iTo  positiv,  y  wächst 
und  bleibt  also  auch  positiv,  ebenso  y",  und  folglich  wächst  y' 
beständig. 

Wenn  also  x  '^  Xq  ist,  so  ist  y  >  y©,  y*  >  yi  und 


(2) 


X 

y  — yo  =  J  y'  dx>yo(x^Xo), 


«0 


woraus  man   schliesst,    dass  y  (von  yo  an)  ohne  Zeichen- 
Wechsel  mit  x  ins  Unendliche  wächst  (Fig.  3). 

Figr.  3. 

Fig.  4. 


2te'  Fall  yo,  yj  <  0,    yi  5  0. 

Dieser  zweite  Fall  geht  aus  dem  ersten  durch  Vertauschung 
von  y  mit  —  y  hervor.  Es  wird  also  in  diesem  Falle  y  von 
yo  an  ohne  Zeichen  Wechsel  negativ  unendlich  gross  werden. 

3*-'  Fall  yo,  yi'  >  0,    yi  <  0. 

Hier  wird  y'  so  lange  wachsen,  als  y"  und  folglich  y  positiv 
ist,  und  es  sind  hier  wieder  verschiedene  Möglichkeiten  zu  unter- 
scheiden : 

a)  y'  wird  =  0,  ehe  noch  y  und  y"  Null  geworden  sind.  Dann 
wächst  y'  von  da  an  weiter  und  wird  also  positiv.  Es 
tritt  dann  von  hier  aus  der  erste  Fall  ein,  und  y  wird 
ebenso  wie  dort  mit  x  zugleich  unendlich,  nur  mit  dem 
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I.   Die  Function  q  ist  beständig  negativ. 
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Unterschiede,  dass  y  einen  positiven  Minimumwerth 
hat  (Fig.  4). 

b)  y  wird  =  0,  ehe  y'  =  0  geworden  ist.  Dann  bleibt 
beim  Durchgang  durch  diese  Stelle  y'  negativ,  und  wenn 
wir  Xi  hinlänglich  nahe  jenseits  dieser  Stelle  annehmen, 
so  kommen  wir  auf  den  zweiten  Fall  zurück.  Es  geht 
also  dann  y  stetig  abnehmend  einmal  durch  Null  und 
wird  negativ  unendlich  (Fig.  5). 

Fig.  5.  Fig.  6. 

7 


c)  Weder  y  noch  y*  werden  Null, 
wenn  x>Xq  ist.  Dann  müssen 
sich  y  und  y^  endlichen  Grenzen 

nähern,  y  abnehmend,  y'  zunehmend.     Die  Grenze  für 

y  muss  nothwendig  =  0  sein,  da  sonst 


X 


y  =  Wdx 

für  ein  unendlich  wachsendes  x  keine  endliche  Grenze 
haben  könnte  (Fig.  6).  Der  Grenzwerth  von  y  kann 
auch  von  Null  verschieden  (positiv)  sein,  aber,  wie  man 
aus  der  Gleichung 


y'  =  y"dic  =  —  [gydx 


ersieht,  nur  dann,  wenn  g  mit  unendlich  wachsendem  x 
verschwindet,  und  zwar  in  höherer  als  der  ersten  Ordnung. 

In  dem  Falle  j/o»  VÖ  <  0,  yi>^  0  verhält  sich  alles  ebenso, 
nur  mit  verändertem  Vorzeichen. 

Um  diese  Resultate  zusammenzufassen,  können  wir  also 
sagen : 

1.  Wenn  in  der  Differentialgleichung  (1)  q  für  posi- 
tive X  beständig  negativ  ist,  so  kann  y  in  diesem 
Intervall  höchstens    einmal    verschwinden,    und 
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wenn  dies  eintritt,  so  geht  von  da  an  y  stetig 
wachsend  oder  stetig  abnehmend  ins  Unendliche. 
Es  kann  auch  y  ein  positives  Minimum  oder 
ein  negatives  Maximum  haben  und  geht  von  da 
an  stetig  wachsend  oder  stetig  abnehmend  mit 
unendlich  wachsendem  x  ins  Unendliche. 

Es  kann  auch  y  ohne  Minimum  oder  Maximum 
mit  X  ins  Unendliche  gehen,  oder  es  kann  y  stetig 
abnehmend  oder  stetig  wachsend,  ohne   zu  ver- 
schwinden, einer  endlichen  Grenze  zustreben. 
Dass  alle  diese  Fälle  möglich  sind,  zeigen  einfache  Beispiele, 
z.  B.  wenn  man    q  gleich  einer  negativen  Constanten  annimmt. 
(Vergl.  Bd.  I,  §.  57,  58.) 

§.  25. 
II.   Die  Function  q  ist  beständig  positiv. 

Ganz  anders  verhält  sich  das  Integral  der  Differential- 
gleichung 

(1)  y"  +  py  =  0, 

wenn  q  beständig  positiv  bleibt. 

In  diesem  Falle  können,  wie  schon  das  Beispiel  eines  con- 
stauten  q  zeigt,  Integrale  vorkommen,  die  unendlich  viele  Null- 
steilen  haben.  Solche  Integrale  nennen  wir  oscillirende 
Integrale  und  es  ist  unsere  Aufgabe,  zu  entscheiden,  unter 
welchen  Umständen  die  Gleichung  (1)  ein  oscillirendes  Integral 
hat.  Das  wichtigste  Hülfsmittel  für  diese  Untersuchung  ist  eine 
Formel,  die  wir  schon  im  ersten  Bande  (§.  71)  bei  der  Unter- 
suchung der  Bess ersehen  Functionen  angewandt  haben. 

Es  sei  z  eine  Function,  die  einer  Differentialgleichung 

(2)  z"  -^az  =  0 

genügt,  worin  d  eine  gegebene  Function  von  x  ist. 
Wir  erhalten  aus  (1)  und  (2): 

Äc^--') +  (—)-  =  ». 

und  daraus  durch  Integration: 

(3)  zy*  —  yz*  =  —  \  (q  —  ö)  yzdx  -|-  const, 
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und  hieraus  können  wir  nun  durch  Specialisirung  der  Function 
ö  mannigfaltige  Schlüsse  ziehen: 

Nehmen  wir  zunächst  o  =  q^  so  sind  y  und  js  particulare 
Integrale  derselben  Differentialgleichung  (1),  und  wenn  sie  sich 
nicht  bloss  durch  einen  constanten  Factor  von  einander  unter- 
scheiden, so  ist 

(4)  gy'  —  ys/  =  e 

eine  von  Null  verschiedene  Gonstante.     Sind  nun  x  :=  Xq  und 

X  =  a^   zwei   auf  einander  folgende  Nullstellen  von  y,   so 

haben  y'o  und  y[  verschiedene  Vorzeichen.     Andererseits  haben 

nach  (4)  jsoyo  und  a^y'i  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  Zo  und  Zi 

entgegengesetzte  Vorzeichen.    Es  Yiv  7 

muss  also  z  zwischen  Xq  und  Xi 

mindestens    einmal    durch    Null 

gehen.  Es  kann  aber  z  auch  nur 

einmal  durch  Null  gehen,  da  man 

ebenso    schliessen    kann,     dass 

zwischen  zwei  Nullstellen   von  z  eine   Nullstelle  von    y  liegen 

muss,  während  doch  y  zwischen  Xq  und  Xi  nicht  verschwinden 

sollte  (Fig.  7). 

Wir  haben  also  den  Satz,  wenn  wir  die  Nullstellen  einer 
Function  ihre  Wurzeln  nennen: 

2.  Wenn  von    den    beiden  particularen    Integralen 

der    Differentialgleichung   (1)   das    eine    oscilla- 

torisch  ist,    so  ist  es  auch  das  andere,  und  die 

Wurzeln  der  beiden  separiren  sich  gegenseitig, 

d.   h.    zwischen  je    zwei   Wurzeln  der  einen  liegt 

eine  und  nur  eine  Wurzel  der  andern. 

W^ir  lassen  jetzt  die  Annahme  (f  =  q  wieder  fallen.     Wenn 

dann  Xq  und  x^  '^  Xq  zwei  auf  einander  folgende  Wurzeln  von 

z  sind,  so  haben  Zq   und   — z[    das   gleiche   Vorzeichen,    und 

zwar  dasselbe  wie  die  Function  z  in  dem  Intervall  (Xo^  Xi).   Wenn 

wir  das  Integral  (3)  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  Xi  nehmen,  so 

folgt,  da  Zq=^  0^  Zi  ^=  0  ist: 

(5)  y^zi  —  yo^o  =  I  (p  —  o)yzdx] 

nehmen  wir  nun  weiter  an,  dass  in  dem  Intervall  (Xq,  Xi)  durch- 
weg 9  ^  0  sei,  so  kann  y  nicht  in  dem  ganzen  Intervall  das 
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gleiche  Vorzeichen  haben,  weil  sonst  beide  Seiten  von  (5)  entgegen- 
gesetzte Zeichen  hätten. 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz: 

3.  Hat  die  Differentialgleichung  (2)  osciHatorische 
Integrale  und  ist  (von  einem  gewissen  x  an)  fort- 
während Q  '^  ^-i  80  hat  auch  die  Differential- 
gleichung (1)  osciHatorische  Integrale. 

Hieraus  ergiebt  sich  bereits  ein  wichtiges  allgemeines  Resultat. 
Ist  Q  in  der  Differentialgleichung  (1)  positiv,  mit  einer  positiven 
unteren  Grenze  ft^,  so  dass  9  ^  ft^  ist,  so  können  wir,  um  den 
Satz  2.  anzuwenden,  6  gleich  der  Gonstanten  fi^  setzen,  und  er- 
halten als  Integral  von  (2): 

(6)  z  =  sm(i(x  —  a), 

worin  a  ein  beliebiger  Werth  ist.  Diese  Function  ist  aber  oscilla- 
torisch,  und  ihre  Nullpunkte  sind  a  +  m«//[t,  wenn  m  eine 
ganze  Zahl  ist.    Wir  haben  also: 

4.  Hat  Q  eine  positive  untere  Grenze  ft^,  so  sind  die 
Integrale  von  (1)  oscillatorisch,  und  in  jedem 
Intervall  von  der  Grösse  Tt/fi  liegt  wenigstens 
eine  Wurzel  von  y. 

Wenn  nun  aber  q  zwar  positiv  ist,  aber  die  untere  Grenze 
Null  hat,  so  können  wir  so  schliessen: 
Die  Differentialgleichung 

hat  die  beiden  particularen  Lösungen 

oder,  wenn  a  eine  willkürliche  Constante  ist, 
(8)  z  =  ixsm(^(i\og^J, 

und  die  Differentialgleichung  (1)  hat  also  dann  oscillirende  Inte* 
grale,  wenn  sich  ein  positives  fi  so  angeben  lässt,  dass  von  einem 
gewissen  x  an  immer 

(9)  ^2p>^2+l 

bleibt,  und  es  liegt  für  ein  beliebiges  a  eine  Wurzel  von  y 
immer  zwischen  a  und  ae"^. 
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Wir  ergänzen  also  den  Satz  3.  so: 

5.  Die  Differentialgleichung  (1)  hat  oscillatorische 
Integrale,  wenn  die  untere  Grenze  von  x^q  —  V* 
positiv  ist, 

Ist  die  untere  Grenze  von  x^q  —  V*  negativ,  so  wird  von 
einem  gewissen  x  an 

bleiben.     Dann  vergleichen  wir  die  Differentialgleichung  (1)  mit 

(11)  ^"  +  Ä  =  ^' 

deren  beide  particulare  Integrale 

Va?,    y^  log  X 

nicht  oscillatorisch  sind;  nach  dem  Satze  3.  kann  also  auch  (1) 
keine  oscillatorischen  Integrale  haben,  da  sonst  wegen  (10)  auch 
die  Lösungen  von  (11)  oscillatorisch  sein  müssten. 

6.  Die  Differentialgleichung  (1)  hat  keine  oscilla- 
torischen Integrale,  wenn  die  untere  Grenze  von 
x^Q  —  Vi  negativ  ist. 

Es  bleibt  also  wiederum  der  Fall  unentschieden,  wo  die 
Grenze  von  x^q  —  V*  Null  ist. 

Wie  in  diesem  Falle  die  Untersuchung  weiter  zu  führen  ist, 
ergiebt  die  folgende  Umformung: 

Wir  setzen  in  (1) 

y  =  ^xri,    I  =  log  a? 
und  erhalten  für  17  die  folgende  Differentialgleichung: 

m         tii + h  - 1) ' = »■ 

Diese  Gleichung  hat  aber  dieselbe  Form  wie  die  Differential- 
gleichung (1),  nur  dass  |  an  Stelle  von  x  und  x^q  —  V*  =  q' 
an  Stelle  von  q  getreten  ist,  und  |  wächst  mit  o;  gleichzeitig 
ins  Unendliche.  Wenn  sich  dann  p'  von  negativen  Werthen  der 
Grenze  Null  nähert,  so  tritt  der  Satz  1.  in  Kraft.  Wenn  sich 
aber  q'  von  der  positiven  Seite  der  Grenze  Null  nähert,  dann 
müssen  wir  die  Umformung  (12)  wiederholen,  und  kommen  zu 
einer  unbegrenzten  Kette  von  Unterscheidungen  derselben  Art. 
(Etwa  wie  bei  den  aus  der  Integralrechnung  bekannten  Kriterien 
für  die  Convergenz  eines  bestimmten  Integrals.) 
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§.  26. 
Anwendung  auf  die  hypergeometrische  Reihe. 

Als  ein  Beispiel  für  die  in  den  vorangegangenen  Paragraphen 
bewiesenen  Sätze  wollen  wir  die  Difierentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Reibe  betrachten : 

(1)  x(l  —  x)u''  +  [r  —  (a  +  /S  +  l)x]u'  —  aßu  =  0, 

und  damit  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  reell  werden, 
nehmen  wir  y  reell,  a  und  ß  entweder  reell  oder  conju- 
girt  imaginär  an. 

Um  die  Umformung  des  §.  23  anzuwenden,  setzen  wir 

(2)  ti  =  ky 

und  bestimmen  k  so,  dass  die  Differentialgleichung  für  y  die 
Form  erhält: 

(3)  y"  +  9y  =  0. 

Setzt  man  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 

(4)  «  +  ^  +  1  =  a, 

80  ergeben  die  Formeln  §.  23  (5),  (6) 

—  JL  y— » 

(5)  A  =  a;    *  (1  —  «)  «  , 

und  für  ein  unendlich  grosses  a;,  worauf  es  allein  ankommt: 

oder  wenn  man  für  a  seinen  Werth  (4)  zurücksetzt: 

(7)  e'  =  x»9-i  =  -;i(«-/5)« 

und  q'  ist  also  negativ  lür  reelle,  positiv  für  conjugirt  imagi- 
näre a,  ß. 

Ist  a  =  /3,  so  wird  q'  für  ein  unendliches  x  unendlich  klein 
von  der  Ordnung  a;-*,  und  wir  haben  nach  §.  25  (12)  das  Ver- 
halten von 

(loga;)2^'- j 
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zu   untersuchen,  welches  negativ  wird.     Hiernach  ergiebt    sich 
aus  den  Sätzen  5.  und  6.: 

Die  hypergeometrische  Differentialgleichung  hat 
oscillatorische  Integrale,  wenn  a  und  ß  conju- 
girt  imaginär  sind;  sie  hat  keine  oscillatorische  n 
Integrale,  wenn  u  und  ß  reell  sind. 

Man  hätte  dieses  Verhalten  auch  aus  der  Entwickelung  der 
Lösung  in  eine  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitende 
hypergeometrische  Reihe  schliessen  können.  (Die  Functionen 
Jl,  Fe  im  §.  8.) 


§.  27. 
Die  Nullstellen  verschiedener  particularer  Integrale. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  wie  sich  bei  eines  festen  DifiFe- 
rentialgleichung 

(1)  t/"  +  ^y=0 

mit  oscillirenden  Integralen  die  Nullpunkte  ändern,  wenn  man 
von  einem  particularen  Integral  zu  einem  anderen  übergeht. 

Um  zunächst  an  einem  einfachen  Beispiel  das  Verhalten  zu 
veranschaulichen,  nehmen  wir  q  =  fi^  constant,  und  erhalten 

(2)  y  =:  cos  /i  (x  —  a), 

was,  von  einem  constanten  Factor  abgesehen,  die  allgemeine 
Lösung  ist.  Das  einzelne  Integral  wird  charakterisirt  durch  den 
Werth  der  Constanten 

(3)  ß-)   =  ii  tang  ^  a  =  Ä, 

wobei  sich  ein  constanter  Factor  bei  y  wegheben  würde.  Die 
Nullpunkte  von  (2)  sind,  wenn  v  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist: 

(4)  ^'=«  +  27Z 

und  wenn  nun  h  von  —  oc  bis  -|-  oo  wächst,  so  geht  fta  von 
—  ä/2  bis  -[-  7r/2  und  jede  Wurzel  Xv  geht  stetig  wachsend  in 
die  nächst  folgende  über. 

Dies  Verhalten  entspricht  einem  allgemeinen  Gesetz:  Nehmen 

Riemann-Weber,  Partielle  DüferentialgleichangeD.    II.  5 
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wir  an,  es  sei  für  irgend  ein  constantes  o:  =  a  für  eine  Lösung 
y  der  DiflFerentialgleichmig  (1) 


(.)  (9. = », 


so  wird  auch  hier  durch  den  Werth  von  h  ein  particulares  Inte- 
gral, abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  bestimmt. 

Für  eine  zweite,  von  y  unabhängige  particulare  Lösung  z  sei 

w  (t).  =  »^ 

Dann  ist  nach  §.  25  (4): 

(7)  yz'  —  zy'  =  c  =  y^z^(k  —  ä), 

und  wenn  A;  und  h  endlich  sind,  so  müssen  j/q,  Zq  tou  Null  yer> 
schieden  sein.  Wir  können  sie  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
positiv  annehmen. 

Wir  lassen  x  von  a  an  wachsen  und  nehmen  an,  dass  der 
nächste  Nullpunkt  von  y  näher  an  a  liegt  als  der  von  z.  Dann 
ist  in  diesem  Punkte 

y==0,    ^>0,    y'<0 

und  es  folgt  aus  (7) 

fc  —  Ä  >  0. 

Wir  können  also  auch  sagen,  dass  von  zwei  Functionen  y^ 
die  für  a  dasselbe  Zeichen  haben,  die  zuerst  verschwindet,  dii"^ 
dem  kleineren  Werthe  von  h  entspricht,  und  das  kann  auch  so 
ausgedrückt  werden: 

7.  Wenn  wir  nach  (5)  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  mit  dem  variablen  Parameter  h 
bilden,  so  wachsen  die  Nullpunkte  von  y  stetig 
mit  h. 

Wenn  A  =:  ^  oo  ist,  so  wird  a  selbst  ein  Nullpunkt  von  y 
und  so  ergiebt  sich: 

8.  Wenn  h  von  —  oo  bis  -(-  oo  wächst,  so  geht  jeder 
Nullpunkt  von  y^  stetig  in  der  positiven  Richtung 
fortschreitend,  in  den  nächst  folgenden  über. 

§.  28. 
Harmonische  Functionen. 

Die  Differentialgleichung  (1)  §.  25,  von  der  wir  jetzt  an- 
nehmen, dass  sie  oscillirende  Integrale  habe,  also  dass  q  wesent- 


§.  28.  Harmonisohe  FuDctionen.  67 

lieh  positiv  ist,  hat  immer  ein  particulares  Integral,  welches  für 
einen  gegebenen  Werth  von  x^  den  wir  zum  Nullpunkt  der  x 
nehmen,  verschwindet,  und  dies  Integral  ist,  abgesehen  von  einem 
Constanten  Factor,  völlig  bestimmt.    Es  sei 

(1)  y  =/(«) 

dieses  Integral  und  seine  Nullpunkte  seien,  der  Grösse  nach  auf- 
steigend geordnet: 

(2)  0,  01,03,03... 

Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  unbegrenzt,  und  es  ist  nicht 
möglich,  dass  sie  sich  in  ihrem  Wachsen  einer  endlichen  Grenze 
nähern.  Denn  wäre  a  eine  solche  Grenze,  so  könnte  in  diesem 
Punkte  a  weder  y  noch  y'  von  Null  verschieden  sein,  was,  wie 
wir  gesehen  haben,  unmöglich  ist 

Bezeichnen  wir  mit  ft  eine  positive  Gonstante,  so  können 
wir  aus  (1)  die  Lösung  der  Differentialgleichung 

(3)  z"  +  (i^Qjs  =  0 

herleiten,  die  im  Punkte  x  =  0  verschwindet,  nämlich 

(4)  ^  =/0*x). 

Demnach  ergeben  sich  alle  Nullpunkte  von  (4)  mit  positiven 
Abscissen  aus  (2): 

(5) 

und  man  sieht,  dass  diese  Abscissen  mit  wachsendem  fi  immer 
kleiner  werden  und  sich  dem  Nullpunkt  mehr  und  mehr,  bis  auf 
jede  beliebige  Nähe  annähern.  Wenn  daher  a  ein  gegebener 
Punkt  mit  positiver  Abscisse  ist,  so  kann  man  f&,  und  zwar 
nur  auf  eine  Weise,  so  bestimmen,  dass  ein  Nullpunkt  von  ge- 
gebenem Rang,  also  etwa  der  n^  der  Reihe  (5),  in  den  gegebenen 
Punkt  a  fällt. 

Eine  Function  js,  die  für  irgend  einen  Werth  von  fi  der 
Differentialgleichung  (3)  genügt,  und  an  den  Endpunkten  o  und 
b  eines  Intervalles  ^  verschwindet,  wollen  wir  eine  harmonische 
Function  dieses  Intervalles  nennen.  Die  Punkte,  in  denen 
eine  solche  Function  0  im  Inneren  des  Intervalles  (also  ab- 
gesehen von  den  Punkten  o,  b)  verschwindet,  heissen  die  Knoten- 
punkte.    Wenn  wir  dann  durch  eine  lineare  Substitution  den 

5* 
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Anfangspunkt  a  des  Intervalles  ^  in  den  Nullpunkt  verlegen,  so 
ergiebt  uns  das  oben  Bewiesene  den  folgenden  Satz: 

9.  Es  giebt  für  eine  gegebene  Strecke  bei  gegebenem 
Q  unendlich  viele  harmonische  Functionen,  aber 
eine  und  nur  eine,  die  keinen  oder  eine  gegebene 
Anzahl  von  Knotenpunkten  hat. 

Wir  ordnen  die  harmonischen  Functionen  eines  gegebenen 
Intervalles  J 

(6)  ^0>  ^l^  ^2?  ^3»  •  •  » 

und  ebenso  die  entsprechenden  Werthe  jii 

nach  der  wachsenden  Anzahl  der  Knotenpunkte.  Bei  der  An- 
wendung auf  die  schwingende  Saite  ist  die  Function  ohne  Knoten- 
punkt die  harmonische  Function  des  Grundtones  oder  der 
Ordnung  Null,  die  folgenden  sind  die  Functionen  des  ersten, 
zweiten,  dritten  etc.  Obertones,  die  wir  auch  die  har- 
monischen Functionen  der  ersten,  zweiten,  dritten 
Ordnung  nennen  wollen.  Der  Factor  ^  wächst  mit  der  Ord- 
nung der  betreffenden  Function.  Die  harmonische  Function 
^ter  Ordnung  hat  n  Knotenpunkte. 

Durch  die  Knotenpunkte  der  harmonischen  Function  z^  wird 
das  Intervall  ^  in  w  -|-  1  Theilintervalle  ^„  getheilt,  in  deren 
jedem  die  Function  Zn  ein  unveränderliches  Zeichen  hat.  Das 
Vorzeichen  von  Zn  ist  in  den  einzelnen  Theilintervallen  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ.  Wenden  wir  auf  die  beiden 
Functionen  Zn^  Zn+i  die  Formel  (3)  §.  25  an,  so  folgt: 

(8)      ^„+1  Zn  —  Zn  Z'n^i  =  (^1%  +  !  —  ^%)        QZn^n^l  dx  +  COUSt. 

Es  seien  jetzt  a,  ß  zwei  auf  einander  folgende  Nullpunkte 
von  0n^  also  die  Endpunkte  eines  Theilintervalles  d^^  in  dem  die 
Function  Zn  keinen  Zeichenwechsel  hat,  und,  beispielsweise, 
positiv  sei.  Wenden  wir  die  Formel  (8)  auf  diese  beiden  Punkte 
an,  in  denen  Zn  verschwindet,  so  folgt: 

(^)       (•2'n-i-l  ^)ß  —   (^n  +  l  Z'n)a  =  (f*n+l  —  ft«)        QZnZn^\dx, 


u 
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ELieraus  folgt  leicht,  dass  JSn^i  nicht  in  dem  ganzen  Inter- 
vall ^v  dasselbe  Zeichen  haben  kann.  Denn  nehmen  wir  an,  es 
sei  Zn  +  i  immer  positiv,  oder  wenigstens  nirgends  negativ,  so 
wäre  die  rechte  Seite  von  (9)  positiv,  weil  sin  im  ganzen  Inter- 
vall und  ftn  +  i  —  ('ii  positiv  sind.  Die  linke  Seite  aber  wäre 
negativ,  da  js'n  im  Punkte  u  positiv,  im  Punkte  ß  negativ  ist. 
Es  muss  also  JSn  +  i  im  Intervall  /Jr  sein  Zeichen  wechseln  und 
daher  mindestens  einen  Knotenpunkt  haben.  Es  kann  aber  auch 
in  diesem  Intervall  nicht  mehr  als  ein  Knotenpunkt  von  ^n  +  i 
liegen,  weil  ja  in  jedem  der  n  -j-  1  Intervalle  ^v  mindestens 
ein  Knotenpunkt  von  Zn  +  i  liegen  muss,  und  diese  Function  doch 
nicht  mehr  als  n  -|-  1  Knotenpunkte  haben  kann.  Also  haben 
wir  den  Satz: 

10.  Von  den  Knotenpunkten  von  j^n-^-i  liegt  einer  in 
jedem  der  Theilintervalle  zi»,  in  die  die  Strecke  ^ 
durch  die  Knotenpunkte  von  jSn  getheilt  wird. 

Wenn  man  in  diesem  Satze  n  —  1  an  Stelle  von  n  setzt,  so 
ergiebt  sich  daraus  unmittelbar: 

11.  In  jedem  der  Theilintervalle  -^v,  mit  Ausnahme 
des  ersten  und  des  letzten,  liegt  ein  Knotenpunkt 
der  Function  ^n-i- 


§.  29. 

Die  Knotenpunkte  zusammengesetzter  harmonischer 

Functionen. 

Wir  beschliessen  diese  Betrachtungen  über  die  harmonischen 
Functionen  des  Intervalles  z/  mit  der  Ableitung  eines  Satzes  von 
Sturm: 

Es  seien  m,  n  zwei  ganze  Zahlen,  von  denen  keine  negativ 
ist,  und  w  <  n;  ferner  seien  Cm,  Cm+i,  •  .  -i  c«  beliebige  Con- 
stanten.   Die  Function 

verschwindet  an  den  Grenzen  a,  b  des  Intervalles  ^,  und  wir  können 
sie  eine  zusammengesetzte  harmonische  Function  der 
Strecke  ab  nennen.  Ihre  Nullpunkte  im  Inneren  von  ^  sollen 
auch  hier  die  Knotenpunkte  von  f{x)  genannt  werden. 
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Dann  lautet  der  Satz,  den  wir  beweisen  wollen: 
12.  Die  Anzahl   der  Knotenpunkte   der  Function 
f{x)  ist: 

a)  höchstens  gleich  n, 

b)  mindestens  gleich  m. 

Hierbei  wird  ein  Knotenpunkt  von  f{x)  nur  einmal  gezählt, 
gleichviel  ob  der  Differentialquotient  /'  {x)  in  diesem  Punkte  ver- 
schwindet, oder  nicht. 

Die  Function  e^^  genügt  der  Differentialgleichung 

(2)  ss'i  +  iilQZu  =0, 

und  daraus  ergiebt  sich 

(3)  f'ip)  =  —Q(Cm  /*m  ^m  +   ^m  +  l  /t*m  +  l  ^m  +  1  H \-  C^  (In  Zn)- 

Nun  muss  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Nullpunkten 
yonf(x)  nothwendig  wenigstens  ein  Nullpunkt  vonf\x)  liegen.  Ist 
also  V  die  Anzahl  der  Knotenpunkte  von  f{x)^  so  ist,  da  die 
Endpunkte  noch  hinzukommen,  die  Anzahl  der  inneren  Null- 
punkte von  /'  (x)  wenigstens  gleich  v  -|-  1,  und  da  zwischen  je 
zwei  Wurzeln  von/'(a:)  wenigstens  eine  Wurzel  von/"(x)  liegen 
muss,  so  ist  die  Anzahl  der  inneren  Nullpunkte  von  f"(x) 
wenigstens  gleich  v.  Nach  (3)  verschwindet /" (a;)  ausserdem 
noch  in  den  Endpunkten  des  Intervalles  ^.  Setzen  wir  f"{x) 
=  —  Qfi  {x) ,  so  ist  /i  (x)  eine  harmonische  Function  des  Inter- 
valles z/  mit  wenigstens  v  Knotenpunkten,  und  durch  Wieder- 
holung desselben  Schlusses  können  wir  daraus  folgenden  Satz 
ableiten : 

Von  den  zusammengesetzten  harmonischen  Functionen 

worin  r  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  . . .  durchläuft,  hat 
jede  folgende  mindestens  so  viele  Knotenpunkte  als  die  vorher- 
gehenden, also  mindestens  v  Knotenpunkte,  wenn  v  die  Anzahl 
der  Knotenpunkte  von  (1)  ist 

Setzen  wir,  indem  wir  c»  von  Null  verschieden  voraussetzen: 

80  werden  die  Knotenpunkte  von  (4)  aus  der  Gleichung: 

(6)  S  =  Zn-^-  y„-i  Zn-l  H -[-  YrnZm    =0 
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bestimmt,  und  da  (*«<  f*m  +  i  <C  •••  <  f^«  is^?  so  werden  sich  die 
^M  — 1)  •  .  •  ym  mit  unendlich  wachsendem  r  der  Grenze  Null 
nähern. 

Nun  hat  z^^  wie  wir  wissen,  n  Knotenpunkte,  in  deren 
keinem  z^  verschwindet.  Wir  können  dann  jeden  dieser  n  Knoten- 
punkte in  ein  beliebig  kleines  Intervall  ä  einschliessen ,  und 
ilann  können  wir  die  Goefficienten  y  so  klein  annehmen,  dass 
die  durch  (6)  definirte  Function  z  ausserhalb  dieser  Intervalle 
nicht  verschwindet,  dass  sie,  ebenso  wie  z^'^  an  beiden  End- 
punkten von  b  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat,  und  dass  z^  im 
Innern  von  Ä  nicht  verschwindet.  Dann  liegt  in  jedem  Intervall 
d  ein  Nullpunkt  von  z^  und  in  keinem  mehr  als  einer,  und  z  hat 
also  n  —  1  und  nicht  mehr  Knotenpunkte.     Es  ist  mithin  auch 

(7)  V  ^  w, 

und  das  Theorem  12  a  ist  also  bewiesen. 

Der  zweite  Theil,   12b,   kann  aber  aus  den  gleichen  Ent- 
wickelungen  gefolgert  werden. 
Wenn  wir  nämlich 

durch 

— 2r  — 2r  — 2r 

^m^n      »    ^m  +  1  \^m  +  1 »    •  •  •   ^n^n 

ersetzen,  so  geht  /r  (a?)  nach  (4)  m  f  {x)  über,  während /(a:) 
selbst  in 

Übergeht,  und  nach  dem  bereits  gewonnenen  Ergebniss  hat  /  (x) 
mindestens  so  viele  Wurzeln  als/_r(a:).  Wenn  wir  dann  wieder 
die  ganze  Zahl  r  unbegrenzt  wachsen  lassen,  so  gehen  die  Knoten- 
punkte von  /_r  (x)  in  die?  von  Zm  über,  deren  Zahl  m  ist. 
Daraus  folgt  also 

(9)  ni^v, 

also  der  Satz  12  b. 

Wir  haben  den  Satz  12  so  formulirt,  dass  jeder  Punkt,  in 
dem  die  Function /(rr)  verschwindet,  als  ein  Knotenpunkt  gezählt 
wird.  Wir  hätten  aber  auch  anders  zählen  können,  nämlich  so, 
dass  wir  einen  inneren  Punkt,  in  dem  f(x)  mit  seinen  q  —  1 
ersten  Derivierten  verschwindet,  für  g  (zusammenfallende)  Knoten- 
punkte gezählt  hätten,  und  der  Satz  hätte  sich  auch  bei  dieser 
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Zählung  als  richtig  erwiesen.     In  dieser  Fassung  besagt  der  Satz 
mehr  als  12  a,  aber  weniger  als  12  b. 

Wenn  dagegen  in  einem  der  Endpunkte  f{x)  mit  seinen 
q  —  1  ersten  DifFerentialquotienten  verschwindet,  so  würde  der 
Satz  nicht  mehr  richtig  bleiben,  wenn  wir,  was  nahe  liegt,  einen 
solchen  Punkt  als  q — 1- fachen  Knotenpunkt  zählen  wollten. 
So  hat  z.  B.  die  Function 

f{x)  =  a  sin  2  a;  +  *  sin  3  X 

im  Intervall  (0,  n)  im  Allgemeinen  zwei  Knotenpunkte,  aber  die 
specielle  Function 

3  sin  2  ä;  —  2  sin  3  a;  =  2  sin  x  [l  —  cos  x)  {\  -{-  ^  cos  x) 

hat  für  X  =  0  einen  Nullpunkt  dritter  Ordnung  und  ausserdem 
noch  einen  inneren  Knotenpunkt.  Der  Nullpunkt  dritter  Ordnung 
darf  also,  wenn  der  Satz  richtig  bleiben  soll,  nicht  für  zwei 
Knotenpunkte  gezählt  werden. 

Es  ergiebt  sich  ferner  aus  dem  Satz  12  die  Folgerung: 

13.  Die  Function 

(10)  fix)  =  C^Zrn  +  Cm  +  l^m  +  l  +  '••  +  CnZn 

kann    nur    dann     identisch    verschwinden,    wenn 
alle  Coefficienten  Ci  gleich  Null  sind. 

Wenn  nämlich  f  {x)  identisch  Null  und  c«  von  Null 
verschieden  ist,  so  können  wir  c„  =  1  annehmen,  und  es  er- 
giebt sich 

^n  ==  Cfn  Zfn  —  Cm  + 1  ^m  +  1  —  •"   —  ^n  —  l  ^n  —  V 

Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die  linke  Seite  n  Knotenpunkte 
hat,  während  die  rechte  nach  12  höchstens  n  —  1  haben  kann. 


§.  30. 

Darstellung  einer  willkürlichen  Function   durch 

harmonische  Functionen. 

Die  harmonischen  Functionen  eines  Intervalles  ^  kann  man  zu 
einer  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  unendliche  Reihen 
benutzen,  von  denen  die  Fourier' sehen  Reihen  ein  specieller 
Fall  sind.  Freilich  können  wir  im  allgemeinen  Falle  nichts 
weiter  thun,  als  unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  solche  Eni- 
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Wickelung  möglich  sei,   die  Coefficienten  durch  bestimmte  Inte- 
grale ausdrücken.    Bezeichnen  wir  wieder  mit 

die   harmonischen  Functionen,  in  aufsteigender   Reihe  geordnet, 
so  erhält  man  aus  §.  25  (3)  für  irgend  zwei  dieser  Functionen: 

(2)  e,n  Zn  —  ZnZm   —   {^^  —  ^\)        ^  Zn,  Z^  d  X  -\-  COUSt. 

und  wenn  man  das  Integral  über  das  ganze  Intervall  ^,  also  von 
:c  =  a  bis  x  =  6  ausdehnt,  und  /*«  von  ft„  verschieden  annimmt: 

h 

(3)  I    Q  ZmZn  dx  =  0. 

a 

Wenn  Zm,  =  Zn  wäre,  so  könnte  das  Integral  (3)  nicht  mehr 
verschwinden.  Sein  Werth  wird  dann  von  den  in  den  Zn  noch 
unbestimmt  gelassenen  constanten  Factoren  abhängen.  Wir 
setzen : 

b 

(4)  Q  Z\,dx  =Pn- 


a 


Ist  dann  f(x)  eine  in  dem  Intervall  ^  gegebene  willkürliche 
Function,  so  können  wir  setzen: 

worin  die  Constanten  Cq,  Ci,  Cj,  . .  .  von  f{x)  abhängen  und  nach 
(3)  und  (4)  bestimmt  werden,  wenn  man  (5)  mit  q  Zn  multiplicirt 
und  zwischen  den  Grenzen  a,  b  integrirt.    Man  erhält: 

b 
(6)  Cn  =  —    [   Qf(x)Zndx, 


a 


ganz  analog  wie  bei  der  Fourier' sehen  Coefficienten-Bestimmung. 


ZWEITES  BUCH. 


WÄRMELEITUNG 


Fünfter  Abschnitt. 

Die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung. 


§.  31. 
Wärmefluss. 

Die  Erfahrungsthatsache,  mit  der  sich  die  Theorie  der  Wärme- 
leitung zu  befassen  hat,  ist  die,  dass  zwei  mit  einander  in  Be- 
rührung stehende  Körper  oder  Theile  desselben  Körpers  von 
verschiedener  Temperatur  den  bestehenden  Temperaturunter- 
schied allmähhch  dadurch  ausgleichen,  dass  sich  der  kältere 
Körper  erwärmt  und  der  wärmere  kalt  wird. 

Auf  Umwegen  ist  man  zu  der  Anschauung  gelangt,  dass 
hierbei  der  ursprünglich  wärmere  Körper  von  seinem  Energie- 
vorrath  etwas  verliert,  und  dass  der  andere  Körper  die  gleiche 
Energiemenge  gewinnt,  die  sich  in  der  Form  der  Temperatur- 
erhöhung zu  erkennen  giebt,  und  dieses  Energiequantum  be- 
zeichnet man  auch  als  die  von  dem  einen  Körper  an  den  anderen 
abgegebene  Wärmemenge.  Die  Wärmemenge  wird  hiernach 
durch  eine  Energiegrösse  gemessen  und  hat  dieselben  Dimen- 
sionen wie  diese  [Pt-^m]  (Bd.  1,  S.  317). 

Wenn  einem  Körper  eine  gewisse  Wärmemenge  zugeführt 
wird,  so  wird  unter  Umständen  nur  ein  Theil  davon  auf  Tempe- 
raturerhöhung verwandt,  der  andere  Theil  wird  in  eine  andere 
Form  der  Energie,  z.  B.  elektrische  Energie,  verwandelt  oder  zur 
Arbeitsleistung  verwendet,  d.  h.  in  potentielle  Energie  übergeführt. 
Ebenso  können  Temperaturerhöhuu'gen  durch  Umsatz  anderer 
Energieformen  entstehen  i). 

Wenn  eine  Masse  m  eine  unendlich  kleine  Wärmemenge  dq 
gewinnt,  die  zum  Theil  durch   äussere  Leitung  zugeführt,   zum 

^)  In  Bezug  auf  die  physikalischen  Voraussetzungen  und  Grundbegriffe 
der  Wärmelehre  können  wir  den  Leser  auf  das  Werk  von  Planck,  Vor- 
lesungen über  Thermodynamik,  Leipzig  1897,  verweisen. 
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Theil  auch  durch  Umwandlung  aus  anderen  Energieformen  im 
Inneren  von  m  entstehen  kann,  so  ist  die  dadurch  hervor- 
gerufene Temperaturerhöhung  du  proportional  mit  dq  und  um- 
gekehrt proportional  mit  m,  also 

(1)  du  =  ^, 

^  ^  cm 

worin  c  ein  Proportionalitätsfactor  ist,  der  von  der  Natur  der 
Masse  m  und  auch  noch  von  der  schon  vorhandenen  Tempe- 
ratur u  seihst  abhängig  ist.  Er  kann  definirt  werden  als  die  Wärme- 
menge, die  erforderlich  ist,  um  die  Masseneinheit  der  betreffenden 
Substanz  um  einen  Grad  (der  Einheit  der  Temperaturdifferenz) 
zu  erwärmen,  und  heisst  die  specifische  Wärme  des  Stoffes. 

Als  Einheit  der  Temperaturdifferenz  nehmen  wir  den  Grad 
der  hunderttheiligen  Scala.  Auf  den  Nullpunkt  kommt  es  nicht 
an.  Es  kann  für  die  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  u  =  0 
gesetzt  werden.  Es  kann  aber  auch  u  von  dem  sogenannten 
absoluten  Nullpunkt  an  gerechnet  werden,  wobei  dann  das 
schmelzende  Eis  die  Temperaturzahl  273®  erhält. 

Auf  die  Formel  (1)  gründet  man  ein  anderes  Maass  für  die 
Wärmemenge,  die  Calorie,  die  aber  auch  wieder  auf  mehrere 
verschiedene  Arten  definirt  wird. 

So  versteht  man  unter  einer  Nullpunkts-Galorie  die 
Wärmemenge,  die  erforderlich  ist,  um  ein  Gramm  Wasser  von 
Null  Grad  auf  einen  Grad  zu  erwärmen;  unter  der  mittleren 
Calorie  versteht  man  den  hundertsten  Theil  der  Wärmemenge, 
die  erforderlich  ist,  um  ein  Gramm  Wasser  von  0®  auf  100®  zu 
erwärmen.  Eohlrausch  (Leitfaden  der  praktischen  Physik,  Leipzig 
1900)  rechnet  nach  einer  Calorie,  die  ein  Gramm  Wasser  von 
15®  um  einen  Grad  erwärmt.  Diese  enthält  ungefähr  419  .  10'^ 
absolute  Wärmeeinheiten  (nach  dem  Centimeter  -  Gramm- 
Secunden-System). 

In  Bezug  auf  den  Uebergang  der  Wärme  von  Qinem  wärme- 
ren Körper  zu  einem  kälteren,  oder  kurz  die  Wärmeleitung 
gilt  nun  erfahrungsmässig  folgender  Grundsatz  i): 

Wenn  eine  ausgedehnte  Platte  von  irgend  einem  Stoff  auf 
beiden  Seiten  mit  Räumen  verschiedener  Temperatur,  z.  B.  auf 
der  einen   Seite   mit   schmelzendem  Eis,   auf  der  anderen   mit 


^)  Yergl.  Riecke,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  (Leipzig  189G). 
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Wasser  von  höherer  Temperatur  in  Berührung  steht,  so  wird, 
wenn  die  Temperatur  beiderseits  constant  erhalten  wird,  Wärme 
Yon  der  warmen  nach  der  kalten  Seite  durch  die  Platte  hindurch- 
gehen, die  z.  B.  durch  die  Menge  geschmolzenen  Eises  gemessen 
werden  könnte. 

Die  ganze  Vorrichtung  denken  wir  uns  nach  aussen  durch 
eine  cylindrische  Fläche,  senkrecht  zur  Ebene  der  Platte,  be- 
grenzt, durch  die  keine  in  Betracht  kommende  Wärmemenge 
aas-  oder  eintritt;  die  Temperaturen,  die  auf  beiden  Seiten  der 
Platte  herrschen,  mögen  mit  Uq^  Ui  bezeichnet  sein. 

Die  Wärmemenge  Q,  die  in  der  Zeit  t  durch  die  Platte 
hindurchgeht,  ist  dann  proportional  mit  der  Temperaturdifferenz 
«1  —  Mo,  proportional  mit  der  Oberfläche  cd  der  Platte,  und  pro- 
portional mit  der  Zeit  t,  endlich  umgekehrt  proportional  mit  der 
Dicke  ^  der  Platte,  also 

worin  Tc  ein  Factor  ist,  der  die  Wärmeleitfähigkeit  der  Sub- 
stanz der  Platte  heisst.  Dieser  Factor  h  ist  nur  in  erster  An- 
näherung constant,  er  ist  streng  genommen  noch  eine  Function 
der  beiden  Temperaturen  m©,  t*i,  und  kann,  wenn  die  Temperatur- 
differenz Uj  —  «0  klein  ist,  mit  einer  weiteren  Annäherung  auch 
als  Function  der  mittleren  Temperatur  \  (w^  -j"  Mj)  angesehen 
werden. 

Wir  machen  nun  die  Annahme,  dass  ein  Wärmeaustausch 
nur  zwischen  den  sich  unmittelbar  berührenden  Theilen  eines 
Körpers  stattfinde  i)  und  wenden  demgemäss  die  Formel  (2)  auf 
die  unendlich  kleinen  Theile  eines  Körpers  an,  in  dem  die  Tem- 
peratur u  eine  Function  des  Ortes  ist.  Wenn  wir  auch  die 
Zeitdauer  t  auf  ein  unendlich  kleines  Zeitelement  dt  beschränken, 
können  wir  auch  noch  die  Voraussetzung  fallen  lassen,  dass  Uq,  Ui 
von  der  Zeit  unabhängig  sind,  und  können  also  die  Temperatur 
u  auch  als  Function  der  Zeit  ansehen. 

Wenn  wir  dann  die  Formel  (2)  auf  das  unendlich  Kleine 
übertragen,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Ist  die  Temperatur  ti  im  Inneren  eines  Wärme- 
leiters eine  Function  des  Ortes  und  der  Zeit, 


*)  Hierdurch   schliessen  wir    die  Wärmestrahlung,    also  die   Vor- 
gänge in  den  diathermanen  Körpern,  von  der  Betrachtung  aus. 
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ist  do  ein  Flächenelement  im  Inneren  dieses 
Körpers,  dn  ein  Element  der  Normalen  an  dci, 
in  einer  beliebigen  der  beiden  Richtungen 
positiv  genommen,  so  fliesst  in  der  Richtung 
von  dn  in  dem  Zeitelement  dt  eine  Wärme- 
menge 

(3)  dq  =  —  Ä  —  dcj  dt^ 

wenn  h  die  Leitfähigkeit  der  Substanz  ist,  die  eine  Func- 
tion des  Ortes  und  auch  der  Temperatur  u  (also  implicite  auch 
der  Zeit)  sein  kann,  in  erster  Annäherung  aber  auch  als  constant 
angesehen  wird. 

Zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  führen  wir  jetzt  den 
Temperaturgradienten  oder  das  Temperaturgefälle  ein, 
und  nennen  den  Vector  (Bd.  I,  §.  88) 

(4)  Q  =  fc  grad  u 

den  Wärmefluss.  Es  ist  dann  nach  (3)  die  Componente  Q„ 
dieses  Vectors  die  in  der  Zeiteinheit  in  der  Richtung  n  durch 
die  Flächeneinheit  hindurchgegangene  Wärmemenge. 


§.  32. 
Die  Differentialgleichung  der  Wärmeleitung. 

Um  nun  zu  der  Differentialgleichung  für  die  Wärmebewegung 
zu  gelangen,  betrachten  wir  einen  beliebigen  Raumtheil  t  eines 
Wärmeleiters,  in  dem  die  Temperatur  und  das  Temperaturgefälle 
stetig  sind,  und  in  dem  auch  die  Leitfähigkeit  k  keine  Unstetig- 
keit  erleidet. 

Ist  0  die  Oberfläche  von  t,  do  ein  Element  von  0  und  n 
die  ins  Innere  gerichtete  Normale,  so  ist 


(1)  j«» 


do 


die  Wärmemenge,  die  durch  Leitung  von  aussen  in  der  Zeiteinheit 
in  den  Raum  r  eintritt,  und  dieser  Ausdruck  lässt  sich  nach  dem 
Gauss'schen  Integralsatz  (Bd.  I,  §.  89,  I.)  auch  durch  ein  Raum- 
integral darstellen: 

(2)  —  I  div  O  dr. 
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Um  allgemein  zu  sein,  nehmen  wir  an,  dass  zugleich  im 
Inneren  des  Körpers,  etwa  durch  elektrische  Vorgänge  oder  auf 
andere  Weise,  Wärme  erzeugt  oder  vernichtet  werde,  und  be- 
zeichnen die  im  Raumelement  dt  in  dem  Zeitelement  dt  ge- 
bildete Wärmemenge  mit 

(3)  Ädt  dt, 

worin  A  eine  Function  von  Ort  und  Zeit  bedeuten  kann.  Der 
gesammte  Gewinn  an  Wärme,  den  der  Raum  t  in  dem  Zeitelement 
dt  erfährt,  ist  daher  nach  (2)  und  (3): 

(4)  dt{(A  —  divO)dr. 

Wir  sehen  ab  von  den  mit  den  Temperaturänderungen  ver- 
bundenen Volumänderungen,  so  dass  jedes  Raumelement  dauernd 
von  demselben  Massenelement  erfüllt  gedacht  wird.  Dann  ist 
die  Masse  des  Elementes  dt,  wenn  q  die  Dichtigkeit  bedeutet, 
gleich  Qdv  und  die  Temperaturzunahme  im  Zeitelement  dt  gleich 
{du/dt)dt.  Um  diese  Temperaturzunahme  zu  bewirken,  ist  aber 
nach  §.31  (1)  eine  Wärmemenge  erforderlich  gleich 

CQ  -r-T-  dxdt, 
also  für  den  ganzen  Raum  r 

(5)  ^M  ^^  ^  ^^* 

Die  Ausdrücke  (4)  und  (5)  müssen  also  einander  gleich  sein, 
und  da  der  Raum  %  beliebig  war,  die  Gleichheit  beider  Aus- 
drücke also  auch  für  jeden  Theil  von  r  bestehen  muss,  so  folgt 

(6)  C(f  ^-r-  =  A  —  Avi  £x  =  A  —  divÄgradw, 
oder  ezplicite  geschrieben  [Bd.  I,  §.  87  (3)]: 

np.     u^^     8fc|^ 

I-'  ^p  ^T-  =  -^  H — ^ — T^  H — z — 

^8^  ^      dx      ^      dy      ^      dz 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Differentialgleichung,  der  die 
Temperatur  im  Inneren  eines  Leiters  zu  genügen  hat.  Die 
Grösse  A  ist  aber  nicht  immer  von  vornherein  bekannt,  sondern 
sie  hängt  ihrerseits   wieder  von  noch  unbekannten  Functionen, 
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z.  B.  von  der  Intensität  der  elektrischen  Strömung,  ab.  Wir 
betrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall,  i90  A  =  0  gesetzt 
werden  kann,  wo  also  im  Inneren  des  Leiters  ein  zu  berück- 
sichtigender Umsatz  von  Energie  nicht  stattfindet  Dann  nimmt 
I.  die  einfache  Gestalt  an: 

^jdu       ^jdu       o,9u 
^  ok:^       dk^-       dk-:r- 

T  du  dx   .        dy    ,         dz 

^  di  dx      ^      öy      ^      de 

Wenn  die  Leitfähigkeit  k  als  constant  betrachtet  werden 
kann,  so  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  noch  weiter,  und  sie 
wird,  wenn 

(7)  A  =  a« 

gesetzt  wird: 

oder  abgekürzt: 

T  8w  .   . 

Ic.  -^-r  =  a*^M. 

Ol 

Ist  auch  die  specifische  Wärme  c  und  die  Dichtigkeit  q 
constant,  so  ist  a^  eine  Constaiite,  die  der  Temperatur- 
Leitungscoefficient  genannt  wird^). 

Setzt  man  in  den  Formeln  I.  bis  Ic.  du /dt  =  0,  so  er- 
geben sich  die  Bedingungen  für  den  stationären  Zustand. 
Die  Gleichungen  Ib.  und  Ic.  werden  dann  dieselben,  wie  die  für 
das  elektrische  Potential  bei  stationärer  elektrischer  Strömung 
(Bd.  I,  §.  162). 

§.  33. 
Grenzbedingungen. 

Bei  den  Wärmeleitungsproblemen  haben  wir  es  immer  mit 
begrenzten  Körpern  zu  thun.  Bei  den  Versuchen  sind  feste 
Wärmeleiter  mit  der  Luft  in  Berührung,  oder  sie  befinden  sich 
in  einem  Wasserbade,  in  dem  die  Temperatur  constant  gehalten 
wird,  u.  s.  f. 

^)   Die  Dimensionen  der  hier  vorkommenden  Grössen   in   absolutem 
Maass  sind,  wenn  TemperaturdiiTerenzen  als  Zahlen  angesehen  werden: 

[k]  =  [mlt-'l  [c]  =  [lU-'l  lg]  =  [ml-^l  K]  =  [l't-'l 
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Zwar  ist  jeder  endliche  Körper  Theil  eines  unbegrenzten 
Temperaturfeldes,  aber  in  diesem  Felde  sind  flüssige  und  gasförmige 
Körper  enthalten,  es  kommt  auch  die  Wärmestrahlung  in  Be- 
t^racht,  und  die  Theorie  ist  weit  davon  entfernt,  diese  Umstände 
aJle  berücksichtigen  zu  können.  Man  beschränkt  sich  daher  auf 
die  Betrachtung  endlicher  Körper,  muss  dann  aber  die  ergän- 
zenden Bedingungen  an  der  Grenze  aus  der  Erfahrung  oder 
durch  wahrscheinliche  Annahmen  hinzufügen,  die  nachträglich 
durch  die  Erfahrung  zu  prüfen  sind. 

1.  Stetigkeitsbedingungen.  Es  wird  angenommen, 
dass  die  Temperatur  an  jeder  Stelle  eine  stetige  Function 
der  Zeit  ist  In  einem  Raumtheil,  in  dem  sich  die  Goefficienten 
%,  Qj  c  stetig  ändern,  ist  die  Temperatur  eine  stetige  Func- 
tion des  Ortes. 

2.  Anfangszustand.  In  irgend  einem  Augenblicke,  von 
dem  aus  wir  den  Vorgang  verfolgen  wollen,  und  in  dem  wir 
^  c=  0  setzen,  ist  die  Temperatur  eine  beliebig  gegebene 
Function  des  Ortes,  die  wir  den  Anfangszustand  nennen. 
Diese  Function  braucht  nicht  stetig  zu  sein.  Nach  1.  muss  aber 
nach  Verlauf  einer  noch  so  kurzen  Zeit  eine  etwa  vorhandene 
Unstetigkeit  sich  ausgeglichen  haben.  An  einzelnen  Stellen, 
etwa  an  Flächen,  in  denen  der  Anfangszustand  unstetig  ist,  wird 
also  auch  eine  sprungweise  Aenderung  mit  der  Zeit  angenommen 
werden  müssen. 

Eine  Verletzung  der  Stetigkeitsbedingung  1.  muss  daher 
für  t  =  0  zugelassen  werden.  Wir  formuliren  daher  die  Be- 
dingung für  den  Anfangszustand  etwas  schärfer  dahin,  dass  die 
Temperatur  u  für  t  =  0  überall  da  stetig  in  den  Anfangszustand 
übergehen  soll,  wo  dieser  Anfangszustand  eine  stetige  Function 
des  Ortes  ist 

Bezeichnen  wir  mit  O  den  Anfangszustand,  so  drücken  wir 
diese  Bedingung  so  aus: 

IL  für  ^  =  0  ist  u  =  0. 

3.  Bedingung  an  Unstetigkeitsflächen.  Wenn  sich 
zwei  heterogene  Leiter  1,  2  in  einer  Fläche  o  berühren,  so 
können  wir  dies  so  auffassen,  als  ob  die  Goefücienten  k^  9,  c  an 
dieser  Fläche  eine  sprungweise  Aenderung  erleiden.  Wir  be- 
zeichnen die  Werthe  zu  beiden  Seiten  der  Fläche  w  mit  fci,  ^i,  Ci'y 
^2?  9s  1  ^a-    ^^  Temperatur  u  kann  an  dieser  Fläche  gleichfalls 

6* 
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Fig.  8. 


unstetig  sein,  und  ihre  Werthe  auf  beiden  Seiten  seien  «j,  Wj. 
Wir  grenzen  zwei  Räume  r^,  r^  ab,  die  ein  Stück  von  oi  als  ge- 
meinschaftliche Grenze  haben,  und  ausserdem  durch  Flächen  Oj, 

0,  begrenzt  sind  (Fig.  8)  und  bestim- 
men nun  die  Wärmemenge,  die  in  jeden 
dieser  Räume  eintritt.  Dabei  werde  die 
Annahme  gemacht,  dass  durch  ein  Ele- 
ment da)  von  cd  in  dem  Zeitelement  dt 
eine  Wärmemenge  von  1  nach  2  über- 
tritt, die  mit  der  TemperaturdifiFerenz 
Ui  —  w,  proportional  ist,  und  die  wir 
gleich 

(1)  h(Ui  —  t*a)  dod^ 

setzen.  Der  Coefücient  h  kann  eine  Func- 
tion des  Ortes  und  der  Temperaturen  Mj, 
ti2  sein,  und  wird  im  einfachsten  Falle  als  constant  angesehen. 
Er  heisst  die  Uebergangs-Leitfähigkeit  und  wird  wesentlich 
auch  von  der  Beschaffenheit  der  Berührungsfläche  abhängig  sein. 
Die  Wärmemenge,  die  der  Raumtheil  r^  in  dem  Zeitelement 
dt  gewinnt,  auf  die  Zeiteinheit  berechnet,  ist  dann  wie  im  §.  32 
zu  bestimmen  und  ergiebt  sich,  wenn  n  die  innere  Normale  an 
Ol  bedeutet: 


(2) 


QndOi  —      Ä(Wi  —  Ma)da)  -(-      Ädti, 


und   nach    dem  Gauss' sehen    Integralsatze,    auf  r^  angewandt, 
ist  dann 


(3) 


f  QndOr  —  {  Qnda>  =  —  {  äiw  Ci  dt^, 


wenn  im  zweiten  Integral  n  die  Normale  aa  dm,  von  1  nach  2 
gerichtet,  bedeutet;  also  ist  der  Wärmegewinn  von  r, 


(4) 


[  [Qn  —  Ä(Wi  —  Wj)]  do)  +  f  (^  —  div  O)  dri. 


Andererseits  ergiebt  sich  aus  der  Temperaturerhöhung  für  diese 
Wärmemenge  der  Ausdruck 


(5) 


1 


du  , 


und  nach  §.  32  (6)  ist  daher 
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I 


[Qn  —  h(u^  —  Ui)]dG)   =0. 


Da  diese   Gleichung  für  jeden  Theil  der  Fläche  a  gültig 
sein  mnss,  so  folgt  aus  ihr  für  jeden  Punkt  von  o  die  61ei<3hung 

e«  — Ä(wi— w,)  =  0. 

Es  ist  hierin  n  die  von  1  nach  2  gerichtete  Normale  an  o, 
und  nach  §.31  (4)  ist: 

^*  ^  dn 

Dieselbe  Betrachtung  lässt   sich  auf  r,  anwenden,   und  so 
erhalten  wir  also  die  Bedingungen: 


III. 


für  die  Fläche  cd. 

Man  sieht,  dass  die  Gonstante  Je  eine  Längendimension  mehr 
enthält,  als  h.  Es  werden  also  die  Verhältnisse  ki  :  h  und  k^ :  h 
durch  Längenmaass  ausgedrückt.  Lassen  wir  diese  Länge  ver- 
schwindend klein  werden  (im  Vergleich  zu  den  übrigen  in  Be- 
tracht kommenden  Längen),  so  ergiebt  sich  eine  andere  Be- 
dingung, nämlich: 

an  der  Fläche  cd. 

Dies  entspricht  also  der  Annahme  über  den  Ausgleich  der 
Temperaturen  zwischen  1  und  2,  dass  eine  sprungweise  Tempe- 
rataränderung auch  beim  Uebergang  aus  dem  einen  Körper  in 
den  anderen  nicht  bestehen  kann,  und  sich  sofort  auflösen  muss, 
wenn  sie  am  Anfang  bestand.  Das  Gefälle  wird  an  der  Grenze 
eine  durch  Ula.  bestimmte  Unstetigkeit  erleiden  müssen. 

Diese  Betrachtung,  auf  den  Fall  A^x  ?=  A;,  angewandt,  zeigt 
uns,  dass  das  Temperaturgefälle  nicht  an  Flächen  unstetig  werden 
kann,  wenn  nicht  die  Leitfähigkeit  unstetig  ist. 

4.  Oberflächenbedingung.  Auf  dem  gleichen  Wege  er- 
halten wir  die  Bedingung  für  die  Oberfläche  des  Körpers.  Wir 
nehmen  die  Temperatur  TJ  der  Umgebung,  z.  B.  der  Zimmerluft» 
als   gegeben    an;   sie    kann   constant  oder  auch   eine  gegebene 
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Function  von  Zeit  und  Ort  sein.  Es  kommt  nur  auf  den  Werth 
von  U  an  der  Grenze  des  betrachteten  Körpers  an.  Man  nimmt 
dann  wieder  an,  dass  durch  ein  Element  do  dieser  Grenze  im 
Zeitelement  eine  Wärmemenge  aus  dem  Körper  in  die  Umgebung 
tritt,  die  durch 

h{u  —  ü)  do  dt 

ausgedrückt  ist,  und  nennt  h  die  äussere  Leitfähigkeit  des 
Körpers.  Es  ist  dann  alles  wie  vorher  für  den  Körper  r,,  nur 
dass  jetzt  an  Stelle  von  i^  die  gegebene  Function  [7  tritt, »und 
man  findet,  wenn  n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeutet 
und  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  angedeutet  ist,  dass 
die  Werthe  der  Functionen  an  der  Oberfläche  zu  nehmen  sind: 

IV.  Jcp-  =  h(ü—U). 

Die  äussere  Leitfähigkeit  h  hängt  von  der  Temperatur  selbst, 
und  sehr  wesentlich  von  der  Beschaffenheit  der  Oberfläche  ab. 
Auch  hier  können  wir  den  Grenzfall  betrachten: 

IVa.  ü=ü. 

Eine  Bedingung  für  den  Differentialquotienten  ergiebt  sich 
in  diesem  Falle  nicht.  Man  kann  IVa.  als  Grenzfall  aus  IV. 
ableiten,  wenn  man  h  unendlich  werden  lässt 


§.  34. 

Eindeutigkeit  der  Lösung. 

> 

Die  Differentialgleichung  und  die  Grenzbediugungen,  die  wir 
in  den  beiden  vorangegangenen  Paragraphen  abgeleitet  haben, 
sind  linear,  wenn  wir  die  Goefficienten  c,  q^  Jc^  h  als  von  der 
Temperatur  unabhängig  voraussetzen  dürfen.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung sind  diese  Grössen,  die  ihrer  Natur  nach  positiv  sind, 
entweder  constant  oder  nur  von  den  Coordinaten,  nicht  von  der 
Zeit  abhängig. 

Wenn  wir  ausserdem  noch  voraussetzen,  dass  die  im  Inneren 
des  Leiters  erzeugte  Wärme  Ä  entweder  gleich  Null  oder  doch 
eine  gegebene  Function  des  Ortes  und  der  Zeit  ist,  so  lässt  sich 
beweisen,  dass  durch  die  Bedingungen  I.,  IL,  III.,  IV.  der  beiden 
letzten  Paragraphen  die  Function  u  eindeutig  bestimmt  ist. 
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Nehmen  wir  an,  es  existiren  zwei  Functionen  u\  u'\  die  den- 
selben Bedingungen  I.  ...  IV.  genügen,  und  zwar  für  dieselben 
Functionen  A  und  CT,  so  genügt  die  DiflFerenz 

(1)  u  =  m'  —  w" 
den  folgenden  Bedingungen: 

1.    cp  — X  =  —  divigradw, 
2.    u  =  0    für    *  =  0, 

an  einer  ünstetigkeitsfläche  o, 

4.    ft   1^  =  *«, 

an  der  Oberfläche.  Dabei  bedeutet  h  in  4.  die  äussere,  in  3.  die 
U  ebergangs-Leitf  ähigkeit. 

(Wir  nehmen  hier  die  allgemeineren  Bedingungen  UL,  IV. 
Bei  Annahme  der  Bedingungen  III  a.,  IV  a.  würde  sich  der  Be- 
weis noch  etwas  einfacher  gestalten.) 

Wenn  wir  von  der  Formel: 

und  den  beiden  entsprechenden  Gebrauch  machen,  so  folgt 

(2)  divfctigradt4  =  —  JcD(u)  -f-  wdivÄgradw, 
wenn 

Die  Gleichung  (2)  giebt  aber  nach  1.: 

^\ 
divÄMgradw  =  —  kD(u)  —  cqu  ■^, 

oder  auch,  da  c^  von  t  unabhängig  ist: 

(4)  div  &  ti  grad  u  =  —  1cD(u)  —  -^  — ^ — 

Wenn  wir  nun  über  den  ganzen  Raum  r  des  Wärmeleiters 
integriren    und  das  Gauss'sche  Theorem  anwenden,  wobei  die 
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Unstetigkeitsflächen  o  als  Schnitte  mit  zur  Begrenzung  zu  rechnen 
sind,  so  folgt: 

I  divfctegradwdr  =   I  Äw  —  do 

oder  mit  Rücksicht  auf  3.  und  4. : 

I  divfc  wgrad  wd  r  =  I  hu^do-\-  I  Ä(t*i  —  u^yd(o^ 
also  nach  (4): 

\  Jt   f  ^P***^^  +  f  *-D(t*)dr  +  [  hu^do 

-[-      h(ui  —  u^y  dm  =  0, 

und  wenn  man  endlich  noch  in  Bezug  auf  die  Zeit  t  zwischen  den 
Grenzen  0  und  t  integrirt,  und  dabei  die  Bedingung  2.  berück- 
sichtigt 

(5)  -^  [  CQU^dt  +  f  d^l  [  hD(uydv-\-  ihu^do 


+  I  Ä  (tti  —  u^y  d  o  I  =  0. 


Wenn  nun  u  irgendwo  im  Räume  v  und  in  irgend  einem 
Zeitintervall  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  die  linke  Seite  von 
(5)  eine  Summe  von  positiven  Gliedern,  die  nicht  verschwinden 
kann.  Folglich  muss  m  =  0  oder  u'  =  u"  sein,  wie  bewiesen 
werden  sollte. 

§.  35. 
Wärmebewegung  in  einem  Stabe. 

Wenn  der  Leiter  ein  Stab  ist,  dessen  Querdimensionen  als 
unendlich  klein  betrachtet  werden  können,  dann  lässt  sich  das 
Problem  der  Wärmebewegung  dadurch  vereinfachen,  dass  man 
die  Oberflächenbedingung  in  die  Differentialgleichung  mit  hinein- 
zieht. 

Wir  betrachten  also  einen  Stab,  der  geradlinig  oder  auch 
gekrümmt  sein  kann,  der  einen  beliebig  gestalteten  Querschnitt 
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vom  Flächeninhalt  g  hat,  wobei  q  auch  von  einer  Stelle  zur 
anderen  veränderlich  sein  könnte.  Auf  der  Axe  des  Stabes,  die 
man  etwa  als  den  Ort  der  geometrischen  Schwerpunkte  der 
Querschnitte  definiren  kann,  zählen  wir  in  einer  beliebigen  Rich- 
tung und  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  aus  die  Abscisse  x. 
Es  wird  vorausgesetzt,  dass  man  von  den  Schwankungen  der 
Temperatur  u  innerhalb  eines  Querschnittes  absehen  kann.  Die 
Temperatur  U  der  Umgebung  kann  in  diesem  Falle  angesehen 
werden  als  eine  Function  von  x  und  von  t 

Man  erhält  die  Differentialgleichung  am  einfachsten,  wenn 
man  den  Wärmegewinn  eines  Elementes  dieses  Stabes  von  der 
unendlich  kleinen  Länge  dx  während  des  Zeitelementes  dt  be- 
rechnet Ist  k  die  Leitfähigkeit,  die  auch  eine  Function  von  x 
sein  kann,  so  tritt  durch  den  ersten  Querschnitt  dieses  Elementes, 
dessen  Fläche  q  gleichfalls  eine  Function  von  x  sein  kann,  eine 
Wärmemenge  ein,  die  durch 

(1)  -i^r.^' 

ausgedrückt  ist,  und  durch  den  letzten  Querschnitt,  der  der  Ab- 
scisse x  -\~  dx  entspricht,  fliesst  die  Wärmemenge  von  der  Grösse 

in  der  Richtung  der  positiven  x^  also  aus  dem  Element  heraus. 
Ausserdem  aber  tritt  noch  durch  die  Oberääche  des  Elementes 
gegen  die  Luft  eine  gewisse  Wärmemenge  aus,  die  nach  den 
Voraussetzungen  von  §.  33,  IV.  zu  bestimmen  ist.  Bedeutet  l  den 
Umfang  eines  Querschnittes  q^  so  ist  Idx  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  höherer  Ordnung  die  Grösse  der  Oberfläche,  und  wenn 
also  h  die  äussere  Leitfähigkeit  bedeutet,  so  ist  diese  Wärme- 
menge 
(3)  hl  (m—  TJ)  dxdt 

(1)  ist  der  Gewinn,  (2)  und  (3)  sind  der  Verlust  an  Wärme, 
und  folglich  ist  der  ganze  Gewinn,  der  zur  Temperaturerhöhung 
verwandt  wird, 

dqJc 


(4) 


dx 


^^-  _  ÄJ(w—  U) 


dx  dt 
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Wenn  nun  c  und  q  specifische  Wärme  und  Dichtigkeit  be- 
deuten, so  ist  diese  Wärmemenge  gleich 

(5)  ^^  ^  ^^^  ^*» 

und  es  ergiebt  sich  also  die  Differentialgleichung: 

Wollen  wir  auch  den  Fall  berücksichtigen,  dass  im  Inneren 
des  Leiters  noch  Wärme  durch  Umsatz  von  Energie  erzeugt 
wird,  so  tritt,  wenn  A  die  in  der  Volumeneinheit  und  der  Zeit- 
einheit erzeugte  Wärmemenge  ist,  an  Stelle  von  V.  die  all- 
gemeinere Gleichung 

Va.  qcQ-^=  Aq  H —J^  —  hl  (u  —  ü). 


Sechster  Abschnitt 

Probleme  der  Wärmeleitung,  die  nur  von  einer 

Coordinate  abhängig  sind. 


§.  36. 

Die  Temperatur  ist  nur  von  einer  Coordinate  abhängig. 

Unbegrenzter  Körper. 

Um  die  allgemeine  Theorie  auf  besondere  Fälle  anzuwenden, 
machen  wir  die  Annahme,  dass  die  Goefficienten  Ä;,  p,  c  (Leitfähig- 
keit, Dichtigkeit,  specifische  Wärme)  Constanten  sind,  und  wenden 
also  zunächst  die  Differentialgleichung  für  die  Temperatur  in  der 
Form  §.  32,  Ic 

(1)  H  =  ««^« 

an,  worin  a>  =  Tcjcg  eine  positive  Constante  ist.  Wir  wollen 
diese  Gleichung  aber  zunächst  noch  weiter  vereinfachen  durch 
die  Annahme,  dass  u  nur  von  einer  räumlichen  Coordinate  x  ab- 
hänge, also  die  Differentialgleichung  (1)  die  Form  habe: 

Dies  setzt  voraus,  dass  wir  uns  den  Leiter  in  der  Richtung 
der  j(;ar-Ebene  unendlich  ausgedehnt  vorstellen. 

Aber  auch  die  Differentialgleichung  für  die  Wärmebewegung 
in  einem  Stabe  lässt  sich  auf  diese  Form  bringen,  wenn  wir  die 
Temperatur  der  Umgebung  U  und  die  äussere  Leitfähigkeit  h 
und  den  Querschnitt  q  constant  annehmen.  Es  lautet  nämlich 
unter  diesen  Voraussetzungen  die  Differentialgleichung  §.  35  V: 
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worin  b*  =  hl :  CQq  eine  zweite  Gonstante  ist. 
Setzt  man  aber 

so  geht  (3)  in 

(4)  lü  =  a«|i^ 

^  '^  dt  dx^ 

über,  was  mit  (2)  der  Form  nach  übereinstimmt. 

Wenn  wir  uns  den  Körper  auch  in  der  Richtung  der  x-Axe 
unendlich  ausgedehnt  denken,  so  fällt  die  Grenzbedingung  weg, 
und  die  Function  u  ist  durch  (2)  und  durch  den  Anfangszustand 
völlig  bestimmt. 

Um  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  zu 
finden,  wenden  wir  die  Methode  der  particularen  Lösungen  an. 

Man  sieht  nämlich  leicht,  dass  die  Differentialgleichung  (2) 
befriedigt  ist,  wenn  für  u  eine  der  Functionen 

c-^*^*  cos  Are,        c-^'""*sinAa; 

gesetzt  wird,  worin  X  eine  willkürliche  Gonstante  ist,  die  positiv 
vorausgesetzt  werden  kann.  Jede  dieser  Lösungen  können  wir 
mit  einem  willkürlichen  constanten  Factor,  der  eine  Function 
von  A  sein  kann,  multipliciren ,  und  die  Summe  aller  dieser 
Glieder  nehmen.  Wir  erhalten  so,  wenn  A  und  B  willkürliche 
Functionen  von  A  sind,  eine  allgemeine  Lösung  von  (2): 


OD 


(5)  ^  =  f  (^cosA:»  +  BsmXx)e-^^<'**dk, 

0 

und  nun  sind  diese  Functionen  Ä^  B  so  zu  bestimmen,  dass  u 
für  ^  =  0  in  den  gegebenen  Anfangszustand  ^(x)  übergeht. 

Es  ist   aber  nach   dem  Fourie  raschen  Lehrsatze   [Bd.  I, 
§.  17  (9)] 

•  +00 

(6)  0{x)  =  -'  \  dX  \  0(a)cosX(a  —  x)du, 

0  OB 

und  dies  soll  nach  (5)  gleich 
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00 

(7)  (äcobIx  -}-  Bsinkx)  dl 

0 

werden.    Die  Vergleichung  von  (6)  und  (7)  ergiebt  aber 

+  00  +00 

J.  =  -      O(a)c08aAda,       JB  =  -     4>(a)BinaAda, 


—  OD  —OB 


und  wenn  wir  dies  endlich  in  (5)  einsetzen,  so  erhalten  wir 

(8)  1*=-  [r-^*«'*dA  {  O(a)cosl(a  —  x)du, 

0  — 00 

wodurch  u  als  Function  von  t  und  x  dargestellt  ist 

Dieser  Ausdruck  für  u  ist  aber  für  viele  Zwecke  noch  nicht 
geeignet  und  wir  formen  ihn  noch  um.  So  lange  nämlich  <  ]>  0 
ist,  ist  es  gestattet,  in  (8)  die  Reihenfolge  der  Integrationen  um- 
zukehren, und  also  zu  setzen 

+  00  00 

(9)  w  =  -  [  0(a)  da  [  r"^'«**  cosX{a  —  x)dk. 

OD  0 

Hier  lässt  sich  nun  die  Integration  in  Bezug  auf  X  nach 
Formel  Bd.  I,  §.  61  (7)  ausführen,  wonach 


I 

j  ^^^<^*cosX{a-x)  dA  =  i  |/^ 


e     *«*< 


0 

ist,  und  es  ergiebt  sich  also 

+  00 


(a-a5)t 


(10)  ^  =  ;r-V^   f*(")^    ''*'   ^«- 

2a\7it   J 

OD 

Zu   dieser  Formel  kann  man  auch  dadurch  gelangen,  dass 
man  bemerkt,  dass  die  Function 

(11)  -^  e     *«*« 

für  ein  unbestimmtes  a  ein  particulares  Integral  der  Differential- 
gleichung (2)  ist. 

In  der  Formel  (10)  führen  wir  nun  eine  neue  Integrations- 
variable ß  ein  durch  die  Substitution 

u  =  X'^2ßaYt^ 
und  erhalten: 
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+  00 

(12)  w  =  -^    {  0(x-\-2ßaft)€r-^dß, 

yn   J 

OD 

woraus  man  wieder  unmittelbar  ersieht,   class  u  für  ^  =  0  in 
0{x)  übergeht. 

Die  Formel  (12)  hat  vor  (8)  noch  den  Vorzug,  dass  (8)  nur 
dann  anwendbar  ist,  wenn  das  nach  a  genommene  Integral  einen 
Sinn  hat;  dazu  ist  nothwendig,  dass  0(a)  im  Unendlichen  ver- 
schwindet. Das  Integral  (12),  von  dem  man  leicht  auch  direct 
nachweist,  dass  es  der  Differentialgleichung  (2)  genügt,  ist  an 
diese  Beschränkung  nicht  gebunden. 


§.  37. 
Begrenzter  Körper. 

Die  Formel  (10)  oder  (12)  §.  36  kann  in  manchen  Fallen 
auch  dienen,  um  das  Wärmeproblem  für  einen  begrenzten  Körper 
zu  lösen,  dann  nämlich,  wenn  es  gelingt,  die  Function  0  über 
den  Leiter  hinaus  so  fortzusetzen,  dass  die  Grenzbedingang 
identisch  befriedigt  wird.  Es  wird  dann  an  Stelle  des  begrenzten 
Körpers  ein  unbegrenzter  mit  einem  solchen  Anfangszustande 
substituirt,  dass  die  Wärmebewegung  in  einem  Theil  des  an- 
begrenzten Körpers  ebenso  vor  sich  gehen  würde,  wie  in  dem 
begrenzten  Körper. 

Wenn  wir  z.  B.  annehmen ,  es  sei  der  Körper  bei  x  =  0 
durch  eine  unendliche  Ebene  begrenzt,  und  im  Inneren  des 
Leiters  habe  x  positive  Werthe,  so  können  wir  für  negative  x 
die  Function  0(x)  aus  der  Formel  bestimmen: 

0( —  x)  =  —  *  {x), 

und  erhalten  dann,  wie  man  aus  der  Symmetrie  erkennt,  einen 
Zustand,  bei  dem  die  Temperatur  bei  a;  =  0  beständig  Null  ist 
Macht  man  diese  Annahme  in  der  Formel  (10),  so  ergiebt  sich: 

0 

oder  in  (12): 
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02)  1*  =  -^  {0{2ßaft']-x)e-ß'dß 


iayt 

00 


1=  {  0(2ßa^t  —  x)e-ß'dß. 

•   \n  J 


Ist  z.  B.  die  Änfangstemperatur  O  (x)  constant,  gleich  (7,  und 
von  Null  verschieden,  während  die  Oberflächentemperatur  bei 
X  =  0  auf  Null  gehalten  wird,  so  ergiebt  die  Gleichung  (2) 


X 

+ 


iaVT  QoVT 


(3)  .  =  ^|.-^.^  =  ^|.-^.ft 

^  0 

aaVT 
oder  weon  wir,  wie  im  §.  26  des  ersten  Bandes: 


w 


setzen 

(5)  u  =  C@(-^). 

Die  Formel  (4)  zeigt,  dass,  wenn  die  Temperaturdifferenz 
zwischen  einem  Punkt  im  Inneren  des  Leiters  und  der  Oberfläche 
auf  einen  gegebenen  Bruchtheil  von  C  herabgesunken  sein  soll, 

der  Bruch  x/2a'^t  einen  gegebenen,  aus  der  Tafel  für  0(x)  zu 
entnehmenden  Werth  haben  muss.  Die  Zeit,  die  dazu  erforderlich 
ist,  ist  also  mit  dem  Quadrate  der  Tiefe  proportional.  Soll  die 
Temperaturdifferenz  z.  B.  auf  die  Hälfte  herabgesunken  sein, 
so  muss 

—-;-^  =  0,477  ..., 
2ait 

also  in  roher  Annäherung 

sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  zwei  extreme  Fälle,  so  haben  wir 
(im  Gramm-Centimeter-Secunden-System) 
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für  Silber a  =  1,850, 

für  Wismuth a  =  0,046  0- 

Beim  Silber  würde  also  schon  nach  V4  Secunde  in  der  Tiefe 
von  1  cm  die  Temperatur  auf  die  Hälfte  gesunken  sein,  während 
in  der  Tiefe  von  1  m  dazu  fast  eine  Stunde  erforderlich  wäre. 
Beim  Wismuth  sind  die  entsprechenden  Zeiten  etwa  acht  Minuten 
und  IV2  Monate. 

Wir  heben  noch  die  Folgerung  hervor,  von  der  wir  später 
Gebrauch  zu  machen  haben,  dass  die  Function 

(6)  i^H'^« 

X 

2  a  vT 

eine  particulare  Lösung  der  Differentialgleichung  §.  36  (2)  ist. 

§.  38. 
Abkühlung  durch  Leitung  nach  aussen. 

Wir  behalten  die  Voraussetzung  bei,  dass  der  Anfangszustand 
0  (x)  nur  für  positive  x  gegeben  sei ,  nehmen  aber  an ,  dass  der 
Leiter  bei  a;  =  0  mit  einer  Umgebung  der  Temperatur  0  in  Be- 
rührung steht,  gegen  die  er  das  äussere  Leitvermögen  h  hat. 
Wir  haben  dann  die  Grenzbedingung  §.  33,  IV.  anzuwenden: 

(1)  ÄJ  ^—  =  Ä  u,        für  X  =  0. 

G  X 

Wir  nehmen  die  Lösung  nach  §.  36.(10)  in  der  Form  an: 

(2)  u  =  — ^-  J  (0(a)e     -*'    +  <P(-  a)e      *«**  j  da, 

aus  der  wir  durch  Differentiation  nach  x  erhalten: 

(3)  |^  = 

^  dx 


1         f*/  a  —  x    -^=^"  a4-x    -^-^t^lN 


0 

und  für  x  =  0: 


^)  Diese  Zahlen  sind  dem  Lehrbuch  der  Physik  von  Biecke  (Bd.  2, 
S.  451)  entnommen. 
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(4) 


(5) 


u  = -4-=  [[«(«)  +  *(-«)]«    ""d«, 
2a\nt  J 

—  = 7=      l^M  —  ^( — «)1«    *    *  ?r-s^- 


8^        2afjti 

'  0 

Den  letzteren  Ausdruck  formen   wir  durch   partielle  Inte- 
gration um.    Es  ergiebt  sich  nämlich  durch  DiflTerentiation  nach  a 

(6)  ^  [O  («)  -«(-«)]  c"J^  = 

worin  ^  (a)  die  Derivirte  von  <P  (a)  ist.     Wir  bestimmen  nun 
^  ( —  ic)  zunächst  so,  dass  4>  (x)  bei  x  =  0  stetig  ist,  d.  h.  so,  dass 

(7)  «(O)  =  0(-O), 

und  dadurch  ergiebt  sich  durch  Integration  von  (6)  zwischen  den 
Grenzen  0  und  oo 

OD  ^a  00  a 

0  0 

also  für  a:  =  0  nach  (5) 

'  0 

Aus  (4)  und  (8)  folgt  nun,  dass  die  Bedingung  (l)  befriedigt 
ist,  wenn  0( — a)  aus  der  Gleichung 

(9)  0'(«)  +  0'(-a)  =  j  [0(a)  +  0{-  a)] 

bestimmt  wird.     Dies  ist    eine    lineare,    aber    nicht    homogene 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  die  Function  0( — a): 

<lie  sich  nach  Bd.  I,  §.  62  leicht  integriren  lässt    Die  Gonstante 
^rd  aus  der  Bedingung  (7)  bestimmt,  und  so  ergiebt  sich: 


(11)  0(_a)  =  e    ^"{e^''(0'(x)^^<l>{x)\dx^O(O)e    * ", 

0 

^as  sich  durch  die  partielle  Integration 

aiemanii- Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.    II.  7 
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h  h 

T-«      _  .    ^     ^      _  -7-« 


auf  die  Form  bringen  lässt: 


Ä  f  i 


M 


c  *    ^  (a?)  dx 


(12)  a>(—a)  =  <!>(«) 


2».-T- 


a 


e^'  dx. 


Diese  Form   verdient  vor   der  Form   (11)   den  Vorzug,  weil  sie 
nicht  mehr  den  Differentialquotienten  der  Function  0(x)  enthält. 
Um    ein    Beispiel    durchzufuhren,    nehmen    wir    auch    hier 
0(x)  =  C,  d.  h.  constant  an.    Dann  erhält  man  aus  (12) 


h 
■r-a 


(13)  0(—a)  =  C{2e    *    —  1), 
und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  (2)  einsetzt,  so  folgt 

(14)  u  =  — -, I      e      *"*«"  da—  \  e      *«*'    da 

^  2aV3r7  I  J  J 


0 

00 


+  2| 


(o  +  ar)«        h 


>  • 


Den  Exponenten  des  letzten  Integrals  in  (14)  ergänzen  wir 
zu  einem  Quadrat,  indem  wir  setzen: 

a«  Ä»  ^        h 


k» 


und  dann  lässt  sich  alles  auf  die  Function  ®(x)  [§,  37  (4)]  zu- 
rückführen. Wir  substituiren  in  den  drei  Integralen  der  Formel 
(14)  der  Reihe  nach 

a=        x  +  2aYtß, 
a  =  —  x-\-  2a>/7/3, 

a  =  —x  —  ^~t^2aYtß, 
wodurch  ,sich  ergiebt : 

CO  n      "^  ' 

u  =  -^\er-t>'dß  —  -^{e-^dß 

yä  J  y«  J 


aaVt 

aaVT 

t  + 

h 

OD 

• 

2a 

e-^dß, 

"-_  +  ",'*  VT 
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oder  mit  Benutzung  der  Formeln  (Bd.  I,  §.  26): 

ie-f'dß  =  [e-/*'d/J  —  \  e-?*  d ß  z=t^  [\  —  0(a;)], 

«00 

e{x)  =—  ®(—  x),     ®(cx>)  =  1: 

Setzt  man  hierin  a:  =  0,  so  erhält  man  die  Oberflächen- 
temperatur u  als  Function  der  Zeit:  f^o-    ^     -^  *    ^s 

(16)  S=CcV'|^i_®^^yT)J.    ^,  ^  ..    , 

Wenn  seit  dem  Anfangszustand  eine  hinlängliche  Zeit  ver- 
flossen ist,  so  kann  man  für  die  Function  &  die  in  Bd.  I,  §.  26 
(14)  gegebene  Entwickelung 

anwenden,  und  erhält 


^     ^  y^-^         ^(w)  \2aAV^/ 


und  wenn  der  Anfangszustand  in  einer  unendlich  fernen  Ver- 
gangenheit liegt,  kann  man  sich  hier  auf  das  erste  Glied  be- 
schränken, und  erhält 

als  Ausdruck  für  die  Oberflächentemperatur. 


/ 


§.  39. 
Berührung  heterogener  Körper. 

Dieselbe  Methode  kann  auch  angewandt  werden  auf  den 
Fall,  dass  zwei  sonst  unbegrenzte  heterogene  Leiter  1,  2  in  der 
Ebene  a;  =  0  an  einander  grenzen.  Der  Einfachheit  halber  soll 
hier  nur  der  Fall  berücksichtigt  werden,  wo  die  Temperatur  an 
der  Grenze  sicli  momentan  ausgleicht,  also  die  Grenzbedingung 
§.  33  III  a: 

7* 
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(1)  U,  =  u„        fci  15  =  **  15 

gilt. 

Im  Körper  1  möge  x  negativ  sein,  im  Körper  2  positiv. 
Die  Anfangstemperaturen  Cj,  C^  sollen  als  constant  vorausgesetzt 
werden.  Hier  müssen  die  Functionen  Ui,  u^  jede  für  sich  be- 
stimmt werden.  Von  den  Functionen  <&i(a;),  ^2(^)1  ^i®  ^i®  -^J^^" 
fangswerthe  von  t^  und  u^  darstellen,  ist  die  erste  nur  für  nega- 
tive, die  zweite  für  positive  x  gegeben.  Denken  wir  uns  für  den 
Augenblick  den  ganzen  Raum  nur  mit  der  Substanz  1  erfüllt,  so 
können  wir  den  Versuch  machen,  einen  Anfangszustand  ^i{x) 
im  ganzen  Kaum  so  anzunehmen,  dass  Ui  für  negative  x  so 
ausfällt,  wie  es  in  dem  gestellten  Problem  wirklich  der  Fall  ist, 
und  können,  wenn  Oi{x)  bekannt  ist,  Ui  nach  §.  36  bestimmen. 
Ebenso  denken  wir  uns  <Z>a(a;)  für  den  ganzen  Raum  be- 
stimmt. Diese  Functionen  0i{x)^  <^a(^)  sind  aus  den  Grenz- 
bedingungen (1)  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  versuchen,  diesen  Forderungen  durch  die  An- 
nahme 

o,(x)  =  Gl,  x<:  0;   0, (x)  =  c;,  x>  0, 

^^  0^(x)  =  C'^,    x<0\    0^{x)  =  C^,    a;>0, 

zu  genügen,  worin  Ci,  Ci,  Ca,  Ci  Constanten  sein  sollen,  und  er- 
halten aus  §.  36  (12) 

X 

'         — 00  '  X 


2  a.  VT 


"' +  y^  I '"'•  ""• 


aaiVT  aaiY« 

und  mit  Benutzung  des  Functionszeichens  S{x)  [§.  37  (4)]   und 
der  Relation  0  (x)  =  —  ®{—xY 

(3)       «,  =  -l  (0,  +  Q  +  A  (cj,  _  CO  0  [f^y 

und  ebenso 


w 


W9  = 


|(C,  +  G)+->(C._C-)«(-;^«-^). 
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Nun  ergeben  die  Grenzbedingungen  (1)  für  a;  =  0,  wenn  man 
eine  neue  Gonstante  Co  einfuhrt,  deren  Bedeutung  die  gemein- 
schaftliche Temperatur  der  beiden  Leiter  an  ihrer  Berührungs- 
fläche ist 

(5)  Ci  +  Gl  =  Ci  +  Ca  =  2Co. 

(6)  h  ^Ci  -  CO  +  ^  (Ci  -  C)  =  0. 

Eb  ist  aber  nach  der  Definition  von  a'  [§.  32  (7)] 


und  es  ergiebt  also  die  Gleichung  (6)  mit  Benutzung  von  (5) 
/^x  (j   _\hci  Pi  Ci  +  Vfej g»  gi C2 

und  aus  (3)  und  (4)  erhalten  ¥är  noch 

«,  =  c.  -  (C.  -  c.)  e  (-^) 

..  =  C.-(C.-C.)9(--_^.^). 

Hierdurch  sind  die  Grenzbedingungen  (1)  befriedigt,  und  für 
den  Anfang  ^  =  0  ergiebt  sich  Uj  =  Ci  für  negative  x  und 
u^  =  d  für  positive  x.  Diese  Anfangstemperaturen  Ci  und  C3 
können  beliebig  gegeben  sein. 

Nach  unendlich  langer  Zeit  haben  beide  Körper  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  die  Temperatur  Cq  angenommen.  An  der 
Berührungsstelle  selbst  stellt  sich  diese  mittlere  Temperatur 
momentan  her. 

Man  kann  auf  ähnliche  Weise  das  Problem  unter  der  all- 
gemeineren GrenzbedinguDg  §.  33,  III  behandeln: 

^^)     *»  I?  =  *«  I?  =  -  *  ("'  - «')  «i"^  *  =  0  5 

man  setzt  dann  die  den  Anfangszustand  darstellenden  Functionen 
0,(0;),  O^ix)  in  der  folgenden  Weise  fort: 

^,(x)  =  Ci,  0i{x)  =  Ci  +  Ci'e««*   für  a?  <  0; 

a>i(a;)  =  Ci +  Cie~i*,    0^{x)  =  C^  für  a:  >  0, 

worin  Ci,  Ci',  Ci,  Ci',  tWj,  Wj  Constanten  sind,  für  deren   Be- 
stimmung man  aus  (9)  gewisse  lineare  Gleichungen  erhält.    Wir 
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wollen  nur  die  Endformeln  angeben,  von  denen  man  nachträglich 
leicht  beweist,  dass  sie  allen  nothwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  genügen.    Es  ergiebt  sich: 


u,  =  Co  —  (Co 


^'«toTT?) 


(10) 


(c.-c,)r^'^-'[>-«t„f7  +  '"V«)]. 


worin  Co  durch  (7)  bestimmt  ist  und 

(11)  m  =  miOj  =  mattj  =  ^^^     —  -|- 


+»«v«)]. 


zu  setzen  ist.    Für  x  ^  0  erhalten  wir  hieraus: 

u»  =  C«  —  (Co  —  Ci)c»'«  [1  —  0(»bVT)], 
,  —  (Co  —  (7,)c"*«  [1  -  ©(mVT)], 


(12) 

also: 
(13) 


u « =  a 


(wO  _  t,o)  ^  (c,  -  C3)^«'«[l  -  @{m][t)] 


Es  bleibt  also  hier  die  ün  Stetigkeit  an  der  Stelle  x  =  0 
bestehen,  sie  nimmt  aber  mit  der  Zeit  allmählich  ab  und  nähert 
sich  der  Grenze  NulL    Der  Endzustand  für  ^  =  oo  ist 


§.40. 

Die  Temperatur  der  Oberfläche  ist  eine  Function  derZeit 

Wir  betrachten  jetzt  wieder  einen  durch  die  Ebene  x  =  0 
begrenzten  Körper  und  nehmen  an,  die  Temperatur  der  Ober- 


^)  H.  Weher,  Yierteljahrsschrift  der  natarforscheDden  Gesellschaft  in 
Zürich,  Mai  1871,  und  Nachrichten  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen  1893. 
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fl&che  sei  eine  gegebene  Function  der  Zeit,  g>(t).  Ausserdem  sei 
die  Anfangstemperatur  eine  gegebene  Function  0(x)  von  x.  Es 
ist  also  eine  Function  u  zu  finden,  die  für  positive  t  und  x  der 
Differentialgleichung 

du  d^u 

^^  dt  dx^ 

genügt,  und  den  beiden  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  0{x)    für    t  =  0, 

(3)  u  =  9  (t)     für   X  =  0. 

Die  allgemeine  Aufgabe  lässt  sich  zunächst  in  zwei  einfachere 
zerlegen:  Nehmen  wir  an,  es  seien  zwei  Functionen  u\  u"  ge- 
funden, die  beide  der  Differentialgleichung  (1)  genügen,  aber  den 
Nebenbedingungen 

m'  =  0  ^  u'  =  q>(t) 

für  ^  =  0,  ^^  ^   für  a;  =  0, 

u"  =  <P(a;)  '         m"  =  0  ' 

so  genügt  offenbar  w  =  u'  +  u"  den  Bedingungen  (1),  (2),  (3), 
und  die  Aufgabe  ist  gelöst.  Die  Function  u"  ist  aber  bereits  im 
§.  37  bestimmt,  und  es  kommt  also  nur  noch  auf  u'  an.  Hier- 
durch ist  die  allgemeine  Aufgabe  auf  den  speciellen  Fall  zurück- 
geführt, dass  die  Function  0(x)  =  0  ist,  und  wir  nehmen  also 
die  Nebenbedingungen  für  u  jetzt  in  der  Form  an: 

(4)  u  =  0  für  ^  =  0        a;  >  0, 

(5)  u  =  q>(t)        ^   X  =  0         t>  0. 

Wir  betrachten  die  Function  u  als  Grehzfall  einer  anderen 
Function,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  die  Oberflächentemperatur 
nicht  als  stetige  Function  von  t,  sondern  in  Zeitintervallen  con- 
stant  und  also  von  einem  Intervall  zum  nächsten  sich  sprung- 
weise ändernd  annehmen. 

Es  seien  also 

eine  Reihe  aufeinanderfolgender  Zeitpunkte,  und  in  dem  Zeit- 
intervall 

(7)  Ty     =     *y  +  l     tv 

soll  die  Function  (p(t)  den  constanten  Werth 
(8)  (p(U)  =  c, 

haben. 
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Auch  diese  Aufgabe  zerlegen  wir  noch  weiter. 

Es  werde  eine  Function  Uy  durch  folgende  Bedingungen  be- 
stimmt. Es  soll  Uf  der  Differentialgleichung  (1)  mit  der  Neben- 
bedingung (4)  genügen,  und  es  soll 

(9)  Uy  =  0    für    t  <CU     und    <  >  i, 

(10)  Ur  =  Cv    für    ty<:t<iUi.i 


■^Mfür  x  =  0 


sein. 

Sind  die  Functionen  u,  diesen  Bedingungen  gemäss  für 

1/  =z=  0,  1,  ...  n 
bestimmt,  so  ist 

(11)  W  =  Wo  4-  t*i  H h  Un-i 

eine  Function,  die,  so  lange  ^  <:  ^n  ist,  den  Bedingungen  (I),  (4), 
(5)  mit  der  Bestimmung  (8)  genügt. 

Denn  ist  a;  =  0  und  ^^  <C  ^  <C  ^»  +  i>  so  sind  alle  Glieder  der 
Reihe  (11),  mit  Ausnahme  von  u,,  gleich  Null  [nach  (9)],  und  u, 
ist  =  Cr  [nach  (10)]. 

Um  nun  Uy  zu  finden,  definiren  wir  eine  Function  x(x,  t) 
durch  die  Bestimmung 

(12)  ^(j;,0  =  0,        t^O, 


väJ 


27Vt 

Für  jedes  constante  t  ist  x(x^i)  eine  stetige  Function 
von  x^  und  für  jede«  positive  x  ist  es  auch  eine  stetige  Function 
von  ty  dagegen  ist  z  (0,  Q  eine  unstetige  Function  von  t;  denn 
sie  geht  beim  Durchgang  durch  ^  =  0  plötzlich  von  0  zu  1. 

Diese  Function  genügt  im  Innern  der  Gebiete  a?  >  0,  ^  >  0 
und  a?  >  0,  i  <  0  der  Differentialgleichung  (1)  (nach  §.  37). 

Daraus  ergiebt  sich  dann,  dass  auch 

(13)  ih  =  Cy[xix,  t  —  tr)  —  zi^i  i  —  ^  +  i)] 

erstens  der  Differentialgleichung  (1)  genügt,  zweitens  (für  ^  =  0) 
[wegen  (12)]  der  Bedingung  (4),  endlich  aber  auch  für  a?  =  0 
den  Bedingungen  (9),  (10).  Denn  ist  t  <  ^„  so  sind  für  a;  =  0 
beide  x-Functionen  in  (13)  gleich  0,  ist  t;;>  U+u  so  sind  sie  beide 
=  1  und  liegt  t  zwischen  U  und  ^v  +  i,  so  ist  die  erste  =  1,  die 
zweite  =:  0.    Daraus  erhalten  wir  nach  (8)  und  (11) 
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n  — 1 

(14)  U=^q>{t;){x(x,t-U)-x (X,  t  -  tr+i)]. 

Wollen  wir  daraus  die  Function  u  für  den  Fall  ableiten, 
dass  die  Aenderungen  an  der  Oberfläche  stetig  vor  sich  gehen, 
so  müssen  wir  die  Intervalle  r,  unendlich  klein  und  ihre  Zahl 
unendlich  gross  annehmen.    Dann  wird 

l{x,t—U)  —  x(x,t—U+i)  _  x(x,t—ty+i-\-ry)  —  x(x,t  —  U^i) 

_  dz(x,t  —  U^i) 
~  dt 

und  die  Summe  (14)  wird  ein  Integral 


u  =  \  <p(^)  ^1. ä^, 


0 

wenn  &  die  Integrationsvariable  ist 

Diese  Formel  gilt,  so  lange  t  <.tn  ist.  Bedenkt  man  aber 
noch,  dass  x(x^t  —  ^)  gleich  Null  ist,  wenn  ^  >  t  ist,  so  kann 
man  den  Theil  des  Integrals  von  d^  =  t  hia  d'  =  tn  weglassen, 
und  erhält 

(15)  «  =  |^(^)M(^.1=L^,^. 

0 

Es  ist  aber  nach  (12) 


dxjxj  —  »)^  X  ^"4^r^) 

dt  2aVÄV(^  — 0-)8 

und  demnach  ergiebt  sich  aus  (15) 

(16)  u  =  — ^     9(^)6*«*«-^)  (t  —  d')    ^  dd: 

2ay  71  J 


§.  41. 
Verification  des  Resultates. 

um  die  Grenzübergänge,  durch  die  wir  zu  der  Formel  (16) 
gelangt  sind,  alle  streng  zu  rechtfertigen,  wären  weitläufige  Be- 
trachtungen nothwendig,    die  wir  umgehen  können,    wenn  wir 
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nachträpglich  zeigen,  dass  die  gefundene  Formel  allen  an  die 
Function  u  gestellten  Forderungen,  nämlich  der  Differential- 
gleichung (1)  und  den  Nebenbedingungen  (4),  (5)  in  §.  40  ge- 
nügt, durch  die  ja,  wie  wir  wissen,  die  Function  u  eindeutig  be- 
stimmt ist 

Um  zunächst  nachzuweisen,  dass  die  Differentialgleichung  (1) 
befriedigt  ist,  haben  wir  die  Formel  (16)  nach  t  zu  differentüren. 
Hierbei  kann  das  Glied,  welches  von  der  Differentiation  nach  der 
oberen  Grenze  herrührt,  wegbleiben,  weil 

fuT  &  =  t  verschwindet. 

Es  ergiebt  sich  also  durch  einfache  Rechnung 

(1)  ^ji^    ■ 

^^  dt 

-^  f9>(»)e~*«'('-»)  (t  —  #)"■»  (—-^L-—^  _  ~)d&. 
2aV^J^^''  ^  ^       KiWit  —  »)        1) 

'  0 

Denselben  Ausdruck  findet  man  aber  auch  aus  (16)  §.  40 

für  a^  ^ — -  durch  zweimalige  Differentiation  nach  x.    Es  ist  also 

die  Differentialgleichung  (1)  befriedigt. 

Um  auch  die  Erfüllung  der  Nebenbedingungen  nachzuweisen, 
geben  wir  dem  Ausdruck  u  noch  eine  andere  Gestalt,  die  auch 
an  sich  von  Interesse  ist,  indem  wir  in  dem  Integral  eine  neue 
Variable  substituiren.    Wir  setzen  nämlich 

«=     ,^-^.        t-%=   ** 


und  finden 


(2) 


2aV«  — ^'  40«««' 

da  =  -^  (t  —  »)-'/*  d» 

4a  ^ 


X 

aaVT 


woraus  man  unmittelbar  sieht,  dass  die  Bedingungen  (4),  (5)  des 
vorigen  Paragraphen  befriedigt  sind. 
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§.  42. 

Die  Oberflächentemperatur  ist  eine  periodische  Function 
der  Zeit     Anwendung  auf  die  Erdtemperatur. 

Man  kann  die  Aufgabe,  mit  der  sich  die  beiden  letzten  Para- 
graphen beschäftigen,  noch  auf  eine  zweite  Art  angreifen,  die 
sich  besonders  dann  empfiehlt,  wenn  die  Temperatur  der  Ober- 
öäche  eine  periodische  Function  der  Zeit  ist 

Im  §.  36  haben  wir  die  particularen  Integrale 
(1)  e— "•  "•'  cos  a  rc,  e—  **  ^*  *  sin  a  a; 

zum  Ausgangspunkt  genommen,  und  diese  lassen  sich  vereinigen 
zu  der  einen  Formel 

/'2"\  ^ — o«a«<  —  iax 

Nun  genügt  dieser  Ausdruck  der  Differentialgleichung  §.  36 
(1)  auch  dann  noch,  wenn  der  Factor  Ton  t  im  Exponenten 
imaginär  angenommen  wird,  wodurch  (2)  in  eine  periodische 
Function  von  t  übergeht    Setzen  wir  also 

a«a2  =  —  in,  «  =  (1  —  i)  |/^, 

so  erhalten  wir  als  particulares  Integral 

Nehmen  wir  hiervon  den  reellen  Theil,  und  fügen  noch  einen 
Constanten  Factor  hinzu,  so  erhalten  wir  ein  particulares  Integral 
der  Wärmegleichung  in  der  Form 


(3)  u=  Ce     '""cos 


{"'-'i^:) 


Die  Temperatur  der  Oberfläche  a?  =  0  ist  hier  eine  periodische 

Function  von  U 

(4)  (p(t)  =  Ccosn^, 

bei   der  die  mittlere  Temperatur  =0  ist,    während   +  C  das 
Maximum  und  das  Minimum  sind«    Die  Periode  ist 

n 

Wir  können  hier  auch  den  Cosinus  durch  den  Sinus  ersetzen, 
was  mit  einer  Verlegung  des  Anfangspunktes'  der  Zeit   gleich- 
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bedeutend  ist,  und  können  mehrere  verschiedene  Werthe  von 
n  und  C  nehmen.  Die  so  gewonnenen  verschiedenen  Ausdrücke 
von  u  kann  man  addiren  und  *  erhält  so  Lösungen  für  compli- 
cirtere  periodische  Temperaturfunctionen  an  der  Oberfläche.  Man 
kann  sogar  durch  Anwendung  der  Fourier'schen  Reihe  einen 
willkürlichen  Anfangszustand  berücksichtigen  oder  mehrere  ver- 
schiedenartige Perioden  superponiren. 

Wir  können  diese  Formeln  näherungsweise  auf  die  Tempe- 
ratur der  Erde  anwenden,  wenn  wir  ein  nicht  zu  grosses  Stück 
der  Erdoberfläche  als  eben  und  die  Temperatur  dieses  Ober- 
flächenstückes als  vom  Ort  unabhängig  betrachten.  Es  ist  dann 
X  die  Tiefe  unter  der  Oberfläche  und  die  Oberflächentemperatur 
ist  im  Laufe  eines  Tages  und  eines  Jahres  periodischen  Ver- 
änderungen unterworfen.  Es  kann  dann  T  entweder  die  Jahres- 
länge oder  die  Tageslänge  bedeuten. 

Die  Formel  (3)  zeigt,  dass  die  Temperatur  u  in  jeder  Tiefe 
dieselbe  Periode  T  hat,  dass  aber  die  Amplitude,  d.  h.  der  Unter- 
schied zwischen  dem  Maximum  und  dem  Minimum  nach  der  Tiefe 
hin  abnimmt,  und  zwar  im  geometrischen  Verhältniss,  wenn  die 
Tiefe  im  arithmetischen  Verhältniss  wächst.  Es  werden  also  in 
einer  gewissen  Tiefe,  die  von  der  Leitfähigkeit  und  von  der  Länge 
der  Periode  .abhängig  ist,  die  Temperaturschwankungen  nicht 
mehr  merklich  sein. 

Ein  Maximum  der  Function  u  findet  statt,  wenn 

3) 

t  =    ,      —  -4-  2mn 
y2a^n 

und  m  eine  ganze  Zahl  ist,  und  man  sieht  also,  dass  sich  die 
Maxima  mit  der  Geschwindigkeit 


\2a^n   =    2ay^ 


in  die  Tiefe  fortpflanzen,  dabei  aber  an  Stärke  verlieren.  Diese 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  wächst,  wenn  die  Periode  abnimmt 
Die  Tages-Maxima  pflanzen  sich  also  schneller  fort  als  die  Jahres- 
Maxima  i). 


^)  W.  Thomson,  On  the  reduction  of  observatioiiB  of  undergroand 
temperature.  On  the  secnlar  cooling  of  the  earth.  Mathem.  and  phys. 
paperB  vol.  III. 
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§.  43. 
Vergleichung  der  beiden  Lösungen. 

Wir  haben  bisher  auf  den  Anfangszustand  jceine  Rücksicht 
genommen.  Die  Formel  (3)  §.  42  ist  einem  ganz  bestimmten 
Anfangszustand  

(1)  u,  =  C e-^ ^*' coi'^ -^^  X 

angepasst.  Wollen  wir  das  Problem  für  einen  beliebigen  An- 
fangszustand lösen,  so  haben  wir  noch  eine  Temperaturvertheilung 
hijizuzufügen,  bei  der  der  Anfangszustand  beliebig  und  die  Tempe- 
ratur an  der  Oberfläche  =  0  ist,  die  wir  nach  §.  37  finden  können. 
Wir  erhalten  so  nach  §.  42  (3)  und  §.  37  (1)  eine  Tempe- 
raturvertheilung, wenn  wir  (7=1  setzen : 

(2)  u  =  e    '*«*''  cos 


("'-1^-) 


^    2aV^e  J      ^     \  / 

'  0 

die  der  Oberflächenbedingung 

(3)  u  =  cos  n  ^, 
und  der  Anfangsbedingung 

(4)  Wo  =  e'^^-'"  cos  y  2^  x^^ix) 

genügt,  worin  Q^{x)  eine  willkürliche  Function  ist. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Einfluss  des  Anfangszustandes 
mit  der  Zeit,  freilich  sehr  laugsam,  verschwindet,  und  dass  die 
Wärmebewegung  sich  mehr  und  mehr  einem  rein  periodischen 
Vorgang  nähert,  der  in  (3)  des  vorigen  Paragraphen  dargestellt 
ist    Soll  die  Anfangstemperatur  =  0  sein,  so  haben  wir 

(5)  o{x)  =  -  e'^^'""  cos  j/^^  X 

zu  setzen.  Für  diese  Annahme  lässt  sich  aber  die  Function  u 
auch  nach  der  Methode  der  §§.  40,  41  bestimmen,  und  es  ist  von 
Interesse,  beide  Resultate  zu  vergleichen.  Wir  erhalten  nach 
der  Formel  (2),  §.  41,  wenn  wir  darin  q){t)  =  cosnf  setzen: 
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.« 


u  =  -7=      cosnU  —  T— s-s )  ^~*'*  d  a, 


2oy* 


oder 


(6) 


u  =  -7=  cosn^  I  e^«  cos  7—7— 7  »« 


00 


H — P=  sm  n^  I  e-^*  sin   ,  '     ^  da, 
y^  J  ^«^a* 

X 

2ayt 

Hier  besteht  jedes  Glied  aus  einem  periodischen  Factor  cosnf. 
sinn^,  und  aus  einem  nicht  periodischen  Factor,  der  sich  mit 
wachsender  Zeit  einer  bestimmten  von  t  unabhängigen  Grenze 
nähert  Diese  findet  man,  wenn  man  in  den  Integralen  die 
untere  Grenze  gleich  Null  setzt,  und  so  erhält  man  den  rein 
periodischen  Zustand,  der  sich  einstellt,  wenn  der  Anfangszustand 
nicht  mehr  merklich  ist: 

(7)  u  =  -=  cosw^  I  ß-«'  cos  ' — ---  da 

'  0 

-\ — 7=  sinw<      e-"    sm  ,    ^  ^  da. 
'  0 

Dies  muss  aber  nach  der  Formel  (2)  mit 


,    r  20«""  cos  int  —  l/o^^) 


übereinstimmen,  und  man  erhält  daraus  zwei  bestimmte  Integrale, 
nämlich,  wenn  man  zur  Abkürzung 

o         ti  x'^ 
pi  = 


2a'^ 


setzt: 


2     f        *  V'^     . 

-=         e-"*   cos   -^     -    rfa   rrr  ß-P  COSü, 

V:^  J  2a^ 


(8) 


V      0 


2  r   ,  .  i>"^  7 

-7=      e-**    sin  v— r  da  =  e—P  sinp. 
V^  J  2  «2  ^ 


§.  44.  Begrenzuüf^  durch  zwei  parallele  Ebenen.  Hl 

Man  erhält  diese  Formeln  auch  durch  Trennung  des  reellen 
vom  imaginären  Theil  aus  dem  Integral  Bd.  1,  §.  12  (6),  wenn 
man  dort  2q  =  (l  -\-  i)p  setzt  und  p  reell  und  positiv  an- 
nimmt. Die  Zulässigkeit  dieses  Verfahrens  kann  man  durch  die 
Sätze  über  die  Integration  auf  complexem  Wege  nachweisen.  - 


§  44. 
Begrenzung  durch  zwei  parallele  Ebenen. 

Wir  gehen  zu  einem  Körper  über,  der  von  zwei  parallelen 
Ebenen  x  =  0  und  x  =  c  begrenzt  wird.  Die  Temperatur  soll 
nur  von  der  a:-Goordinate  abhängen,  also  in  allen  Punkten  einer 
zur  X'Axe  rechtwinkligen  Ebene  dieselbe  sein. 

Die  Aufgabe  lautet  jetzt: 

Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung 

(1)  ^  =  a«?Ü^ 
^  ^  dt  dx^ 

erfülle  und  die  Nebenbedingungen 

(2)  u  =  f(x)        für  t  =  0, 

(3)  u  =  <jp(0         ^    X  =  0, 

(4)  U    =     if{t)  y,        X    =     c. 

Wir  lösen  die  Aufgabe  durch  Zerlogimg  in  mehrere  einfachere, 
indem  wir  setzen 

M   =   ih    +   W»    +   ^3- 

Ui,  u,  und  U3  sollen  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  ge- 
nügen.   Die  Nebenbedingungen  stellen  wir  folgendermaassen : 

für  ^  =  0        Wi  =  /C^)j        **2  =  ö,  Ws  =  0, 

^   X  =  0        ti,  =  0,  Wa  =  9(0,       W3  =  0, 

^    X  =^  C  t*i  =  0,  Mj  =  0  W3  =  ^(t). 

Die  Functionen  1*3  und  Wg  sind  nicht  wesentlich  von  ein- 
ander verschieden.  Haben  wir  die  Function  tig  allgemein  ge- 
funden ,  so  ist  darin  nur  c  —  x  statt  x  und  ^  (t)  statt  9  {t)  zu 
setzen,  um  Ug  zu  erlangen. 
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§.  45. 

Gegebener  Anfangszustand.    Oberflächentemperatur 

NulL 

Aufgabe.  Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

^^  -  FF  = «  8^ 

genüge  und  die  Bedingungen  erfülle 

(2)  u  =  f{x)        für  t  =  0, 

(3)  u  =  0  „    a;  =  0, 

(4)  ti  =  0  „   a;  =  c. 

Eine  particuläre  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
(1)  ist  (§.  36) 

Diese  befriedigt  zugleich  die  Bedingung  (3).  Damit  auch 
die  Gleichung  (4)  erfüllt  werde,  haben  wir,  wenn  n  eine  ganze 
Zahl  bedeutet,  ac  =  nn  zu  setzen.  Multipliciren  wir  dann  mit 
einer  vorläufig  noch  unbestimmten  Constanten  ^,  setzen  der  Reihe 
nach  n  ==  1,  2,  3,  .  .  •  und  summiren,  so  erhalten  wir  die  allge- 
meine Lösung 


a*fi*Ä*r 


nn 


(5)  •     **  =  S  ^»^       "*      sin  —  a;. 

n=l 

Die  Goefficienten  müssen  noch  so  bestimmt  werden,  dass  die  Be- 
dingung (2)  erfüllt  werde.  Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  f{x) 
nach  Bd.  I,  §.  33  in  die  unendliche  Reihe 


« 


/(^)  =  2  Asin 

n=l 


nnx 


c 

An  =  j  j/(a)8in  ^d 


C 

/(ajsin  dcL 

I  c 

0 

Wir  haben  also  die  Lösung 

00  ^ 

(I)      w  =  —  ^  e       V  c  y    sm /(a)sin ao. 

n  =  l  •' 
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Die  Reihe  convergirt  sehr  rasch,  weil  mit  wachsendem  n  die 
Exponentialgrösse  rasch  abnimmt.  Mit  zunehmender  Zeit  wird 
u  immer  kleiner  und  für  ^=00  haben  wir  u  =  0.  Dann  ist 
also  die  Temperatur  constant  und  übereinstimmend  mit  der 
Temperatur  der  Oberfläche. 


§.  46. 

Anfangstemperatur  Null.    Gonstante  Oberflächen- 
temperaturen. 

Aufgabe.    Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

*^^  dt-''  dx^ 

Genüge  leiste  und  den  Bedingungen 

(2)  ti  =  0        für  *  =  0, 

(3)  ti  =  0  „   rc  =  0, 

(4)  u  =  y  „    a:  =  c, 

worin  y  eine  Gonstante  ist.  Die  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  be- 
friedigen die  Function 

7 
M  =  —  a:. 

c 

Soll  auch  die  Gleichung  (2)  erfüllt  werden,  so  haben  wir  zu 
diesem  Werthe  von  u  noch  einen  Beitrag  hinzuzufügen,  der  eine 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1)  ist,  für  a;  =  0  und 

a:  =  c  zu  Null  wird  und  für  ^  =  0  den  Werth  —  —  a:  annimmt. 

c 

Dieser  Beitrag  ergiebt  sich  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  wenn 

wir  dort/(x)  =  —  —  x  setzen.    Dadurch  erhalten  wir 

c 

2  ^    _a2/^üü^*<  .    nnx  f  y       .    nna    , 

y ,  e       \  c  J    sm ~  a  sm d  a. 

c  -^^  c     J    c  '     c 


n  =  l 


Es  ist  aber 


I 


a  sm a  «  = cos  njt  =  ( —  l)"  +  ^ 


c  n%  ^  nn 

0 

Biemann-Weberf  Partiolle  Differentialgleichungen.    II.  3 
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Dadurch  geht  der  vorige  Ausdruck  über  in 


3t    ^^        n  c 


und  wir  erhalten  als  Lösung  unserer  Aufgabe 


(U)       u  =  y 


c    '    «  «^^       n 

n  =  l 


Dass  diese  Function  u  der  partiellen  Differentialgleichung  (1) 
und  den  Bedingungen  (3)  und  (4)  genügt,  erkennt  man  ohne 
Weiteres.  Für  ^  =  0  wird  aber  auch  die  Bedingung  (2)  erfüllt. 
Denn  es  ist  nach  Bd.  I,  §.  34  (1) 


00 


2  '^^  ( —  lY    .    nnx  x 

^    ^  -  sin =  — 


Ä  -^      n  c  c  ' 

n  =  l 

wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  dort  —  statt  x  schreibt.    Diese 

c 

Entwickelung  ist  gültig  für  c>a:^0.  Wir  erhalten  also  für  ^  =  0 


§.47. 
Oberflächentemperatur  gegebene  Function  der  Zeit. 

Aufgabe.    Die  Function  u  so  zu  bestimmen,  dass  sie  der 
partiellen  Differentialgleichung 

^  ^  dt  dx^ 

und  den  Nebenbedingungen 

(2)  M  =  0  für  t  =  0, 

(3)  .         u  =  0  „   a;  =  0, 

(4)  u  =  (p(t)  ri   X  =  c 

genügt.  Wir  können  hier  denselben  Weg  einschlagen,  wie  bei 
dem  analogen  Problem  in  §.  40,  indem  wir  die  Temperatur  an 
der  Oberfläche  sich  zunächst  nicht  stetig,  sondern  in  Intervallen 
unstetig  ändern  lassen.  Wir  nehmen  wieder  die  festen  Zeil- 
punkte 

1       1)       2)     •••,     vir**. 
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und  die  Intervalle  r^  =  ^^  + 1  —  ^,  und  bestimmen  die  Function 
t4r  BOy  dass  für  o;  =  o 

^-.  Uy  =  0  für  <  <  ^     und    t  >  f»+i 

mrährend  für  o;  =  0  immer  u,  =  0  sein  soll. 
Es  ist  dann 

(6)  w  =  «0  +  «^  +  •••  +  «n-l 

eine  Function,  die  so  lange  t  <Z  in  ist,  den  Bedingungen  (1),  (2), 
(3),  (4)  genügt,  mit  der  näheren  Bestimmung,  dass  (p{t)  in  dem 
Intervall  r,  constant  =  q>  (U)  ist.  Nun  definiren  wir  eine  Func- 
tion x(Xy  t)  durch  folgende  Bestimmung: 

Z{x,t)  =  0     fiir^^O, 


Die  rechte  Seite  dieser  Formel  geht  fiir  <  =  0  stetig  in 
Null  über  und  folglich  ist  %  {x^  t)  für  jedes  x  zwischen  0  und 
c  eine  stetige  Function  von  ^,  und  ebenso  ist  %{x^  t)  für  jedes 
constante  t  eine  stetige  Function  von  x.  Es  ist  aber  x{c^  t)  eine 
unstetige  Function  von  t^  die  bei  ^  =  0  plötzlich  von  0  zu  1 
tibergeht  Da  x(x^  t)  ausserdem  der  Differentialgleichung  (1)  ge- 
nügt, 80  genügt  die  Function 

(8)  14,  =  (piU)[x{x,t^U)  -  z(^i«  — ^^+i)] 

den'  gestellten  Forderungen.    Hiemach  ergiebt  sich  für  ^  <:  ^n 

n— 1 

(9)  ti  =  2  «»(«OCzC«.  t-U)-  xix,  t  -  *.  +  ,)], 

und  daraus  ganz  wie  in  §•  40,  wenn  wir  zu  unendlich  kleinen 

Intervallen  v,  übergehen: 

t 

(10) 


f      /  X  8z(a:,  ^  — t)  , 


und  wenn  man  für  x  (^»  ^  —  ^)  ^^i^  Ausdruck  (7)  substituirt,  also 

00  .  /m  n\* 


-ALi_ _^  = _^(_l)m^e       ^^^  si 


m  nx 
sm 


m=l 

8* 
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setzt,  SO  folgt: 

(11)  u  = 

^  2j  ^—  1)~ »»sm  —^  \e       ^  ^  ^  (p(t)dt. 

ui  —  1  • 


m^l  Q 


I'  -    '' 


y  ^''-"  ^, '  ^  §.48.         ^  " 

Verification. 

Der  Ausdruck,  den  wir  zuletzt  für  die  Function  u  erhalten 
haben,  zeigt  leicht,  dass  die  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  in  §.  47 
befriedigt  sind.  Man  sieht  aber  nicht  unmittelbar,  dass  auch  (4) 
erfüllt  ist,  d.  h.  dass  u  für  x  ^=  c  in  q>(t)  übergeht  Damit 
hängt  zusammen,  dass  der  Ausdruck  (11)  (§.  47)  nur  bedingt  con- 
vergent  ist,  und  also  überhaupt  schlecht  convergirt,  und  um  beiden 
Uebelständen  abzuhelfen,  ist  eine  Transformation  erforderlich. 

Schreiben  wir  den  Ausdruck  zunächst  so 

(1)  *  .  "^^ 

I    m  f  r  I  dx     >     ( —   I  I*»*  tn  sm   ä         V  c  / 


ff  m=l 


80  haben  wir  unfer  dem  Integralzeichen  eine  unendliche  Reihe 
stehen,  die  aus  der  Theorie  der  Theta- Functionen  bekannt  ist, 
und  auf  die  man  die  Transformationstheorie  der  Theta-Functionen 
anwenden  kann.  Wir  dürfen  aber  hier  von  dieser  allgemeinen 
Theorie  keinen  Gebrauch  machen,  und  wollen  daher  die  Um- 
formung direct  herleiten. 

Wir  gehen  dabei  aus  von  dem  Integral  Bd.  I,  §.  61  (6),  das 
wir  auch  so  darstellen  können: 

+  00 

(2)  U-P«*  +  '«»«^  da  =   \—e     ^p  , 


00 


da  der  imaginäre  Theil  auf  der  linken  Seite  verschwindet.  Hierin 
soll  m  eine  ganze  Zahl  bedeuten.  Das  Integral  auf  der  linken 
Seite  lässt  sich  in  eine  Summe  zerlegen: 

+  00         2n  +  l 
"  =  -«   2,1-1 
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oder,  wenn  man  2  n  -f-  a  für  a  setzt 

^        e-p(>"  + «)*  +  «••««  da  =  1/—  e     ^i»  . 


n  =  -oD    _j 


/ 


Dies  mnltipliciren  wir  mit  r-»»»*y*  und  nehmen  die  Summe 
über  alle  ganzzabligen  m,  also 

+  00       +00    j;^ 

(3)  ^         ^       ^p(«n  +  a)«  +  m/f(«-y)da  = 

n  =  —  00  m  =  —  00  ^. 

-'^  m  =  —  flo 

Auf  der  linken  Seite  lässt  sich  nun  die  Summation  in  Bezug 
auf  ffi  ausführen,  und  es  ergiebt  sich  nach  der  Fourier'schen 
Reihe  (Bd.  I,  §.  33  P) 

/  +00  -  OD  ■      m*  yr* 

'  n  =  — 00  m  =  — 00 

Hierin  ist  die  rechte  Seite  gleich 

-  00  m*  Jt* 

2"  +  2  ^     *^  coswÄy, 
und  wenn  man  also  nach  y  dififerentiirt: 

^      n  =  —  00  m=^l 

Der  Ausdruck  rechts  geht  aber  in  die  in  (1)  vorkommende 
Summe  über,  wenn  man 

c  —  X 

(6)  y  =  -T-' 

setzt,  und  es  ergiebt  sich,  wenn   wir  der  Einfachheit  halber  y 
beibehalten : 

r  C  _1        *  cg(2n  +  y)« 

(8)      u  =  — ^--^UW(^-r)    «    2    (2^^  +  J/)^     *-*('-^)dt, 
2aV^J  „=-00 

oder  endlich: 


118 
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(9) 


u  =  — ^[  q>(t)(t  —  T)    >  ye    *«*(*-*)  dr 
2ay  n  J 


t 
2ay  X  J 


w— 1    l 


—  (2w  — j/)c    * 


c«(2n-~y)« 
a2(t  — 0 


ir. 


Das  erste  Glied  formen  wir  noch  um  durch  die  Substitution 


a 


cy 


8 


2a  \t—t' 
wodurch  man  erhält: 


da  =  —  y  (t — r)    ^  dr, 


cy 


2ay< 


1     " 
2 


c«(2n  4-  y)» 


+  — i=      <)P(t)(<-r)    «  2     (2»  +  y)e     *<"<'-*> 
2  a  V  3r  J  rTi  L 


n— 1 

c«(2m  — y)« 


—  (2n— y)c     *«*('~^)  Jdir. 


Hierin  ist  nun  sofort  zu  sehen,  dass  das  zweite  Glied  der 
rechten  Seite  für  y  =  0  verschwindet,  und  dass  das  erste  in 
9  (t)  übergeht.  Die  unendliche  Reihe,  die  in  dem  zweiten  Integral 
noch  vorkommt,  ist  für  jeden  im  Integrationsbereiche  vorkom- 
menden Werth  von  r  unbedingt  convergenti). 

§.  49. 

Vordringen  des  Frostes. 

Wir  wollen  hier  noch  ein  Beispiel  für  eine  andere  Art  der 
Grenzbedingungen  betrachten,  das  einerseits  wegen  seiner  An- 
wendung auf  wirkliche  Vorgänge,  andererseits  wegen  der  damit 
verbundenen  mathematischen  Schwierigkeit  von  Interesse  ist. 


*)  Vergl.  Schlaf li,  üeber  die  partielle  Differentialgleichung  —7  =  — — , 
(1870).    Crelle's  Journal,  Bd.  72. 
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Es  handelt  sich  um  das  Gesetz  des  Eindriagens  des  Frostes 
oder  auch  des  Aufthauens  in  die  feuchte  Erde  oder  in  eine 
stehende  Wassermasse. 

Es  ist  aus  der  Physik  bekannt,  dass  bei  der  Umwandlung 
einer  Gewichtseinheit  Eis  von  der  Temperatur  0  Grad  in  Wasser 
von  der  gleichen  Temperatur  eine  gewisse  Wärmemenge  ver- 
braucht wird,  die  man  die  latente  Wärme  oder  die  Schmelz- 
wärme nennt.  Wird  umgekehrt  das  Wasser  in  Eis  von  der 
gleichen  Temperatur  verwandelt,  so  wird  die  gleiche  Wärme« 
menge  wieder  gewonnen.  Es  ist  also  das  Schmelzen  des  Eises 
als  eine  Arbeitsleistung  zu  betrachten.  Diese  Wärmemenge 
ist  eine  dem  Wasser  eigenthümliche  positive  Constante,  die  wir 
mit  k  bezeichnen  wollen  i). 

Wir  denken  uns  eine  unbegrenzte  Ebene  bei  o;  =  0 ,  und 
rechnen  x  in  das  Innere  der  gefrierenden  Masse  hinein  positiv, 
so  dass  X  die  Tiefe  bedeutet.  Bei  x  =  0  möge  eine  gegebene 
unter  dem  Gefrierpunkt  liegende  Temperatur  Ci  herrschen. 
In  unendlicher  Tiefe  sei  die  Temperatur  C^  gleichfalls  gegeben 
und  über  dem  Gefrierpunkt.  Von  Bewegungen  der  Massen  im 
Inneren  der  Flüssigkeit  und  von  Volumenänderungen  sehen  wir  ab. 
Der  Frost  sei  zur  Zeit  t  his  x  =  ^  vorgedrungen,  und  das  Wesent- 
liche unserer  Aufgabe  ist,  |  als  Function  von  t  zu  bestimmen. 

Wir  bezeichnen  die  Temperatur  im  Eise  mit  Ui,  in  dem 
noch  nicht  gefrorenen  Theile  mit  u^.  Ebenso  mögen  04,  Oj  die 
Temperatur-Leitungscoefficienten,  Ä^i,  h^  die  Wärmeleitfähigkeiten 
in  beiden  Theilen  sein,  die  wir  als  Gonstanten  annehmen. 

Bei  a?  =  I  herrscht  die  Temperatur  Null ,  und  wenn  g  im 
Zeitelement  dt  um  d^  wächst,  so  ist  in  dem  über  der  Flächen- 
einheit stehenden  Cylinder  von  der  Höhe  d^  eine  Wärmemenge 
W^  frei  geworden,  die,  wenn  mit  q  die  Dichtigkeit  bezeichnet 
wird,  durch  die  Formel 

W,  =  Xgdl 

bestimmt  ist  Die  Wärmemenge,  die  demselben  Cylinder  in  der 
Zeit  dt  von  kleineren  Werthen  von  x  her,  also  von  dem  bereits 
gefrorenen  Theil  her,  zugeleitet  ist,  beträgt  (§.  31) 


*)  Wenn  X  in  absolutem  Maasse  gemessen  wird,  so  sind  seine  Dimensionen 

w  =  [«•«-'], 

d.  h.  X  ist  das  Quadrat  einer  Geschwindigkeit.    Der  Zahlenwerth  von  X  im 
Centimeter-Secunden-System  ist  etwa  335.10^  (Eohlrausch,  Leitfaden). 
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'^'  =  -  *■  ^-^)^u 


und  von  grösseren  Werthen  von  x^  also  von  dem  noch  flüssigeD 
Theil,  ist  die  Wärmemenge 

"-■ = *•  CÄis 

zugeleitet.  Da  wir  nun  keine  weitere  Wärmequelle  berück- 
sichtigen wollen,  so  muss  die  Summe  dieser  drei  Ausdrücke  ver- 
schwinden, und  daraus  ergiebt  sich  die  an  der  gefrierenden  Fläche 
geltende  Grenzbedingung: 

(1)  (jfc.|«^_ft»M      =xS. 

^  ^  \      dx  *  dxjx=i  dt 

Hierzu  kommt  noch  eine  zweite  Bedingung,  die  daher  rührt, 
dass  die  Temperatur  beim  Gefrieren  des  Wassers  einen  festen 
Werth  hat,  den  man  zum  Nullpunkt  der  Thermometerscala 
gewählt  hat: 

(2)  Uj  =  0,    Wj  =  0    für  X  =  |. 

Ausserdem  hat  man  die  beiden  Hauptgleichungen  (§.  32) 

W=«'   8^       furO<*<«, 
— ^  =  a* für  f  <r  a?. 

und  die  Oberflächenbedingungen 

(4)  Ml  =  Cj     für  a;  =  0 

(5)  tij  =  Ca     für  a:  =  00 . 

Endlich  kann  noch  für  einen  bestimmten  Zeitpunkt  ^  =  0 
der  Werth  von  |  und  tii  im  Intervall  (0,  |),  Uq  im  Intervall 
(f,  00 )  als  Function  des  Ortes  gegeben  sein. 

Die  allgemeine  Lösung  dieses  Problems  ist  bis  jetzt  nicht 
möglich,  weil  die  Grenzbedingung  (1),  in  der  die  unbekannte 
Function  |  vorkommt,  nicht  linear  ist,  man  also  nicht  aus  parti- 
cularen  Integralen  allgemeinere  durch  Addition  ableiten  kann. 
Um  so  beachtenswerther  ist  aber  ein  particulares  Integral, 
das  einer  bestimmten  Voraussetzung  über  den  Änfangszustand 
entspricht. 
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Im  §.  37  haben  wir  gezeigt,  dass,  wenn 

X 
'         0 

ist,  S(x/2aYt)  der  Differentialgleichang  der  Wärmebewegung 
[§•  36,  (2)]  genügt,  und  dass  also,  wenn  A^y  Bi^  A^^  B^  Gon- 
stanten  sind,  die  Differentialgleichungen  (3)  durch  die  An- 
nahme 

,„  ^  =  A  +  i..  e  (^), 

"-  =  ^•  +  ^•«(2;^) 

befriedigt  sind.   Nun  ist  die  Function  &(x/2a^t)  constant,  wenn 

X  =  0^  X  =  00  oder  x  proportional  mit  j/T  ist.  [  Demnach  be- 
zeichnen wir  mit  cc  noch  eine  weitere  Constante  und  setzen] 

(7)  f  =  aVT, 

und  wollen  nun  zeigen,  wie  man  durch  passende  Bestimmung 
der  Constanten  J.^,  J?i,  A^,  B^t  u  den  Bedingungen  unserer  Auf- 
gabe genügen  kann. 

Da  nämlich  0(0)  =  0,  0(oo)  =  1  ist,  so  ergiebt  sich  nach 
(6)  und  (7)  aus  (2),  (4)  und  (5): 

Ai  =  Ci, 

^^^  ^.  +  s, «  {^)  =  0, 

-^2  -f-  Bj  =  (7a, 

und  aus  (1): 

ifei  Bi       —  z — i  fca  Bi%       —  - — 5  k  Q 

Nach  (8)  hat  man  bierin  zu  setzen 
(9)  B,  =  -~%,         B,=  ^' 


&'        '-«Gl)' 
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und  wenn  man  also  noch  mit  '^in  multiplicirt,  so  ergiebt  sich: 
(10)        h<\''^    .    _^C,e-^! j,.^. 


«■«fe)        »•['-«  (5^)] 


Hier  haben  wir  also  eine  transcendente  Gleichung,  aus  der 
a  zu  bestimmen  ist.  Die  linke  Seite  von  (10)  wird,  wenn  Ci 
negativ,  C^  positiv  ist,  negativ  unendlich,  wenn  a  =  0,  und 
positiv  unendlich,  wenn  a  =  00  ist,  wie  man  aus  den  Sätzen 
über  die  Function  ®{x)  [Bd.  I,  §.  26,  (14)]  leicht  sieht  Es 
giebt  also  gewiss  einen  positiven  Werth  von  a,  für  den  die 
Gleichung  (10)  befriedigt  ist  (Der  Nachweis,  dass  es  nicht  mehr 
als  einen  solchen  Werth  giebt,  würde  eine  etwas  complicirte 
Untersuchung  über  die  Maxima  der  linken  Seite  von  (10)  nöthig 
machen.) 

Hat  man  «  gefunden,  so  ergiebt  sich  B^  und  B2  aus  (9) 
und  Äi^  A^  aus  (8). 

Der  Anfangszustand  ist  jetzt  nicht  mehr  beliebig.  Aus  (7) 
folgt  aber,  dass  f  =  0  ist  für  ^  =  0,  und  aus  (6),  dass  u^  con- 
stant  gleich  A^  -{-  B^  ^=  Ca  ist.  Es  ist  also  ^  =  0  der  Augen- 
blick, wo  der  Frost  an  der  Oberfläche  eben  beginnt,  wenn  die 
Temperatur  der  ganzen  Wassermasse  constant  gleich  G^  ist 

Die  Formel  (7)  zeigt,  dass,  wie  zu  erwarten  war,  das  Vor- 
dringen der  Frostgrenze  mit  wachsender  Tiefe  immer  langsamer 
erfolgt. 

Nimmt  man  Ci  positiv,  Ca  negativ  an,  so  geben  die  gleichen 
Formeln  das  Gesetz  des  Aufthauens  1). 

^)  Mit  dem  hier  behandelten  Problem  beschäftigen  sich  mehrere  Ab- 
handlangen von  J.  Stefan.  (Wiener  Monatshefte  für  Mathematik  und 
Physik,  I.  Jahrgang,  1890,  S.  1.  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie, 
Bd.  98,  Abtheilung  IIa,  S.  473,  1890.)  Franz  Neumann  hat  in  seinen 
Königsberger  Vorlesungen  bereits  am  Anfang  der  sechziger  Jahre  das 
Problem  in  der  Weise,  wie  es  hier  geschehen  ist,  behandelt. 


Siebenter  Abschnitt. 


Wärmeleitung  In  der  Kugel. 


§.  50. 
Unbegrenztes  Medium    bei  beliebigem  Anfangszustand. 

Wir    wollen    nun    die    DiflFerentialgleichung    der    Wärme- 
bewegung 

(1)  ^  =  «'^« 

auf  Polarcoordinaten  transformiren,  und  erhalten  nach  der  Formel 
Bd.  I,  §.  42  (II): 

/  o   -    g.  dru 

(2)  ^  =  aM5!^  +  -i ö^      _]_djjru 

^^     dt  \dr^  ~r^Qixid'         d^         "r^sina-d-   dq)^ 

Hierin  bedeutet  r  die  Entfernung  des  variablen  Punktes  von 
eisern  als  Pol  dienenden  festen  Punkt,  ^  die  Poldistanz  und  ip 
das  Azimuth. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dass  die  Temperatur  nur 
von  r,  nicht  von  &  und  9  abhängig  ist,  so  wird  die  Gleichung 
für  u 

und  wenn 

(4)  V  ^=  ru 

gesetzt  wird: 

^  ^  dt  dr^ 
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und  stimmt  also  in  ihrer  Form  überein  mit  der  Differential- 
gleichling  §.  36  (2),  die  wir  im  §.  44  f.  genau  untersucht  habes. 
Die  unabhängige  Variable  ist  hier  r,  und  die  abhängige  Variable 
ist  t?  =:  rti.  Die  Variable  r  ist  auf  positive  Werthe  beschränkt 
und  V  hat  der  Grenzbedingung  zu  genügen 

(6)  V  =  0    für    r  =  0. 

Die  Probleme,  die  wir  in  den  §§.  44  bis  48  behandelt  haben, 
lassen  sich  also  ohne  Weiteres  auch  auf  den  Fall  deuten,  dass 
der  leitende  Körper  eine  Kugel  vom  Radius  c  ist,  so  dass  den 
Ebenen  x  =  0  und  a:  =  c  der  Kugelmittelpunkt  und  die  Kugel- 
oberfläche entsprechen.  Die  aufgestellten  Formeln  stellen  dann 
aber  nicht  die  Temperatur  selbst,  sondern  das  r- fache  der  Tem- 
peratur dar. 

Wir  haben  bereits  im  §.  36  ein  particulares  Integral  der 
Diiferentialgleichung  (5)  kennen  gelernt,  nämlich: 

(7)  V 
Danach  wird 

r  V^ 

und  dies  wird  unendlich  für  r  =  0.  Wir  erhalten  aber  ein  von 
diesem  Uebelstande  freies,  particulares  Integral,  wenn  wir  (7) 
nach  r  differentüren.  Der  so  gefundene  Ausdruck,  der  mit 
Unterdrückung  eines  constanten  Factors  so  lautet 

r« 
T — 

giebt  ein  particulares  Integral  der  Gleichung  (3): 

1   -  ••* 


1 

1 

(8)  u  =  ~  e   *«'^ 

Hierin  setzen  wir,  indem  wir  unter  a?,  y,  z]  i^  V'i  t  die  Co- 
ordinaten  zweier  Punkte  p  und  q  verstehen: 


(9)  r  =  V(|  -  xy  +  {ri-  y)^  +  (5  -  -^)^ 

und  nun  können  wir  aus  (8)  ein  allgemeineres  Integral  von  (3) 
herleiten,  wenn  wir  mit  dx  das  Volumenelement  an  der  Stelle  q, 
und  mit  0g  oder  <I>(f,  ij,  g)  eine  willkürliche  Function  bezeichnen: 
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(10) 


"'  =  (2-^'!^"*''^"'*''^^' 


worin  das  Integral  über  den  ganzen  Raum  erstreckt  werden 
kann.  Wir  wollen  dieses  Integral  umformen,  indem  wir  Polar- 
coordinaten  mit  dem  Mittelpunkt  p  einfuhren.  Bezeichnet  dann 
da)  ein  Flächenelement  der  Einheitskugel,  so  wird  das  Raum- 
element dx  =  r^drda.    Wir  setzen 

(11)  ^(r)=-^^0,da,, 

SO  dass  ^(r)  der  Mittelwerth  der  Function  O  auf  einer  um 
p  beschriebenen  Kugel  mit  dem  Radius  r  ist,  und  es  ergiebt  sich, 
wenn  O  im  Punkte  p  stetig  ist 

(12)  ^(O)  =  0,. 
Dadurch  geht  (10)  über  in 

oder,  wenn  man 

r  =  2  a  V7  A 

setzt: 

00 

(U)  Up  =  -f_.  f  ^  (2  a  VT  A)  e-^*  X^dL 

\  7C  i 

Wenn  man  hierin  f  =  0  setzt,  so  folgt  aus  (12)  mit  Be- 
nutzung der  Formel: 

[  c-^'  X^dk  =  tE   [Bd.  I,  §.  12  (7)] 

0 

lür  «  =  0 

(15)  ti  =  a>  (rc,  y,  jer), 

d.  L  es  ist  O  der  Anfangszustand  der  Temperaturvertheilung, 
und  durch  (14)  ist  also  das  Problem  der  Wärmeleitung  für 
ein  unbegrenztes  Medium  bei  einem  beliebigen  Anfangs- 
zustand ganz  allgemein  gelöst 

Wollte  man  in  ähnlicher  Weise  die  Function  (7)  benutzen, 
so  würde  man  zu  einem  dreifachen  Integral  gelangen,  was  der 
Differentialgleichung   (1)   nicht  mehr  genügt   (ähnlich   wie    das 
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Potential  von  Massen  fiir  einen  inneren  Punkt).  Es  würde  dies 
also  einer  Wärmebewegung  entsprechen,  bei  der  in  jedem  Volumen, 
element  eine  fortwährende  Wärmeentwickelung  stattfindet  i). 

§.  51. 
Der  Green'sche  Satz  in  der  Wärmetheorie. 

Wir  können  das  particulare  Integral  der  Wärmegleichong, 
das  wir  im  yorhergehenden  Paragraphen  benutzt  haben,  noch  weiter 
verwerthen,  ähnlich  wie  die  Green'sche  Function  in  der  Poten- 
tialtheorie 2). 

Wir  führen  einen  anderen  Anfangspunkt  der  Zeit  ein,  und 
setzen,  indem  wir  unter  %•  eine  beliebige  Grösse  (Yeränderlicbe) 
verstehen, 


(1)  €  =  («  — -0')-%c   *«*(«-^), 

was  nichts  Anderes  ist,  als  die  Particularlösung  (8)  des  vorigen 
Paragraphen ,  wenn  darin  t  in  t  —  d"  verwandelt  wird.  Sie  ge- 
nügt als  Function  von  |,  17,  S,  d-  der  Differentialgleichung 

(2)  1^: ««^a, 

worin  jetzt 

Nun    sei  ein  beliebig  begrenzter  Baum  r  gegeben  und  in 
ihm  eine  Function 

(4)  u  =  u(|,  1,,  f,  ^), 
die  der  Dififerentialgleichung 

(5)  11  =  «'^« 
genügt,  femer  eine  Lösung  v  der  Gleichung  (2): 


(6)  |^  =  _a«.f.. 


1  -  r« 

*)   Die  Function   u   =   ^^^,yj  Jg'^^T^  *(«»/»,  y)  »^*  dadßdy 
verschwindet  für  t  =  0  und  genügt  der  Differentialgleichung 

oc 
*)  Yergl.  Sommerfeld,  Zur  analytischen  Theorie  der  W&rmeleitnng, 
Mathematische  Annalen  45,  S.  263  (1894). 
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Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  (5)  mit  t;,  (6)  mit  u  multi- 
plicirt  und  addirt: 

— —  =  a^{vzJu  —  u^v)y 

nnd  durch  Integration  über  den  ganzen  Raum  r,  wenn  man 
rechts  den  Gauss^schen  Integralsatz  anwendet  und  mit  do  ein 
Element  der  Begrenzung  von  r,  mit  dn  ein  Element  der  nach 
innen  gerichteten  Normalen  bezeichnet: 

(7)  ^|«^dr  =  a.j(«|^-t;||)d(,. 

Wir  nehmen  nun  an,  es  sei  für  den  Körper  z  eine  Function 
y  der  beiden  Punkte  j?,  q  und  der  beiden  Zeitpunkte  t,  d'  ge- 
funden, die  den  folgenden  Bedingungen  genügt,  wobei  der  Punkt 
q  als  yariabel  betrachtet  wird: 

d  y 
a)         T^  +  «"-^y  =  0,    innerhalb  r, 

^^)      b)          y  =  0  für  ^  =  ^  (auch  im  Punkte  jp), 

c)          y  =  £i  wenn  q  an  der  Oberfläche  liegt, 
und  setzen  in  (7) 

(9)  v  =  s  —  y. 

Dann  ist  wegen  (2)  und  (8  a)  auch  (6)  erfüllt.  An  der  Ober- 
fläche ist  t;  =  0  [nach  8  c)]  und  folglich  nach  (7) : 

(10)  ^j«(a-y)dr  =  «.j«^^>do. 

Um  nun  diese  Formel  nach  d'  zwischen  den  Grenzen  0  und  t 
zu  integriren,  haben  wir  die  folgenden  Formeln  anzuwenden,  in 
denen  u^  den  Anfangswerth  (für  d*  =  0)  der  Function  u  bedeutet: 

((ugydz)  _  =  0,    für  d  =  <    [(8)  b.], 

({f*q^dt\_  =  (2a  Vä)^«*p(0,  für  d-z^t  [§.  50(10),  (15)], 

Führen  wir  zur  Abkürzung  wieder  t?  für  y  —  c  ein,  so  er- 
halten wir  demnach  durch  Integration  von  (10)  in  Bezug  auf  O 
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zwischen  den  Grenzen  0  und  t: 

t 

(11)        (2a^yup(t)  =  {u^[v]^=odz  -\-  a4d»{  u^^do. 

0 

Hierdurch  ist  aber,  wenn  y  und  mithin  v  als  bekannt 
angenommen  wird,  die  Function  Up  ausgedrückt  durch  den 
Anfangswerth  u^  und  durch  den  Oberüächenwerth  von  u,  und 
dieser  Oberflächen werth  kann  eine  beliebig  gegebene  Function 
des  Ortes  und  der  Zeit  sein. 

Diese  Function  y  leistet  uns  also  für  das  allgemeine  Problem 
der  Wärmebewegung,  wenn  Anfangstemperatur  und  Oberflächen- 
temperatur beliebig  gegeben  sind,  dasselbe,  was  die  Green 'sehe 
Function  für  die  Potentialprobleme  leistet.  Wenn  wir  z.  B.  den 
Fall  betrachten,  den  wir  im  vorigen  Abschnitt  ausführlich  dis- 
cutirt  haben,  dass  der  Körper  duroh  eine  Ebene  begrenzt,  sonst 
aber  unbegrenzt  ist,  so  nehmen  wir  in  Bezug  auf  diese  Ebene 
das  Spiegelbild  p'  von  p  und  bezeichnen  mit  r*  die  Entfernung 
fe  P')  j  dann  genügt 

woraus  man  z.  B.  die  Resultate  des  §.  40  leicht  wieder  herleiten 
kann. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Function  y  bilden  für  ein 
Polyeder,  das  von  ebenen  Flächen  begrenzt  ist,  und  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  durch  wiederholte  Spiegelung  an  den  Grenz- 
flächen der  unendliche  Raum  einfach  ausgefüllt  wird,  z.  B.  für 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon  (auch  einige  Tetraeder  haben 
diese  Eigenschaft). 

§.  52. 
Berücksichtigung  der  äusseren  Leitung. 

Wir  wollen  uns  jetzt  noch  mit  der  Wärmebewegung  in  einer 
Kugel  unter  Berücksichtigung  der  äusseren  Leitung  beschäftigen. 
Die  Temperatur  der  Umgebung  setzen  wir  als  constant  voraus 
und  wählen  sie  zum  Nullpunkt.  Ist  dann  k  die  innere,  h  die 
äussere  Leitfähigkeit,  die  wir  hier  als  Constanten  ansehen,  so 
haben  wir  nach  §.  33,  IV,  wenn  n  die  nach  innen  gerichtete 
Normale  bedeutet,  die  Oberflächenbedingung  für  die  Temperatur  u 

(1)  kp-  =  hü 


^'9 
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oder,  wenn  wir  k  :  h  =  1  setzen 

worin  l  eine  constante  Länge  ist,  und  die  Oberflächen werthe 
einer  Function  durch  einen  darüber  gesetzten  Strich  bezeichnet 
werden. 

Es  sei  der  Körper,  den  wir  betrachten,  eine  Kugel  von  dem 
Radius  c,  und  wir  nehmen  zunächst  den  Fall,  dass  die  Function 
u  nur  eine  Function  Ton  r  und  t,  also  in  concentrischen  Schichten 
constant  sei.  Dann  fällt  n  in  (2)  mit  — r  zusammen,  und  wenn 
wir  hierin  nach  §.  60  (4) 

(3)  V  =  ru 

setzen,  so  geht  die  Bedingung  (2)  in  folgende  über: 

Demnach  haben  wir  die  Function  v  den  folgenden  Bedin- 
gungen gemäss  zu  bestimmen: 

,     dv  _    ^  8»t? 

U.      v  =  rF{r),         für  t  =  0, 

"'•    ^  +  (7-7)^'^^^"^  =  '' 
IV.      t;  =  0,  für  r  =  0, 

worin  F(r)  eine  willkürliche  Function  ist,  die  den  Anfangs- 
zustand ausdrückt 

Wir  gehen  wieder  von  der  Particularlösung  der  Gleichung  I 
aus,  die  wir  schon  früher  benutzt  haben 

(5)  6-«'^**  sin  Ar, 

die  die  Bedingung  IV  befriedigt.  Damit  auch  die  Bedingung  III 
durch  diesen  Ausdruck  befriedigt  werde,  muss  X  so  gewählt 
werden,  dass  es  der  Gleichung 

(6)  X  cos  Xc  -{-(j j  sin  A  c  =  0 

genügt.  Es  muss  also  X  eine  Wurzel  der  transcendenten 
(rleichung  (6)  sein,  die  wir  daher  zunächst  zu  untersuchen 
haben. 

EianiAnii-Weber,  Partielle  Diflerentialgleiohuxigen.    IL  9 
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§.  53. 
Discussion  der  transcendenten  Gleichung. 

Um  die  Gleichung  (6),  §.  52  etwas  einfacher  darzustelleD, 
setzen  wir 

(1)  lc  =  q>,     j—l=p 

und  betrachten  g>  als  die  Unbekannte,  p  als  eine  gegebene  (kon- 
stante.   Unsere  Gleichung  lautet  dann 

■ 

(2)  9  cos  9  -f-  j)  sin  9  =  0. 

Die  Gleichung  hat  die  Wurzel  9  =  0.  Alle  anderen  Wur- 
zeln kommen  paarweise  entgegengesetzt  vor. 

Der  besondere  Fall  p  =  0  erledigt  sich  unmittelbar,  denn 
in  diesem  Fall  geht  (2)  in 

9  cos  <p  =  0 

über  und  hat  also  ausser  9  =  0  nur  die  ungeraden  Vielfachen 
von  ^^  zu  Wurzeln.  Sehen  wir  also  jetzt  von  diesem  Falle  ab, 
so  ist  die  Gleichung  (2)  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

(3)  0  =  tg  9  +  ^  =  0. 

Lassen  wir  9  von  irgend  einem  ungeraden  Vielfachen  von 
l^c  bis  zum  nächsten  gehen,  also  etwa 

(4)  von  n;r  —  -jr  bisn^-j-oi 

80  geht  tg  9  und  mithin  0  von  —  00  zu  -^  co  ^  und  muss  also 
wenigstens  einmal  durch  Null  gehen.  Es  Uegt  also  in  jedem 
dieser  Intervalle  wenigstens  eine  Wurzel  von  (3).  Da  wir  ans 
den  positiven  Wurzeln  von  (3)  die  negativen  sofort  erhalten,  be- 
schränken wir  uns  jetzt  auf  die  Betrachtung  positiver  Werthe 
von  9.     Wir  theilen  jedes  der  Intervalle  (4)  in  zwei  Theile,  von 

njr  —  -  bis  tiÄ  und  von  w«  bis  n«  -f-  -jr,  so  dass  die  Tangente 

von  9  im  ersten  negativ,  im  zweiten  positiv  ist  Dann  unter- 
scheiden wir  zwei  Fälle: 

1.   Ist  2?  <  0,  so  liegt  keine  Wurzel  von  O  in  dem  Intervall 
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n 
nn  —  ~  •  '  '  n%. 

2.   Ist  |)  >  0,  80  liegt  keine  Wurzel  von  *  in  dem  Intervall 

nar  .  .  .  n«  -[-  — , 
und  daraus  folgt 

3.  ixcO.    Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  nar ...  nar  -|-  — , 

4.  jp  >  0.  Eine  Wurzel  liegt  in  dem  Intervall  mt  —  ~  •  •  •  nn. 

Eine  Ausnahme  bildet  im  Falle  3.  das  erste  Intervall  von 
O  bis  -T^  weil  hier  9=0  selbst  eine  Wurzel  ist  In  diesem 
Falle  ist  für  unendlich  kleine  Werthe  von  9 

und  für  9  =  —  ist  0  =  -j-  ®'    Hieraus  ersieht  man: 

5.  Ist  0  >  j)  >>  —  1 ,    so    liegt    eine    Wurzel    in    dem 
Intervall  0  •  •  •  «• 

6.  Ist  |)  >>  0  oder  jp  <  —  1,  so  liegt  keine  Wurzel  in  dem 
Intervall  0  •  •  •  -^  • 

Dass  in  keinem  der  in  3.,  4.,  5.  angegebenen  Intervalle  mehr 
als  eine  Wurzel  liegen  kann,  lässt  sich  so  einsehen.  Wenn 
mehr  als  eine  Wurzel  in  einem  dieser  Intervalle  liegen  sollte, 
so  müssten  es  mindestens  drei  sein,  und  zwischen  je  zweien 
von  ihnen  müsste  <b  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  haben. 
Es  müsste  also 

d0_      1  \ 

dq>        cos^  9       P 

in  einem  solchen  Intervall  mindestens  zweimal  =  0  werden. 

Wenn  aber  p  positiv  oder  kleiner  als  —  1  ist,  so  kann  dieser 
Ausdruck  überhaupt  nicht  verschwinden,  und  wenn  p  =  l  oder 
ein  echter  Bruch  ist,  nur  einmal  in  einem  Intervall. 

Man  kann  sich  die  Lage  der  positiven  Wurzeln  von  O  sehr 
gut  graphisch  veranschaulichen,  wenn  man   (p   als  variable  Ab- 

9* 
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§.  63. 


scisse  in  einem  rechtwinkeligen  Coordinatensystem  ansieht  und 
die  zwei  Linien 


(5) 


r=  tg  9, 


9 


construirt.  Die  Gleichung  (3)  ist  dann  y  =  Y,  und  die  Wurzebi 
sind  also  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  dieser  beiden  Linien, 
von  denen  die  zweite  eine  durch  den  Nullpunkt  gehende  Ge- 
rade ist  (Fig.  9). 

Fassen  wir  das  Resultat  dieser  Untersuchung  kurz  zusammen, 
so  hat  sich  also  ergeben,  dass  die  transcendente  Gleichung  (2) 

Fig.  9. 


unendlich  viele  positive  Wurzeln  hat.    Für  p  =  0  sind  dies  die 

ungeraden  Vielfachen  von  -,  für  jj  >  0  liegt  von  den  Wurzeln 

je  eine  im  2*^,  4*«*,  6*«^  . .  .  Quadranten  und  zwar  so,  dass  sie 

sich   mit  wachsender  Grösse   den   ungeraden  Vielfachen  von  -^ 

schnell  annähern. 

Ist  p  ein  negativer  echter  Bruch,  so  liegen  die  Wurzeln  im 
1***,  3*«°,  6*^  .  .  .  Quadranten   und  nähern  sich  ebenfalls  den 

ungeraden  Vielfachen  von  -^  • 


(6)  ^=^41^1  +  ^  =  0. 
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Der  Fall  j)  <  —  1  kann  nach  der  Bedeutung  von  p  in 
unserem  physikalischen  Problem  nicht  vorkommen.  Mathe- 
matisch verhält  sich  der  Fall  aber  ebenso  wie  der  vorige,  nur  dass 
keine  Wurzel  im  ersten  Quadranten  liegt 

Die  Wurzeln  lassen  sich  nur  näherungsweise  berechnen,  was 
mit  Hülfe  der  trigonometrischen  Tafeln  ziemlich  leicht  ausgeführt 
werden  kann.  Bei  Euler,  „Introductio  in  analysin  infinitorum^, 
tomus  II,  cap.  XXII,  problema  IX,  ist  die  Aufgabe  für  p  =  1 
behandelt. 

Wir  wollen  noch  die  Frage  beantworten,  ob  unsere  Gleichung 
0  =  0  rein  imaginäre  Wurzeln  haben  kann ;  auf  die  Frage  nach 
den  complexen  Wurzeln  werden  wir  später  zurückkommen.  Wir 
setzen  also  9  =  i|  und  erhalten  aus  (3)  die  Gleichung 

Diese  Gleichung  hat  die  Wurzel  $  =  0  und  es  fragt  sich, 
ob  sie  noch  andere  reelle  positive  Wurzeln  hat.  Wir  bilden  zu 
diesem  Zwecke  den  Differentialquotienten 

dS  _  4  l 

dieser  Ausdruck  verschwindet  nur,  wenn 

,„         (tjfi)' = _ 

ist  Dies  tritt  niemals  ein,  wenn  p  positiv  oder  ein  negativer 
echter  Bruch  ist  und  in  diesen  Fällen  kann  also  tS  von  Null  an 
nur  wachsen.  Es  hat  also  S  ausser  0  keine  reelle  Wurzel. 
Wenn  dagegen  p  <C  —  1  ist,  so  hat  die  Gleichung  (7)  eine,  aber 
auch  nur  eine  reelle  positive  Wurzel.  Die  Function  S  wächst 
anfangs  und  nimmt  dann  fortwährend  (bis  —  qo)  ab.  Es  hat 
also  (6)  eine  und  nur  eine  positive  Wurzel. 

Die  Gleichung  (3)  hat  daher  nur  in  dem  Falle  p  <  —  1, 
der  für  das  physikalische  Problem  nicht  von  Interesse  ist,  zwei 
conjugirte,  rein  imaginäre  Wurzeln.  Dies  war  zu  erwarten,  denn 
lässt  man  p  stetig  wachsend  durch  —  1  hindurchgehen,  so  dreht 
sich  die  gerade  Linie  unserer  Figur  9  um  den  Nullpunkt.  Bei 
1)  =  —  1  fallen  zwei  Wurzeln  in  den  Werth  0  zusammen,  und 
werden  bei  weiterer  Drehung  imaginär. 


P 
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§.  54. 
Bestimmung  der  Goefficienten. 

Wir  haben  in  §.  52  gesehen,  dass  die  Function 

(1)  6-«'^'*  sin  Ar, 

wenn  X  eine  Wurzel  der  transcendenten  Gleichung 

(2)  AcobAc  +  (y j  sinAc  ==  0 

oder 

,  tgXc         cl  c 

ist,  für  V  gesetzt,  den  Bedingungen  I,  III,  IV  genügt  Bezeichnen 
wir  die  positiven  Wurzeln  dieser  Gleichung,  der  Grösse  nach 
geordnet,  mit  A^,  A,,  A3,  .  .  .,  so  genügt  denselben  Bedingungen 
auch  eine  Summe  von  der  Form 


00 


(4)  ^  =  ^  -^n  c-«*^»*  sin  An  r, 


n=l 


worin  die  An  unbestimmte  Goefficienten  sind.  Es  fragt  sich ,  ob 
man  diese  Goefficienten  so  bestimmen  kann,  dass  auch  noch  die 
Bedingung  II: 

;  v  =  rF{r)    für    t  =  0 

befriedigt  ist,  wenn  F{r)  eine  willkürliche  Function  von  r  ist 
Nach  (4)  müsste  also 

(6)  rF(r)=  ^AnSinXnr 

n  =  l 

sein.  Dies  ist  eine  Entwickelung  der  Function  rF{r)  ganz  analog 
der  Fouri  er 'sehen.  Wir  setzen  hier  die  Möglichkeit  einer  solchen 
Entwickelung  für  die  Function  rF(f)  voraus,  und  suchen  die 
Goefficienten  An  zu  bestimmen.  Wir  multipliciren  beide  Seiten 
der  Gleichung  (5)  mit  sin  Xn^if  dr  und  integriren  zwischen  den 
Grenzen  0  und  c. 

Es  ist  aber 
(6)        sin X^ r  sin knf  =  \ [cos (A,«  —  A«) r  —  cos (A«  +  A^) r], 

und  folglich,  wenn  m  von  n  verschieden  ist, 
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e 

1 


0 

—  A»t  cos  X^c  sin  A^ c  -|-  A,»  sin X^cco^  A^ c 

^m  ""   ^ 

und  dies  verschwindet,  da  A,«,  A,»  verschiedene  positive  Wurzeln 
der  Gleichung  (3)  sind.     Wir  haben  also: 


c 


(7)  I  sin  A,n  ^  sin  Anf  dr  ==  0,    w  ^  n. 

0 

Ist  aber  m  =  n,  so  ergiebt  sich  aus  (6) 

,  .    ,      ..        1  —  cos2A,nr 
(sm  A^  r)a  = ^ — 

und  daher 

c 

f  /  •     1     \o  j  c        sin  2  A„  c 

J(8mA„r)«(ir  =  ^-^^^. 

0 

Es  ist  aber,  da  A«  der  Gleichung  (3)  genügt 

und  folglich  ist 

/ox  f  -.  •    ,      N.  j  c  A«,  c*  Z»  +  c«  —  Z« 

(8)  J  (8mA„r)«dr  =  ^  -xl^^-j^J^ZI^.' 

0 

Das    Resultat    der    vorgenommenen    Integration   beschränkt 
sich  also  auf  der  rechten  Seite  auf  ein  Glied,  und  wir  erhalten 


e 


oder 


r  J?'(r)  sin  A„r  dr  =  ^„  ^  Xl^^+JT-^ 


0 

Geben  wir  den  Coefficienten  in  der  Reihe  (4)  die  durch  (9) 
ausgedrückten  Werthe,  so  genügt  die  Function  v  den  sämmt- 
lichen  Bedingungen. 
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Vorausgesetzt  ist  hier  freilich,  dass  die  Function  rF{r)  sich 
überhaupt  in  eine  Reihe  von  der  Form  (5)  entwickeln  lässt  Dies 
ist  für  solche  Functionen,  die  sich  in  Fourier'sche  Reihen  ent- 
wickeln lassen,  mit  Benutzung  eines  Gedankens  von  Ghristoffel 
durch  Fudzisawa  nachgewiesen  i). 

Wir  wollen  noch  einige  Bemerkungen  an  die  gefundenen 
Formeln  knüpfen.  Aus  (4)  ergiebt  sich  für  die  Temperatur  t* 
selbst  die  Formel 

(10)         u  =  Äi  e"^  ^1  * 1-  A2  c-*^a  * f-  •  •• 

T  T 

Hierin   ist   X^c  <Z  Jt   und    folglich    auch  Ai  r  <c  «•     Es  ist 

aber 

d  sin  Ai  r r  k^  cos  Ai  r  —  sin  ki  r 

dr      r       ■*"  "~r«  " ' 

also  negativ,  so  lange  Aj  r  <  «  ist.  Demnach  nimmt  der  Factor 
des  ersten  Gliedes  sin  A^r/r  mit  wachsendem  r  stetig,  ab,  und 
zwar 

sm  A  c  A 

▼on  Ai  bis  —  =  -. —   ^  Fnach  (3)1. 

c  Vpa  +  Ai'c«  ■■  ^  ^■' 

Es  ist  ferner,  da  der  Fall  jp  <  —  1  nicht  vorkommt, 

^iC<2'         A3C>5r,  fürjp<0, 

A,  c  <  ;r,  Aa  c  >  ^ ,  für  p  >  0, 

also  unter  allen  Umständen 

folglich  ist 

und  ebenso  ergiebt  sich  aus  §.  53,  3.,  4.  für  ein  grösseres  An 

a,2  Q,9  a«(2n~8)(n -!)><«< 

Diese  Verhältnisse  nehmen  also  mit  der  Zeit  sehr  rasch  ab, 
und  wenn  also  der  Bruch 


a^nU 


^)  lieber  eine  in  der  Wärmeleitungstheorie  auftretende ,  nach  den 
Wurzeln  einer  transcendenten  Gleichung  fortschreitende  Beihe  (Inaugural- 
dissertation der  Universität  Strassburg  1886),  Journal  of  the  College  of 
Science  Imperial  üniversity,  Japan,  vol.  II. 
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gyr 

C 

einen  hinlänglich  grossen  Werth  hat,  so  wird  schon  das  erste 
Glied  der  Reihe  (10)  die  Temperatur  mit  genügender  Genauig- 
keit darstellen,  also 

.          a,2*  sin  A,  r 
u  =  Ai  er^  K* — 

T 

gesetzt  werden  können.  Dies  wird  um  so  früher  erlaubt 
sein,  je  kleiner,  bei  sonst  gleichen  Verhältnissen,  der 
Radius  c  der  Kugel  ist. 

Mit  wachsender  Zeit  wird  sich  auch  das  erste  Glied  der 
Grenze  Null  nähern,  und  schliesslich  wird  die  ganze  Kugel  die 
Temperatur  der  Umgebung  annehmen. 

Es  ist  hier  vorausgesetzt,  dass  A^  von  Null  verschieden  ist. 
Wäre  J-i  =  0,  so  würde  das  zweite  Glied  ausschlaggebend  sein. 
Es  würde  dann  also  die  Temperatur  noch  weit  schneller  der 
Grenze  Null  zustreben. 

Wenn  der  Radius  c  im  Vergleich  zur  Länge  l  unendlich 
wird,  dann  gehen  die  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung 
§.  53  (3),  wie  ein  Blick  auf  die  Fig.  9  lehrt,  in  die  ungeraden  Viel- 
fachen von  \%  über.  Führt  man  den  Grenzübergang  aus,  so  er- 
giebt  sich  die  Lösung  des  Problems,  das  wir  im  §.  38  auf  andere 
Weise  behandelt  haben. 

Die  Formeln,  die  wir  für  die  Bestimmung  der  Constanten  der 
Entwickelung  von  v  abgeleitet  haben,  erlauben  uns,  eine  Lücke 
zu  ergänzen,  die  in  der  Discussion  der  transcendenten  Gleichung 
geblieben  ist,  nämlich  den  Nachweis  zu  fuhren,  dass  diese  Glei- 
chung keine  complexen  Wurzeln  hat.  Es  hat  sich  nämlich  er- 
geben, dass,  wenn  A,  V  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  sind, 
und  A3  von  A'»  verschieden  ist,  immer 


e 


(11)  I  sin  Ar  sinA'rdr  =  0. 

0 

Dies  würde  auch  noch  gelten,  wenn  A  und  A'  complex  wären. 
Wenn  aber 

A  =  a  -f"  Z'* 

eine  Wurzel  ist,  so  ist  auch 
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eine  Wurzel,  und  es  wird 

sin  Ar  =  ü  -f-  Si^ 
sin  k'r  =  B  —  Si, 

worin  R  und  S  reelle  Grössen  sind.  Dann  würde  aber  aus  (11) 
folgen 

0 

was  nur  möglich  ist,  wenn  R  und  S  yerschwinden.  Es  könneB 
also  complexe  Wurzeln  nicht  vorhanden  sein.  Die  Frage  der 
rein  imaginären  Wurzeln  ist  bereits  oben  erledigt. 


§.  55. 

Wärmeleitung  in   einer  Kugel  bei  gegebenem 

Anfangs  zu  st  and. 

Wir  wollen  noch  ein  auf  die  Kugel  bezügliches  allgemeineres 
Problem  der  Wärmeleitung  behandeln ,  das  uns  ein  schönes  Bei- 
spiel für  die  Anwendung  der  Kugelfunctionen  bietet.  Das  Pro- 
blem besteht  darin,  dass  der  Anfangszustand  im  Inneren  der 
Kugel  eine  gegebene  Function  F  des  Ortes,  also  der  drei  Coor- 
dinaten  r,  ^,  q>  sei,  während  die  Temperatur  der  Oberfläche 
constant  auf  Null  gehalten  \rird. 

Es  ist  dann  die  Differentialgleichung  §.  50  (2) 

(u        ^—   4^'^^  \       ^  d»  . 1      d^u 

^^       '^  dt  ~  ^  \dr^  "^  r  sind-       dd-       "•"  rsin'-^-^  d(p^ 

unter  den  Bedingungen  zu  integriren: 

u  =  0    für    r  =  1 , 
^^  u  =  F  für   t  =  0, 

wenn  der  Einfachheit  halber  der  Kugelradius  =  1  gesetzt  wird. 
Wir  suchen  ein  particulares  Integral  in  der  Form 

(3)  u=TRX, 

worin  T  nur  von  f,  JB  nur  von  r,  X  von  -ö*  und  9  abhängig  sei. 
Setzt  man  also   (3)  in  (1)  ein  und  dividirt  durch  rTBXy 
so  ergiebt  sich 
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1  ar         a2  d^rR 


w 


T  dt        rB    dr^ 


r^X  ysina-       dd'  '    sin«-»-  dtp* 

Wir  machen  nun  weiter  die  Annahme,  dass  X  eine  Kugel- 
function  n*»'  Ordnung  sei,  und  also  der  Gleichung 

^   .    t^dX 

genüge  [Bd.  I,  §.  113  (7)].    Dann  geht  (4)  über  in 

'^  ^  T  dt  ~  rR    dr^  r»         ' 

und  da  die  eine  Seite  dieser  Gleichung  nicht  von  r,  die  andere 
nicht  Yon  t  abhängt,  so  müssen  beide  gleich  einer  Gonstanten 
—  X^a*  sein.    Dadurch  ergiebt  sich 

oder,  was  dasselbe  ist 

^  '  dr*    '    r  dr    '    l     .  *•"  •     J 

(10)  'f-L  +  h .  _  !K!L+1)1  B  =  0. 

Die  Integration  der  Gleichung  (7)  ergiebt 

(11)  T=e-^'«**, 

woraus  man  schliesst,  dass  k^  positiv   sein  muss,  da  T  mit  der 
Zeit  abnehmen  muss.     Wenn  wir  femer 

Ar  =  a; 

setzen,  so  erhält  die  Gleichung  (8)  die  Form: 

™     I  ^^ + [•  -  "-^> = »• 
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Setzt  man  endlich  noch 

so  ergiebt  sich  für  die  Function  8  die  Differentialgleichung 

(13).      ^+i§^+ri_^+-i)!ls=o, 

^     ^  dx^  ^  X  dx  ^  l  4^2      J  ' 

und  da  J2  für  a;  =  0  nicht  unendlich  werden  darf,  so  muss  5(0) 
verschwinden.  Die  Gleichung  (13)  hat  nun  genau  die  Form  der 
Differentialgleichung  für  die  Bessel' sehen  Functionen  [Bd.  L 
§.  69  (12)],  nur  dass  die  Ordnungszahl  keine  ganze  Zahl,  sondern 
n  -f-  V«  ^s*'  M^^  kann,  wie  dort,  zeigen,  dass  nur  eines  der 
beiden  particularen  Integrale  inr  x  =  0  endlich  bleibt.  Man 
findet  einen  Ausdruck  für  diese  Function  geradezu  aus  der 
Potenzreihe  für  die  Bessel'sche  Function  Jn(x)^  wenn  man  n 
durch  n  -|-  Va  ersetzt  und  man  erhält,  da  es  auf  einen  con- 
stanten  Factor  nicht  ankommt  [Bd.  I,  §.  68  (3)] 

^  (—  1)"  a:2v 


S(x)  —  ^""^''•^2.4...2i/(2n4-3)(2n  +  5)...(2n-f  2v  +  ir 

ein  Ausdruck,  von  dem  man  leicht  nachweist,  dass  er  der  Glei- 
chung (13)  wirklich  genügt 

Demnach  wird  die  Lösung  der  Gleichung  (12) 

(14)    iJ  (j;)  =  a?"  ^  ö-r~9 1779  i^äTäST^^rirM 


e^2.4...2i/.(2w+3)(2w-j-5)...(2n  +  2v+l) 


§.  56. 
Geschlossene  Ausdrücke  für  die  Function  JJ. 

Wenn  man  die  halbconvergenten  Entwickelungen,  die  wir 
früher  für  die  Bessel'schen  Functionen  aufgestellt  und  unter- 
sucht haben,  auf  diese  Functionen  S  zu  übertragen  sucht,  so 
kommt  man  zu  dem  merkwürdigen  Resultat,  dass  diese  Reihen 
abbrechen  und  also  geschlossene  Ausdrücke  für  diese  Functionen 
liefern.  Um  diese  Entwickelungen  zu  finden,  setzen  wir  in  der 
Differentialgleichung  (8),  §.  55 

(1)  rE  =  e»'^'-<r>, 

wodurch  sich  für  O  die  Differentialgleichung  ergiebt 
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(2)  ^  +  2a^-*^^^)<i>  =  o. 

^  ^  dr^    '  dr  r^ 

Da  wir  auf  einen  geschlossenen  Ausdruck  kommen,  so  ist 
es  gleichgültig,  ob  man  hier  nach  fallenden  oder  nach  steigenden 
Potenzen  yon  r  entwickelt.    Thun  wir  das  letztere  und  setzen 


00 


a>  =  2  a^r-''-^^ 


so  ergiebt  sich: 


v  =  0 


d0  ^ 


—   ==      ^a.(n  — v)(n  — v  +  l)r-~  +  ''-^ 


v=0 


Demnach  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  (2) 


OD 


—  2j^  [w(n  +  1)  --  (n  —  i/)(n  —  v  +  1)]  r-~  +  ''-« 

OD 

—  2tA^  ar{n  —  v)  y-n  +  t^-i^ 

und  dies  soll  identisch  verschwinden.  In  der  ersten  dieser 
Summen  verschwindet  aber  das  erste  Glied  mit  v  =  0,  und  wir 
können  daher  auch  mit  der  Summation  bei  v  =  1  beginnen. 
Setzen  wir  dann  in  der  zweiten  Summe  v  —  1  für  i;,  und  be- 
achten die  Identität: 

n(n  -\-  1)  —  (n  —  v)  (n  —  v  +  1)  =  v  (2 n  —  v  +  1)» 
80  folgt: 


OD 


2  r-»  +  *-«  [o.  V  (2n  —  V  +  1)  +  2  a  a._i  (n  —  v  +  1)]  =  0, 

also: 

.  n  —  v+1 

v(2n  —  v  +  1) 
und  wenn  man  ao  =  1  setzt,  so  ergiebt  sich  hieraus: 

m     a—(     liJiV n(n  — l)...(n  — y  +  l) 

(3)     a,_(-2iA)    i.2....i;.2n(2n-l)...(2n-i;  +  l)- 

Man  sieht  hieraus,  dass  an  +  i  und  alle  höheren  Oy  ver- 
schwinden, und  dass  demnach  die  Reihe  0,  die  so  dargestellt 
werden  kann: 
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i^^)v  —  T-    ^^\,     ''*'''^M.2...v  2n(2n— l)...(2n-v+lj' 

nach  dem  (n  -|-  1)*^  Gliede  abbricht  i). 

Wenn  man  in  der  Summe  (4)  die  Reihenfolge  der  Summa- 
tion  umkehrt,  oder,  was  dasselbe  ist,  v  durch  n  —  v  ersetzt,  so 
erhält  man: 

(-2a)-*  =  i](-2ar)-V P^^-!i,P^c^^ 

^0  (n— v)!(n-|-v+l)(«H-v-f-2)...2n 

ein  Ausdruck,  der  sich  mit  Benutzung  des  Zeichens  77  einfacher 
so  darstellen  lässt: 

^(2n);fj'-  n(n-v)i7(v) 

Demnach  erhalten  wir  als  particulares  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung §.  55  (8),  wenn  wir  einen  constanten  Factor  weg- 
lassen : 

(5)  Br  =  e^'r  y;  (_  2;ar)-'      ■"(«+»') 


nin-v)n(yy 

und  das  zweite  particulare  Integral  erhält  man,  wenn  man  t  mit 
—  i  vertauscht. 

Man    kann   diesem  Resultate    verschiedene   andere  Formen 
geben,  unter  denen  wir  noch  eine  hervorheben  wollen: 

Wir  setzen  in  der  Differentialgleichung  §.  55  (9) 
und  erhalten  daraus  die  Differentialgleichung  für  Xni 

oder  wenn  man 

(7)  k^r^  =  2x 

setzt: 

Differentiirt  man  diese  Formel  nochmals  nach  x  und  setzt 


^)  PoisBon,  Theorie  mathematique  de  la  chaleur.    Nr.  82  (1835). 
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dXn 


dx 


=  x;, 


so  folgt 

(9)  2a:^«  +  (2n  +  5)^+X;  =  0, 

und  diese  Gleichung  gebt  aus  (8)  bervor,  wenn  man  n  durch 
n  -f-  ^  ersetzt.  Ist  also  Xn  eine  Lösung  von  (8),  so  ist  dXn/dx 
eine  Lösung  von  (9),  und  daraus  ergiebt  sich 

(10)  ^-  =  ^' 

und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel: 


d^Xo 


doö^ 
Für  Xo  erhalten  wir  aus  (6)  die  Gleichung: 


ßtUr 


und  diese  Gleichung  ist  befriedigt  durch 

Xo  = 

r 

und  folglich  ergiebt  sich 

worin  x  durch  (7)  als  Function  von  r  bestimmt  ist. 

Verwandelt  man  i  in  — i,  so  erhält  man  sowohl  aus  (12) 
als  aus  (4)  ein  zweites  particulares  Integral  und  wir  können 
hiemach  die  Differentialgleichung  §.  55  (8)  durch  diese  ge- 
schlossenen Ausdrücke  vollständig  integriren. 

Wenn  man  in  (12)  i  mit  — i  vertauscht  und  dann  die  Summe 
und  die  Differenz  der  beiden  Ausdrücke  nimmt,  so  erhält  man 
zwei  particulare  Integrale  der  Differentialgleichung  §.55  (8)  in 
reeller  Form: 

T>         ^    ^~  COS  Ar  ^  _    d»    sinAr 

^  d7S^      T     '  ^  da;"      r     ' 

von  denen  das  zweite  bei  der  Entwickelung  nach  steigenden  Po-  \ 
tenzen  von  r  keine  negativen  Potenzen  ergiebt,  weil  die  Reihe  v 
für  sin  Ar/r  keine  negativen  Potenzen  enthält  ] 
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§.  57. 
Integraleigenschaften  der  Function  R. 

* 

Für  die  FuDction  ß  gelten  gewisse  Sätze,  die  wir  zur  Lösung 
unserer  Aufgabe  nöthig  haben,  die  ganz  analog  sind  den  Sätzen^ 
die  wir  früher  über  die  B  es  sei' sehen  Functionen  abgeleitet 
haben  (Bd.  I,  §.  79). 

Es  seien  zunächst  A',  k'^  zwei  beliebige  Grössen  und 

Bi  =  B(k'r%    R^  =  B(k"r). 
Dann  bestehen  nach  §.  55  (10)  die  DifferentialgleichuDgen: 


dr« 


dr 


dr^ 


dr 
dR^ 


^=-{^"^-"-^^)^r^ 


d\ 

und  wenn  man  die  erste  mit  ü^,  die  zweite  mit  R^  multipUcirt 
und  subtrahirt 

Wenn  wir  diese  Formel  in  Bezug  auf  r  zwischen  den  Grenzen 

0  und  1  integriren  und  mit  R' {x)  den  DifiPerentialquotienten  von 

R{x)  bezeichnen,  so  folgt: 

1 

(1)  (A'a  — r «)  f  R  (A'  r)  R  (r  r)  r«  dr 

0 

=  rR{k')R\k'*)  —  k'R{k'')R(k'). 

Wenn  nun  k\  k"  zwei  Wurzeln  der  transcendenten  Gleichung: 

(2)  R{k)  =  0 

bedeuten,  und  A'^  —  A"«  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  aus  (1) 
die  erste  der  gesuchten  Relationen: 

(3)  [  R(k'r)R{k''r)r^dr  =  0, 

0 

woraus  man  schliessen  kann,  dass  die  Gleichung  (2)  keine  com- 
plexen  Wurzeln  hat  (vergl.  §.  54).     Dass  sie  auch  keine  rem 
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imaginären  Wurzeln  haben  kann,  sieht  man  unmittelbar  aus  der 
Reihe  (14),  §.  55.  Dagegen  hat  sie  unendlich  viele  reelle  Wurzeln, 
von  denen  hier  nur  die  positiven,  denen  die  negativen  gleich 
und  entgegengesetzt  sind,  berücksichtigt  zu  werden  brauchen. 
Man  schliesst  dies  am  einfachsten  aus  dem  Satze  §.  25,  4.,  wenn 
man  die  Differentialgleichung  für  R  in  der  Form  §.  55  (12)  an- 
nimmt.   Da  der  CoefBcient  1 ^ — ^ — ^,  sobald  x  >  \n  (n  + 1) 

ist,  immer  positiv  bleibt,  so  hat  diese  Differentialgleichung  nach 
dem  erwähnten  Satze  oscillatorische  Integrale. 

Setzen  wir  aber  zunächst  für  A"  eine  Wurzel  A  der  Glei- 
chung (2)  und  lassen  dann  k'  gleichfalls  in  X  übergehen,  so  er- 
hält man  aus  (1)  duroh  Differentiation  nach  A': 


1 
(4)  {  B (Ar)» r^dr  =  l[R' (A)]». 


§.  58.   . 
Lösung  des  Wärmeproblems  für  die  Kugel. 

Um  nun  das  in  §.  55  gestellte  Problem  vollständig  zu  lösen, 
lassen  wir  n  alle  ganzen  Zahlen  von  Null  bis  unendlich  durch- 
laufen, und  nehmen  zu  jedem  n  die  Kugelfunction  X^^\  die  2  n-j- 1 
willkürliche  Constanten  enthält  [Bd.  I,  §.  115  (12)].  Zu  jedem 
n  nehmen  wir  die  sämmtlichen  positiven  Wurzeln  A»  der  Glei- 
chung §.  57,  (2),  und  bilden  dann  die  Summe  aller  particularen 
Integrale  §.  55,  (3).    Dadurch  erhalten  wir 

(1)  ^  =  2  S  ^"'~"''  ^  (^»  *^)  ^^"^' 

und  hierdurch  ist  nicht  nur  die  Differentialgleichung  (1),  sondern 
auch  die  erste  der  Bedingungen  (2),  §.  55  befriedigt.  Es  bleiben 
demnach  die  Kugelfünctionen  X(">  so  zu  bestimmen,  dass  auch 
die  zweite  dieser  Bedingungen 

(2)  F='^^R(Kr)X^''^ 

befriedigt  wird. 

Nun  können  wir  aber  nach  Bd.  I,  §.  112  (4)   die  Function 
F  für  ein  unbestimmtes  r  nach  Kugelfünctionen  entwickeln: 

Biemann-Weber,  FartleUe  Differentialgleichungen.   IL  ]q 


V 
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(3)  ^=  i;  ^^^1  JiP.(co8y)do, 

oder 

fi 

(4)  i^  =  2  ^^"^' 
wenn 

(5)  r^-'  =  '-^JF,P.(co8y)do 

ist.  Hierin  bedeutet  y  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Rich- 
tungen nach  |}  und  nach  g,  und  do  ist  das  auf  der  Richtung  g 
liegende  Element  der  Einheitskugel.  Diese  Functionen  7<^">  sind 
Eugelfunctionen,  in  denen  die  Constanten  noch  von  r  abhäugig 
sind,  und  wenn  die  Function  F  gegeben  ist,  haben  wir  also 
auch  die  Functionen  Y(*^>  als  gegeben  anzusehen.  Die  Vergleichnng 
von  (2)  und  (4)  ergiebt  nun 

(6)  F«)  =  ;22J(A,r)X(-), 

und  wenn  wir  mit  einem  bestimmten  Jf2(iln  r)r*dr  multipliciren 
und  von  r  =  0  bis  r  =  1  integriren,  so  erhalten  wir  nach  deo 
Integralformeln  (3)  und  (4)  §.  57 

1 

(7)  \  B  (A„)a  X(")  =  [  r(~)  JJ  {K  r)  r » dr, 

0 

wodurch  auch  X^*»>  bestimmt  ist. 


DRITTES  BUCH. 


ELASTICITÄTS-THEORIE 
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Allgemeine  Theorie  der  Elastioität. 


§.  59. 
Aeussere  Kräfte  und  innere  Druckkräfte. 

Wir  haben  im  neunten  Abschnitt  des  ersten  Bandes  die 
geometrischen  Eigenschaften  stetiger  Ortsveränderungen  inner- 
halb einer  einen  Raumtheil  stetig  erfüllenden  Materie  betrachtet. 
Wollen  wir  diese  Sätze  auf  physikalische  Probleme  anwenden,  so 
müssen  wir  also  eine  stetige  Erfüllung  des  Baumes  voraussetzen, 
was  möglicherweise,  wenn  die  atomistische  Anschauung  im  Rechte 
ist,  der  Wirklichkeit  nur  angenähert  entspricht. 

Unter  diesem  Vorbehalt  sind  die  erwähnten  Sätze  anwendbar 
aaf  Flüssigkeiten  und  Gase,  auf  zähe  Substanzen  und  elastische 
Körper. 

Von  den  geometrischen  Betrachtungen  müssen  wir  zu  dyna- 
mischen übergehen,  um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes 
und  der  Bewegung  solcher  Substanzen  unter  dem  Einfluss  von 
Kräften  in  Form  von  Di£ferentialgleichungen  aufzustellen.  Wir 
beginnen  mit  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes.  Wir  denken 
tms  also  einen  begrenzten  Raum  r  stetig  mit  einem  Stoff  erfüllt, 
dessen  Theile  beweglich  sind,  und  diesen  nichtstarren  Körper 
imter  dem  Einfluss  von  Kräften,  die  theils  auf  sein  Inneres,  theils 
auf  die  Oberfläche  wirken,  im  Gleichgewicht.  Im  Inneren  möge 
auf  ein  Massenelement  Qdr  eine  Kraft  wirken,  deren  Gompo* 
nenten  nach  drei  rechtwinkligen  Axen  mit 

(1)  gdtX^        QdvY^        gdtZ 
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bezeichnet  werden.  Es  bedeutet  hierin  q  die  Massendichtig- 
keit, und  X,  F,  Z  sind  dann  die  auf  die  Masseneinheit  bezogenen 
Eraftcomponenten. 

Gegen  die  Oberfläche  0  von  r  wirken  von  aussen  angebrachte 
Druckkräfte,  und  wir  bezeichnen  die  Gomponenten  des  gegen  ein 
Oberfiächenelement  do  wirkenden  Druckes  mit 

(2)  Xdo,        Ydo,        Zdo^ 

so  dass  X,  F,  Z  die  Gomponenten  des  auf  die  Flächeneinheit 
bezogenen  Druckes  sind.  Dieser  äussere  Druck  steht  natürlich 
im  Allgemeinen  nicht  senkrecht  auf  der  Oberfläche.  Ist  Pdo 
die  Grösse  der  Druckkraft,  so  wird  seine  Richtung  durch 

X  =  Pcos(P,  X),     T  =  Pcos(P,  y),    Z  =  Pco8(P,  z) 

bestimmt.  Nach  W.  Voigt  bezeichnen  wir  die  X,  T,  Z  als 
äussere  Volumkräfte,  die  X,  F,  Z  als  äussere  Flächen- 
kräfte i).  Die  Kräfte  X,  F,  Z,  X,  T,  Z  denken  wir  uns  ge- 
geben und  nennen  sie  die  „äusseren  Kräfte'^.  Diesen  äusseren 
Kräften  wird  das  Gleichgewicht  gehalten  durch  die  „inneren 
Kräfte",  die  durch  die  Einwirkung  der  äusseren  Kräfte  her- 
vorgerufen werden,  und  einen  Spannungszustand  erzeugen. 

Um  diese  inneren  Kräfte  und  die  allgemeinen  Voraussetzungen 
genauer  zu  charakterisiren ,  denken  wir  uns  aus  dem  Räume  t 
durch  eine  beliebige  geschlossene  Fläche  Sl  einen  Raum  t*  ab- 
p.     ^Q  gegrenzt.    Nehmen  wir  nun,  ohne  Ver- 

änderung  der  Kräfte   X,    T,   Z  den 
Theil  t"  von  r  hinweg,  der  ausserhalb 
r'  liegt,  so  werden  wir,  um  das  Gleich- 
gewicht    wieder     herzustellen,     neue 
Kräfte  hinzufügen  müssen.  Wir  wollen 
annehmen,     dass    das    Gleichgewicht 
herstellbar  sei  durch  Flächenkräfte, 
die  gegen  die  Elemente  da  der  Fläche  Sl 
wirken,  und  dies  sind  die  inneren  oder  molecularen  Druck- 
kräfte, die  man  als  die   Wirkung  des  Raumes  r"  auf  r'    be- 
trachten kann.    Ist  v  die  Richtung  der  Normale  an  dco,  von  %' 


*)  W.  Voigt:  Der  gegenwärtige  Stand  unserer  Kenntaisse  derErystaü- 
elasticität.  Referat  für  den  internationalen  physikaliBcben  Congress  in  Paris 
vom  6.  bis  12.  August  1900.    (Göttinger  Nachrichten  1900,  Heft  3.) 
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nach  r"  positiv/ gerechnet  (Fig.  10),  so  bezeichnen  wir  den  Druck 
gegen  das  Eleme^Lilcp  und  seine  Componeaten  mit 

(3)  fUvda^^  Xydfo^       Y^dci,      Z^da, 

und  dies  sind  aier^räfte,  die  den  äusseren  Kräften  das  Gleich- 
gewicht halten,  und  die  den  Spannungszustand  charakterisiren. 

Wir  machen  über  die  inneren  Druckkräfte 
die  Annahme,  dass  sie  vollständig  bestimmt 
seien  durch  den  Ort  des  Elementes  d(o  und 
durch  die  Richtung  v  seiner  Normalen,  dass 
sie  also  nicht  abhängig  sind  von  der  Grösse 
und  Gestalt  des  Raumes  t',  wenn  dieser  Raum 
t'  nur  so  gewählt  wird,  dass  das  Element  dfo 
an  seiner  Grenze  liegt,  und  dass  die  Normale 
V  von  r'  nach  aussen  führt. 


§.  60. 
Gleichgewichtsbedingungen. 

Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  sind  die  inneren  Druck- 
kräfte an  die  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingungen  für  einen 
starren  Körper  gebunden;  denn  denken  wir  uns  den  Körper 
r*  erstarrt,  nachdem  er  durch  die  Druckkräfte  (3)  und  die 
äusseren  Kräfte  (1)  ins  Gleichgewicht  gesetzt  ist,  so  wird  da- 
durch ein  bestehendes  Gleichgewicht  nicht  gestört. 

Nun  hat  man  aber,  wenn  an  einem  System  starr  mit  ein- 
ander verbundener  Punkte  Kräfte  angreifen,  sechs  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  zu  befriedigen,  die  aus  der  Statik  bekannt 
sind^).  Diese  Bedingungen  lauten,  wenn  x^  y,  z  die  Coordinaten 
der  Angriffspunkte,  X,  F,  Z  die  Componenten  der  Kräfte  be- 
deuten : 

ZZ  =  0,  2;(yZ  —  zY)  =  ^, 

(1)  2;  r  =  0,  (2)  2:{zX  —  xZ)  =  o, 

£Z  =  0,  2:{xY  —  yX)  =  0. 

Die  drei  Summen  (1)  sind  die  Componenten  der  resul- 
tirenden  Kraft,  und  die  Summen  (2),  wenn  die  resultirende 

^)  Man  findet  diese  Bedingungen  in  jedem  Lehrbuche  der  Mechanik. 
Nach  Lagrange  (mdc.  analytique)  sind  sie  zuerst  von  d'AIembert  auf- 
gestellt; man  vergl.  z.  B.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte. 
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Kraft  im  Goordinatenanfangspunkt  angreift,  die  Componenten  des 
resultirenden  Drehungsmomentes. 

In  unserem  Falle  sind  die  zu  berücksichtigenden  Kräfte 
einerseits  die  äusseren  Kräfte  9  X,  p  Y ,  q  Z^  andererseits  die 
Druckkräfte  Xy,  Yy,  Zv  und  die  Summen  werden  zu  Integralen, 
die  sich  auf  das  Volumen  r*  und  auf  seine  Oberfläche  Sl  er- 
strecken. 

So  ergiebt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  (1) 

(3)  fpXdr'  +  ix^do}  =  0, 

wenn  dt'  die  Volumenelemente  von  r',  den  die  Oberflächenele- 
mente von  Ü  durchläuft,  und  v  die  nach  aussen  gerichtete  Nor- 
male bedeutet. 

Diese  Formel  wenden  wir  zunächst  an  auf  einen  unendlich 
kleinen  Gylinder  mit  den  beiden  Endflächen  dco  und  der  un- 
endlich kleinen  Höhe  h.  Ist  dann  n  die  Normale  an  die  Grund- 
fläche da}  dieses  Cylinders,  in  das  Innere  des  Cylinders  positiv 
gerechnet,  v  die  äussere  Normale  an  die  Peripherie  von  dd,  und 
ds  ein  Element  dieser  Peripherie,  so  ist  hda}  das  Volumen  des 
Gy linders j  und  der  Ausdruck  (3)  zerfällt  in  folgende  Bestandtheile: 

pXÄda>  +  Ä  (  Xrds  +(x_»+  X»  +  ^h\d(o, 

und  da  man  hierin  %,  unabhängig  von  dci,  unendlich  klein* an- 
nehmen kann,  so  folgt  aus  (3) 

oder  X„  -f  X.„  =  0 

(4)  Xn=-   X.„ 

und  darin  kann  n  jede  beliebige  Richtung  sein. 

Wenn  wir  den  bei   dieser  Betrachtung   benutzten  Gylinder 
an  die  Oberfläche  des  ursprünglich  gegebenen  Raumes  r  legen, 
Fig.  11.  so  haben  auf  der  einen  Grundfläche  die 

Flächenkräfte  die  gegebenen  Werthe 
§.  59  (2),  und  wenn  wir  also  die  nach 
aussen  gerichtete  Normale  an  die  Ober- 
fläche 0  von  r  mit  n  bezeichnen  (Fig.  1 1),  so 

ist  X  +  X_n  =  0  und  folglich  nach  (4) 

(6)  Xh  =  X. 

An  der  Oberfläche  also  müssen  die  inneren  Druck- 
kräfte mit  den  äusseren  übereinstimmen. 
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Wir  wenden  femer  die  Formel  (3)  auf  ein  unendlich  kleines 
Tetraeder  an,  dessen  drei  auf  einander  rechtwinkelige  Kanten,  von 
der  Ecke  aus  gerechnet,  mit  den  positiven  ^  Yig,  12. 
Coordinatenaxen  parallel  sind.  Ist  d  cd  die 
Hypotenusenääche  dieses  Tetraeders,  und  v 
die  nach  aussen  gerichtete  Normäte  an  diese, 
so  sind  die  drei  Eathetenflächen  (Fig.  12): 

d(Ox  ==  dc}cos(v,  ir), 
d(Oy  =  docos(i/,  y), 
d(Og  =  (2o)COs(i/,  jer), 

und  die  äusseren  Normalen  an  diese  drei  Flächen  fallen  init  der 
negativen  Xy  y,  ^er-Richtung  zusammen.  Da  nun  hier  wieder,  wenn 
man  das  Tetraeder  unendlich  klein  werden  lässt,  die  äussere 
Kraft  /p  Xdr  als  mit  dem  Volumen  proportional  unendlich  klein 
von  höherer  Ordnung  wird,  so  ergiebt  sich  aus  (3)  mit  Benutzung 
von  (4) 

(6)  Xw  =  Xaj  cos  (v,  x)  -|-  Xy  cos  (v,  y)  -|-  X,  cos  (v,  is). 

Diese  Formel  besagt,  dass  X«,  Xy,  X,  die  Gomponenten  eines 
Vectors  36  sind,  dessen  nach  einer  beliebigen  Richtung  v  genom- 
mene Componente  Xy  ist,  und  wenn  man  daher  auf  das  Flächen- 
integral  in  (3)  den  Gauss'schen  Integralsatz  anwendet  (Bd.  I, 
§.  89),  so  folgt 

(7)  f(^^+  divae)dr'  =  0. 

Diese  Formel  muss  nun  für  jeden  beliebigen  Raumtheil  r'  des 
ursprünglichen  Gebietes  r  gelten,  und  dies  führt  zu  den  in  jedem 
Punkte  von  t  gültigen  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 

(8)  pX  +  div3e  =  0. 

Diese  Betrachtung  gilt  auch  für  die  beiden  anderen  Gompo- 
nenten, und  80  erhält  man  aus  (6)  drei  Gleichungen: 

Xy  =  Xx  COS  (vre)  +  Xy  cos(ry)  +  X,  cos{vsi\ 

(9)  Tr  =  Yx  cos  (v  x)  +  Yy  cos  (v  y)  -f-  Yg  cos  (y  z), 
Zr  =  ZxOO^{vx)  +  Zy  cos(vy)  -|-  Za  cos(vjer). 

Die  Gleichungen  (8)  lassen  sich  explicite  so  darstellen: 
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(10)  ,r  +  ^  +  ^  +  |^  =  o, 

pZ  +  ^H- 1^  +  ^  =  0, 

und  aus  (5)  erhält  man  die  Oberflächenbedingungen 

Xx  co8(nic)  -|-  Xy  co8(ny)  -j-  ^m  cos  (ne)  =  X, 

(11)  Yac  cos(nic)  +  ^y  co8(ny)  +  Yg  cos  (njer)  =  Y, 
Ze  cos  (n  x)  -|-  Zy  cos  (n  y)  +  Z,  cos  (n  0)  =  Z, 

worin  n  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Es  bleiben  für  das  Gleichgewicht  noch  die  Bedingungen  (2) 
zu  berücksichtigen.    Die  erste  von  ihnen  ergiebt  für  unseren  Fall 

(12)  {Q{yZ—JsY)dz'-^  {{yZ,  —  eY,)dG}  =  0. 

Es  folgt  aber  aus  (9),  dass  die  drei  Grössen 

yZx  —  zYge  =  Lx^ 

(13)  yZy-ZYy     =     Ly, 

yZg—  zYg  =  Lg 

die  Componenten  eines  Vectors  2  sind,  der  in  einer  beliebigen 
Richtung  v  die  Gomponente 

(U)  yZ,-zY,  =L, 

hat.    Ferner  ergiebt  sich  aus  (10)  : 

dLx  _,    dLy    ,    8  Lg 

~dx     '    "g y"    '    "87 

=  div2+  Yg  —  Zy\ 

hiernach  folgt  aus  (12): 

[div  S  d  t'  —  [ L,  d  o  =  [{Zy  —  Yg)  dt' 
und  mithin  nach  dem  Gauss' sehen  Integr^^lsatz: 


-Q(yZ  -zT)  =  ^■^'-  +  ^^-f  +  1^'  +  r.  -  Z, 


I 


(Zy  —  Yg)dt'  =  0. 


Da  diese  Gleichung  wieder  für  jeden    beliebigen   Raum  r 
gelten  soll,  so  muss  überall 


§.  61.  Die  elastische  Deformation.  155 

(15)  Zy  =  Y, 

und  ebenso 

(16)  x,=  z,,  r,  =  X, 

sein  1). 

Um  also  den  Zustand,  der  durch  die  gegebenen  äusseren 
Kräfte  heryorgerufen  wird,  vollständig  zu  bestimmen,  hat  man. 
die  Kenntniss  von  sechs  Ortsfunctionen 

■Xx,  Zy     =       Y*,, 

Yyi  Xg    =    Zx^ 

Zgy  Xx    ^=     ^y 

nöthig,  die  für  das  Gleichgewicht  noch  an  die  DiflFerential- 
gleichungen  (10)  mit  den  Grenzbedingungen  (11)  gebunden  sind. 
Diese  Bedingungen  reichen  aber,  wie  es  ja  auch  bei  der  Mannig- 
faltigkeit der  hierin  enthaltenen  Probleme  nothwendig  ist,  zur 
Bestimmung  der  unbestimmten  Functionen  nicht  aus.  Die  weiteren 
Bestimmungsgleichungen  drücken  die  Besonderheit  des  gerade 
Yorliegenden  Problems  aus,  und  können  nur  aus  physikalischen 
Thatsachen  abgeleitet  werden. 

Aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  können  wir  aber 
ohne  Schwierigkeit  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  mit 
Hülfe  des  d'Alembert'schen  Princips  ableiten,  indem  wir  an 
Stelle  der  beschleunigenden  Kräfte  X,  F,  Z  setzen  X  —  x"^ 
Y  —  y",  Z  —  ißr",  wenn  x",  y'\  z"  die  Beschleunigungen  der  Stelle 
^,  y,  j?  bedeuten.  Hiernach  gelten  alle  unsere  Gleichungen  (4), 
(^)»  (6)»  (15),  (16)  auch  für  den  Fall  der  Bewegung,  und  nur  die 
Gleichungen  (10)  werden  für  den  Fall  der  Bewegung  modificirt. 

§.  61. 
Die  elastische  Deformation. 

Bei  einem  elastischen  Körper  werden  die  inneren  Druck- 
kräfte hervorgerufen  durch  die  Deformation,  die  unter  dem  Ein- 

^)  Die  AnDahmen,  die  wir  gemacht  haben,  Bind  nicht  ausreichend  zur 
Erklärung  aller  Erscheinuogen  der  Erystallelasticität.  Wenn  die  Be- 
dingungen (15),  (16)  nicht  befriedigt  sind,  so  muss  man  ausser  den  inneren 
Druckkräften  noch  andere  moleculare  Kräfte  annehmen,  die  man  als  innere 
Drehungsmomente  bezeichnen  kann  (vergl.  den  Bericht  von  W.  Voigt, 
Göttinger  Nachrichten  1900).  Dem  ganzen  Plane  des  vorliegenden  Werkes 
entsprechend  dehnen  wir  unsere  Betrachtungen  nicht  auf  solche  Fälle  aus. 
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iiuss  der  äusseren  Kräfte  eingetreten  ist.  Wir  unterscheiden  den 
natürlichen  Zustand  des  Körpers,  der  ohne  die  Einwirknog 
äusserer  Kräfte  besteht,  in  dem  auch  keine  inneren  Kräfte  vor- 
handen sind,  von  dem  deformirten  Zustande. 

Ein  beliebiger  Punkt  m  des  Körpers  habe  in  dem  natür- 
lichen Zustande  die  Goordinaten 

^1  y,  ^»  W 

und  ein  Punkt  fi  seiner  Umgebung  habe  die  Goordinaten 

a?  +  f,      y  +  ^1      ^  +  f,      0*) 

worin  f,  i},  g  als  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  zu 
betrachten  sind. 

Wenn  nun  bei  der  Deformation  der  Punkt  m  eine  Verschie- 
bung erleidet,  deren  Gomponenten  mit  u,  i;,  w  bezeichnet  werden, 
durch  die  x^  y,  0  in  a?',  t/',  z'  übergehen,  so  ist 

(1)  a:'  =  ic  +  u,    y'  =  y  -f  t7,    g'  =  js  -}-  to, 

und  Uy  v,  w  sind  Functionen  von  ic,  y,  /s. 

Der  Punkt  fi  hat  also  eine  Verschiebung  erfahren,  deren 
Gomponenten 

,    du  ^    .    du        ,    du  . 

sind,  und  wenn  wir  also  die  relativen  Goordinaten  von  ft  in  Be- 
zug auf  m  nach  eingetretener  Deformation  mit  |'  ly',  g'  bezeichnen, 
so  ist 

^  —  ^^  dx^^  dy"^^  dz^' 

Die  hierdurch  dargestellte  infinitesimale  Deformation  wird 
nun  nach  Bd.  I,  §.  84  in  zwei  andere  zerlegt,  von  denen  die 
eine    eine    Drehung,    die    andere    eine   Dehnung    ist.     Die 
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Dehnung,  die  hier  allein  in  Betracht  kommt,  wird  nach  Bd.  I, 
§.  84  (3)  und  (5)  durch  die  Formeln  dargestellt: 

Die  elastischen  Druckkräfte  sind  nur  Functionen  der  rela- 
tiven Verschiebungen  der  Theilchen,  und  sind  also  unabhängig 
Ton  der  Drehung,  bei  der  sich  die  Umgebung  des  Punktes  m  wie 
ein  starrer  Körper  bewegt.  Nach  (3)  sind  also  diese  Druckkräfte 
Functionen  von  den  folgenden  sechs  Yariabeln: 

du  dw_.dv 

öx  cy        oz 

...  dv  du        dw 

8m;  8t;^^8t« 

Die  Verschiebungen  u^  v^  w  sind  hierin  beliebige  stetige 
Functionen  von  a?,  y,  jgr,  die  als  Componenten  eines  Vectors  U 
betrachtet  werden  können.  In  der  Folge  werden  wir  sie  als  un- 
endUch  kleine  Grössen  betrachten,  d.  h.  wir  nehmen  sie  mit 
einem  constanten  Factor  multiplicirt  an,  dessen  höhere  Potenzen 
gegen  die  erste  vernachlässigt  werden  dürfen.  Damit  verzichten 
wir  auf  eine  allgemeine  Behandlung,  und  erhalten  Resultate,  die 
mit  den  Thatsachen  nur  angenähert  übereinstimmen  können. 

Diese  Voraussetzung  führt  zu  der  Grundannahme  der  Elasti- 
citätstheorie,  dass  die  sechs  Componenten  des  inneren 
Druckes  X^,  Fy,  Z,,  F,,  Z^,  Xy  lineare  homogene  Func- 
tionen der  sechs  Variabein  Xx,  yy^  jer„  y„  0x^  Xy  sind. 

In  den  Ausdrücken  dieser  sechs  Componenten  durch  die 
sechs  Variablen  a:«,  .  .  •  würden  also  36  Constanten  eingehen,  die 
von  der  Natur  der  Substanz  abhängig  sind.  Die  Zahl  dieser 
Constanten  vermindert  sich  aber  sehr  beträchtlich  durch  einige 
weitere  Annahmen. 
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Die  Variablen  ^«,  y^,  ^^  y,,  js^^  Xy  sind  immer  dann  und  auch 
nur  dann  gleich  Null,  wenn  u,  t;,  w  von  der  Form  sind: 

M  =  a  —  y^y  +  3^, 
(5)  V  -=  h  —  p  jer  -|-  r  x, 

worin  a,  6,  c,  |),  g,  r  Gonstanten  sind,  d.  h.  wenn  u^  v^  w  solche 
Verschiebungen  sind,  wie  sie  ein  starrer  Körper  ausfuhren  kann. 


§.  62. 
Die  Energie. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  wir  die  a;-Gomponente  des 
inneren  Druckes  gegen  ein  Element  mit  der  Normalen  v  durch 
einen  Vector  X  darstellen  können.  Grenzen  wir  ein  Volumen  t 
des  elastisch  deformirten  Körpers  ab,  so  ist  die  rr-Componente 
der  Kraft,  die  aus  den  gegen  die  Oberfläche  dieses  Volumens 
wirkenden  Druckkräften  resultirt,  nach  dem  Gauss' sehen  Satze 
(Bd.  I,  §.  89) 


I  Xh  do    ■=    I  divXd 


wenn  n  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  ist,  und  es  ist  also 

(1)  divXdr 

die  auf  das  Element  dz  wirkende  moleculare  Druckkraft  in  der 
ic-Bichtung.  Diese  Druckkraft  ist  hervorgerufen  durch  den  Ver- 
schiebungsvector  U,  der  seinerseits  eine  Folge  der  äusseren  be- 
schleunigenden Kräfte  und  Druckkräfte  ist,  und  diese  äusseren 
Kräfte  haben  bei  der  Verschiebung  U  gegen  die  inneren  Kräfte 
eine  gewisse  Arbeit  geleistet,  die  wir  bestimmen  müssen. 

Wir  denken  uns  einen  neuen  Verschiebungsvector  U'  mit  den 
Componenten  m',  v\  w\  Dieser  wird  an  dem  Element  dt  nur 
mit  Aufwand  einer  gewissen  Arbeitsgrösse  dT  gegen  die  mole- 
cularen  Kräfte  vollzogen  werden  können,  und  diese  Arbeit  ist, 
wenn  wir  mit  X,  ?),  3  ^i©  Vectoren  der  drei  Druckcomponenten 
bezeichnen,  nach  (1) 

(2)  dr  =  —  (ti'  div  X  +  v'  div  ?)  +  xv'  div  3)  dr. 
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Nun  ist  aber 

und  hieraus  mit  Benutzung  der  Bezeichnung  §.61  (4)  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Relationen  Xy  =  Y^...  [§.  60  (15),  (16)]: 

(3)    u'div3e  +  v'div?)  +  ti;'div3  =  div(M'3e  +  t;'3)  +  w'3) 

XxXx   XyXy    XgX*g    Yyy'y    F,  yi    Zg  0g. 

Führen  wir  also  die  Bezeichnung  ein: 

(4)  F(U,    UO     =      X^X'x    +     XyXy    +     XgXg, 

+  r,yi+  r.y;, 

+  Zgz'g, 
dann  wird  nach  (2) 

(5)  ar  =  —  div(M'3e  +  t/?)  +  u;'3)  dt  +  F(U,  U')  dr, 

und  wenn  wir  diesen  Ausdruck  über  den  Raum  r  integriren,  so 
erhalten  wir  mit  abermaliger  Anwendung  des  Gauss' sehen 
Integralsatzes,  wenn  do  die  Oberflächenelemente  von  t,  und  n 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  an  do  bedeutet,  für  die 
gesammte  Arbeit  der  Verschiebung  U'  gegen  die  elastischen  Kräfte: 

(6)  r  =  -  j(w'  Xn  +  v'  r«  +  w'Zn)do  +  [jF(U,UOdr, 
oder  nach  §.  60  (5): 

(7)  r  =  —  {(Xu'  +  Yv'  +  Zw')do  +  [f(U,  UO  dz. 

Dieser  Ausdruck  stellt  den  Zuwachs  an  potentieller 
Energie  dar,  der  in  dem  elastischen  Körper  durch  die  Ver- 
schiebung U'  bewirkt  wird. 

Darin  ist  das  Oberflächenintegral  die  gegen  die  äusseren 
Druckkräfte  geleistete  Arbeit,  und  das  Raumintegral  in  (7)  ist 
die  im  Inneren  von  t  enthaltene  Energiemenge.  Wir  können 
also  die  Function  F(U,  U')  definiren  als  die  auf  die  Volumen- 
einheit bezogene,  an  der  Stelle  x^  y,  z  vorhandene  und 
durch  die  nach  einander  ausgeführten  Verschiebungen 
U,U' aufgehäufte  elastische  Energie. 


1 

■ 

■ 
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Die  Function  F(Vi,  U')  ist  nach  der  Voraussetzung,  die  wir 
über  die  Xx  ...  gemacht  haben,  eine  bilineare  Function  der 
beiden  Reihen  von  je  sechs  Variabein: 

rQ\  ^«1  yy»  ^*?  y*i  ^«1  ^y? 

^«1  !/y»  ^*t  Vmi   ^«1  ^yi 

und  eine  solche  Function  hat  im  Allgemeinen  36  constante  Coeffi- 
cienten.    Wir  machen  aber  jetzt  die  fernere  Annahme 

(9)  JF(U,  U')   =   F(U',  U), 

d.  h.  wir  nehmen  an,  dass  die  durch  die  beiden  Vectoren  U  mid 
U'  erzeugte  Energie  von  der  Reihenfolge  unabhängig  sei 
in  der  diese  Verschiebungen  ausgeführt  werden.  Wollten  vir 
diese  Annahme  nicht  machen,  so  würde,  wenn  man  die  Verschie- 
bungen U,  U',  —  U,  —  U'  nach  einander  ausführt,  der  elastische 
Körper  zwar  wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  zurückgekehrt 
sein,  und  es  wäre  also,  wenn  wir  die  äusseren  Kräfte  als  un- 
veränderliche Functionen  des  Ortes  ansehen,  gegen  diese  Kräfte 
keine  Arbeit  geleistet,  und  doch  wäre  Energie  gewonnen  oder  ver- 
loren i).    Dies  nehmen  wir  nicht  an. 

Um  die  Folgerungen  aus  der  Relation  (9)  deutlich  zu  über- 
sehen ,  wollen  wir  für  den  Augenblick  die  Variabein  (8)  mit  Xy 
Xk  bezeichnen ,  und  i  und  k  von  1  bis  6  gehen  lassen.  Es  ist 
dann 

I  (10)  F(}l,W)=^ai^^XiXi, 

worin  die  a^,»  constante  Coefii cienten  sind,  zwischen  denen  nach 
(9)  die  Beziehung 

besteht.  Führen  wir  also  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  ein: 

(11)  F(U,  U)  =  F(xjX2  ...  x^)  =  ^  Oi^KXiXk, 
so  ergiebt  sich 

(12)  F  QX,  W)  =  \  y]  F' (x,)  x'^, 


\ 


und  folglich,  in  der  früheren  Bezeichnung: 


*)  Ein  derartiges  Verhalten  könnte  möglicherweise  zu  berücksichtijfen 
sein  bei  den  Erscheinungen  der  sogenannten  elastischen  Nachwirkung. 
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und  bierin  kommen  nur  die  21  Coefficienten  der  Function  (10)  vor. 
Um  die  Bedeutung  der  Function  F  zu  erkennen,  setzen  wir 
die  Verschiebung  U  aus  den  Differentialen  dU  zusammen,  und 
nehmen  U'  =  äU;  es  ist  dann  nach  (12) 

(U)  F(U,dU)   =   idF(U,U), 

und  daraus  ergiebt  sich  durch  Integration  in  Bezug  auf  dU 

(15)  dT=  \F{X:,,  yy,  e,,  y„  z^,  Xy)dt  =  \Fdx 

für  die  im  Volumenelement  dx  enthaltene  Energiemenge,  die 
durch  die  Terschiebung  U  aus  dem  natürlichen  Zustande  erzeugt 
ist.  Diese  Function  betrachten  wir  als  das  Maass  für  die 
elastische  Spannung,  die  an  der  Stelle  rr,  y,  z  stattfindet 

Die  Function  Fmuss  eine  wesentlich  positive  Function 
sein,  sie  kann  also  iiir  kein  reelles  Werthsystem  der  Variablen 
einen  negativen  Werth  erhalten,  und  für  kein  von  Null  ver- 
schiedenes Werthsystem  der  Variabein  verschwinden  i). 

Denn  wenn  die  äusseren  Kräfte  alle  Null  sind,  so  ist  der 
natürliche  Zustand  des  Körpers,  bei  dem  alle  Variablen  Xx^Xy..,, 
und  also  auch  JF,  verschwinden,  der  Gleichgewichtszustand. 
Könnte  F  negative  Werthe  annehmen,  so  müsste  ein  Verschie- 
bungssystem existiren,  bei  dem  die  potentielle  Energie  noch  ver- 
kleinert würde,  und  der  natürliche  Zustand  wäre  also  kein 
stabiler  Gleichgewichtszustand  (Bd.  I,  §.  121). 

Dass  aber  die  Function  F  für  kein  von  Null  verschiedenes 
Werthsystem  der  Variablen  verschwinden  soll,  besagt,  dass  keine 
Verschiebung  aus  dem  natürlichen  Zustande,  bei  dem 
die  relative  Lage  der  Theilchen  geändert  wird,  ohne 
Arbeitsleistung  möglich  sein  soU^). 

^)  Eine  homogene  quadratische  Function  von  n  Variablen  läset  sich 
auf  anendlich  viele  verschiedene  Arten  als  eine  Summe  von  höchstens  n 
positiven  oder  negativen  Quadraten  von  einander  unabhängiger  linearer 
Functionen  der  Variablen  darstellen.  Die  Anzahl  der  positiven  und  der 
negativen  unter  diesen  Quadraten  ist  bei  einer  und  derselben  Function  bei 
allen  diesen  Darstellungen  dieselbe.  Die  Function  heisst  wesentlich  positiv, 
wenn  die  Anzahl  der  positiven  Quadrate  =  n  ist.  Weber,  Lehrbuch  der 
Algebra,  2.  Aufl.,  Braunsohweig  1898,  S.  212. 

*)  Bei  reibungslosen  idealen  Flüssigkeiten  ist  die  Sache  anders.  Bei 
diesen  ist,  wie  man  annimmt,  jede  Verschiebung,  die  keine  Volumänderung 
zur  Folge  hat,  ohne  Energieverbrauch  ausführbar. 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleiohiingen.    II.  21 
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§.  63. 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegnng. 

Die  21  .Gonstanten  der  Function  1^  muss  man  sich  durch 
Beobachtungen  fiir  jede  Substanz  besonders  bestimmt  denken 
und  dann  stellen  sich  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  und 
der  Bewegung  als  partielle  Differentialgleichungen  für  die  drei 
Functionen  u,  v,  u?  dar.  Diese  hängen  von  den  Goordinaten  x, 
y,  g  und  von  der  Zeit  t  ab,  und  die  Beschleunigungen  sind 

'  8^      82»      d^ 

;  Zunächst  ergeben  sich  nach  §.  60  die  drei  allgemeinen  Diffe- 

\  rentialgleichungen: 

woraus  man  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  erhält,  wenn 
mau  u,  v,  uo  von  der  Zeit  unabhängig,  also  die  Beschleunigungen 
gleich  Null  annimmt 

Unter  Umständen  können  noch  andere  Bedingungen  hinzu- 
treten, durch  die  diese  Gleichungen  modificirt  werden.  So  hat 
Fresnel  zur  Erklärung  der  optischen  Erscheinungen  in  Rrj- 
stallen  die  Annahme  gemacht,  dass  die  Schwingungen  des  Lieht- 
äthers ohne  Yolumänderung  vor  sich  gehen,  dass  also  der  Aether 
incompressibel  sei.  Dann  muss  divU  =  0  sein,  und  es  besteht 
also  für  diese  Verschiebungen  tt,  v,  ti;,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

^ 8u    .    8t;    .    8t<; 

setzen,  die  Bedingung  0  =  0.  Dann  treten  zu  den  Gleichungen 
(2)  noch  die  Glieder  hinzu: 

80      -  8©      .8« 

worin  X  ein  unbestimmter  Coefficient  ist,  zu  dessen  Bestimmung 


\ 
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die  Bedingung   0  =  0  dient.    Dies  wollen  wir  aber  hier  nicht 
weiter  berücksichtigen. 

Zu  den  Gleichungen  (2)  treten  noch  die  Grenzbedingungen 
für  den  Oberflächendruck: 

(3)  Xn  =X       Yn   =  %     Zn  =  Z, 

und   für  den  Fall  der  Bewegung  die  Bedingungen  für  den  An- 
fangszustand, die  darin  bestehen,  dass  für  einen  Augenblick  ^  =  0 

,^.  du     dv     dw 

W  ^'    ^'    ^'     87'    W     dt 

als  Functionen  des  Ortes  gegeben  sind. 


§.  64. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

Wenn  wir  für  den  Vector  U'  die  in  dem  Zeitelement  wirkHch 
eintretende  Verschiebung  setzen,  also 

setzen,  so  wird  wegen  §.  62  (14) 

(2)  F{Vi,VJ)  =  Y^f^^^  dt, 
und  durch  Integration  über  den  Raum  x 

(3)  JF(U,U')dT=  ^dt, 

worin  T  wie  im  §.  62  (15)  die  durch  die  Verschiebung  U  her- 
Torgerufene  potentielle  Energie  der  elastischen  Spannung  ist. 
Multipliciren  wir  die  Gleichungen  §.  63  (2)  mit  u*  dz^  i/  dz^ 
ixf  d  z,  addiren  sie  und  integriren  über  den  Raum  z ,  so  ergiebt 
sich,  wenn  wir 

-ii?+-ii^+"'ii=ii-.[Cäi)'+ai)'+c^)']  ä>. 

setzen,  so  dass  Tq  die  kinetische  Energie  (lebendige  Kraft)  des 
Systems  ist,  und  wenn  wir  noch  beachten,  dass  Qdz  als  die 
Masse  des  Elementes  dt  von  t  unabhängig  ist: 

11* 
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§.W 


dt 


[q{Xu*  +  Tv'  +  Zw')dx  = 
dt  —  f(u'div3e  +  v'div?)  +  ii?'div3)dr. 


Nach  §.  62  (2)  ist  aber 

r  =  —  [(M'divae  +  v'dlv?)  +  u/div3)dr 
die  Arbeit  der  Verschiebung  U',  die  nach  §.  62  (7)  auch  gleich 

—  [{Xu'  +  Fv'  +  Zw')do  +  [  F(U,  U')  dt, 
und  nach  (8) 


=  —  [(Xu'  +  rV  +  Zu;')  dö  +  ^ 
ist.    Es  ergiebt  sich  also  aus  (5) 

(6) 


dx 


dl 


[p(Xu'  +  Ft;'  +  Zu;Odr+  [(Xu'-f  Fi/ +  Zm;')  d^- 
Es  ist  endlich 

(7)  [^(Xu'+Tv'-f Zu;Odr+f(Xu'+rt;'  +  Zu;')do  =i 

die  in  dem  Zeitelement  d  t  bei  der  wirklich  eintretenden  Be- 
wegung von  den  äusseren  Volumen-  und  Flächenkräften  geleistete 
Arbeit  und  demnach  ergiebt  sich  aus  (6) 

(8)  j_^(^o+20 


A  = 


dt 


d.  h.  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  ist  gleich  der  Ver- 
mehrung der  gesammten  potentiellen  und  kinetischen 
Energie. 

1.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  sofort  der  Satz,  dass 
die  Differentialgleichungen  für  die  elastischen 
Bewegungen  mit  ihren  Grenz-  und  Anfangsbedin- 
gungen, wenn  die  äusseren  Kräfte  gegeben  sind' 
nur  eine  einzige  Lösung  zulassen. 
Denn  sind  u^,  v-^^  w^  und  u^,  Vj,  w^  zwei  Lösungen  desselben 
elastischen  Problems,  so  sind 
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u  =  u^  —  t«,,     V  =  Vi  —  V,,     W  =  Wi  —  Wi 

gleichfalls  Lösungen  eines  elastischen  Problems,  bei  dem  aber 

die  äusseren  Kräfte  X^  F,  Z,  X,  Y,  Z  alle  gleich  Null  sind,  und 
bei  dem  auch  die  Anfangswerthe  §.63  (4)  alle  verschwinden.  Für 
dieses  Problem  ist  also  nach  (7)  die  Arbeit  Ä  =  0  und  folglich 
ist  die  Energie  Tq  -j-  T  von  der  Zeit  unabhängig,  und  da  sie  am 
Anfang  gleich  Null  ist,  so  ist  sie  überhaupt  gleich  NuU.  Dies  ist 
nur  möglich,  wenn  Tq  und  T  einzeln  verschwinden.  Das  Ver- 
schwinden von  To  ist  aber  nur  möglich,  wenn  die  Geschwindig- 
keiten 

du/dt,        dv/dt,        dw/dt 

gleich  Null,  also  u^  v^  w  von  der  Zeit  unabhängig  sind.    Das 
Verschwinden  von  T  erfordert,  dass  die  sechs  Grössen 

^aw      y^n      ^«      Vn      ^*i      ^y 

gleich  Null  sind,  und  daher  u,  v,  w  die  Form  §.  61  (5)  haben. 

Die  Verschiebungen  ti^,  Vj,  Wi  unterscheiden  sich  also  von 
den  U),  t7a,  10^  nur  um  Grössen,  die  die  Verschiebung  eines  starren 
Körpers  ausdrücken,  und  um  die  Functionen  u,  t;,  w  vollständig 
zu  bestimmen,  müssen  also  noch  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
Constanten  hinzukommen,  die  ausreichend  sind,  um  die  Lage 
eines  starren  Körpers  zu  bestimmen. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  führt  eine  ähnliche 
Betrachtung  zum  Ziele.  In  diesem  Fall  sind  die  u,  v,  u?  als 
Functionen  von  x^  y,  0  unabhängig  von  t  zu  bestimmen  aus  den 
Gleichungen: 

9  X  +  div  X  =  0, 

(ö)  9r  +  div?)  =  o, 

qZ  +  div  3  =  0, 
mit  den  Grenzbedingungen 

(10)  Xn  =  X       Tn=Y,      Zn  =  Z. 

Haben  diese  Gleichungen  zwei  verschiedene  Lösungen  Ui,  Vx, 
tCi  und  tt),  17},  tc^s,  so  genügen  die  Differenzen 

(11)  U  =  Ui  t«2,      V  =  Vi    —  t?j,      W  =  tOi  W2 

den  Gleichungen 

divX  =  0,    div^  =  0,    div3  =  0 

mit  den  Grenzbedingungen,  dass  an  der  Oberfläche  X»,  Yhi  Z^ 
gleich  Null  sein  sollen.    Daraus  aber  ergiebt  sich  nach  §.  62  (2), 
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dass  dT'  f&r  jeden  beliebigen  Verschiebungsvector  U'  gleich 
Null  ist,  also  nach  §.  62  (7) 

(12)     f  (m'  Z  +  v'Y  +  ii;'Z)do  -  [  F(U,  U')  dt  =  0. 

Setzt  man  hierin  u'  =  u,  v'  =  Vy  w'  =  uo  und  beachtet,  dass 

Xy  F,  Z  verschwinden,  so  folgt 

(18)  f(U,U)  =  0, 

also  Xx  =  0,  yy  =  0,  jgg  =  0,  y,  =  0,  /s^  =  0,  rCy  =  0,  woraus 
wieder  zu  schliessen  ist,  dass  t«,  v,  w  die  Ausdrücke  fiir  die  Ver- 
schiebung der  Punkte  eines  starren  Körpers  sind. 

Derselbe  Schluss  kann  aber  auch  gemacht  werden,  wenn  an 
der  Oberfläche  nicht  die  Druckkräfte,  sondern  die  Verschie- 
bungen u,  v,  w  gegeben  sind.  Auch  dadurch  ist  die  Lösung 
des  Problems  eindeutig  bestimmt. 

Denn  wenn  unter  dieser  Voraussetzung  zwei  Lösungen  ti^, 
t7i,  Wi\  Uj,  t;,,  Wi  vorhanden  wären,  so  wären  die  Differenzen  (II) 
an  der  Oberfläche  gleich  Null,  und  in  (12)  würde  für  «'  =  «, 
t/  =  v,  tc;'  =  ti;  das  Flächenintegral  gleich  Null.  Es  würde  also 
wieder  die  Gleichung  (13)  erfüllt  sein  müssen.  Und  derselbe 
Schluss  kann  auch  unter  der  allgemeineren  Voraussetzung  ge- 
macht werden,  dass  an  der  Oberfläche  überall 

verschwindet. 

2.  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Lösung  des  statischen 
Problems  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  an  der 
Oberfläche  von  den  drei  Grössenpaaren 

X,  w,       Y,  v,      Z,  w 

je  eine  Grösse  gegeben  ist 

§.65. 
Isotrope  Körper. 

Die  Ausdrücke  für  die  molecularen  Drucke  durch  die  Ver- 
schiebungen vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn  wir  noch  gewisse 
Voraussetzungen  über  die  Symmetrie  des  Körpers  hinzunehmen. 
Es  genügt  dazu,  nach  §.  62  (13)  die  quadratische  Function  F 
als  Function  der  Variablen 
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(1) 


du 

^*       8  a;' 

dv    ^8«? 
y'~de^  8y' 

dv 

'^       8y' 

dw    .    du 
"'       8a:~'~8;?' 

dw 

"•       de' 

du    ^    dv 

^""ey  "^  dx 

darzustellen. 

1.  Wir  machen  zunächst  die  Annahme,  dass  der 
Körper  sich  in  je  zwei  entgegengesetzten  Rich- 
tungen in  elastischer  Beziehung  gleichartig  ver- 
halte, oder,  wie  wir  sagen  wollen,  dass  zwei  ent- 
gegengesetzte Richtungen  gleichw'erthig  seien. 

Wenn  dann  ein  neues  Coordinatensystem  eingeführt  wird,  in 
dem  die  x-kxB  die  entgegengesetzte  Richtung  erhält,  so  ist  u 
und  X  durch  —  w,  —  a:  zu  ersetzen ,  und  die  Function  F  muss 
also  bei  den  Zeichenänderungen 

^»1      Vy-      ^*^      Vh      ^xi      Xy^ 

*^xi   yy^   ^i>   y^i       ^x»        Xy 

ungeändert  bleiben. 

Es  fehlen  also  in  der  Function  F  die  Glieder  mit 

^x^xt      ^*Xy^      Vy^xy      Vy^yt      ^#^x,      ^gXy^      yg^xt      yn^yt 

und  wenn  man  der  y-Axe  und  der  jgr-Axe  die  entgegengesetzte 
Richtung  giebt,  fallen  noch  weitere  entsprechende  Glieder  her- 
aus, und  in  F  bleiben  also  in  Folge  .dieser  einen  Annahme  nur 
die  Glieder 

^«1         yy^         ^«» 

(-)  yy^ti       ^iXx%       Xxyy^ 

y«  >  ^X)  Xy . 

Durch  die  Annahme  1.  reduciren  sich  also  die  21  Gonstanten 
der  Function  F  bereits  auf  9. 

2.  Wir  machen  ferner  die  Annahme,  dass  die  drei 
Axen  0?,  y,  z  gleichwerthig  seien. 

Daraus  folgt,  dass  je  drei  Glieder  von  Fy  die  in  (2)  in 
einer  Reihe  stehen,  denselben  Coefficienten  haben,  wodurch  die 
Zahl  der  Constanten  auf  drei  reducirt  ist,  und  die  Function  F 
erhält,  wenn  diese  Constanten  mit  x,  A,  ft  bezeichnet  sind,  die 
Form 
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(3)      2F=  x(aj|  -f  y*  +  zl)  +  2  A(yyÄ.  +  z,x^  +  a;.y,) 

+  /*(»?  + i^l  +  a;,»), 

und  für  die  inneren  Druckcomponenten  ergiebt  sich  nach  §.  62  (15i 

(4)  Yy  =  ArCa:  +  Xyy  +  A^Ef«  Z:^  =  ll0^, 

^Z,  =  Aa;«  +  Ayy  -f  xzg^        Xy  =  fiOJy. 

Die  drei  Gonstanten  x,  A,  ju  lassen  sich  aber  auf  zwei  re- 
duciren  durch  die  dritte- Annahme: 

3.  dass  überhaupt  alle  Richtungen  in  dem  elasti- 
schen Körper  gleichwerthig  seien,  dass  also  der 
Körper  isotrop  sei. 

Dazu  ist  erforderlich,  dass  die  Ausdrücke  (4)  ihre  Form 
nicht  ändern,  wenn  man  zu  einem  neuen  rechtwinkligen  Co- 
ordinatensystem  übergeht. 

Es  seien  also  af^  j/',  e*  die  Goordinaten  eines  Punktes  in  dem 
neuen  System,  das  mit  dem  ursprünglichen  durch  die  Formeln 
zusammenhänge: 

x'  =  aiX  -^  a^y  -]-  a^e,    x  =  aixf  -^  b^y'  -\-  CiSi', 

(5)  y  =  biX-\-  b^y  +  6s^i     V  =  «a^'  +  ^2^'  +  c^^y 
z'  =  c^x  +  (hy  +  o^z,     z  =  a^xf  +  b^y'  -[-  ^^^ 

und  die  Goefficienten  Qi,  aj,  aj ...  sind  darin  den  aus  der  analjti- 
sehen  Geometrie  bekannten  Relationen  unterworfen,  die  wir  nicht 
hierher  zu  setzen  brauchen. 

Nach  §.  60  (9)  haben  wir  zunächst 

(6)  Y:,.  =  a,  r,  +  a,  Ty  +  a,  F,, 

und  wenn  wir  hieraus  die  Gomponenten  nach  den  Richtungen 
x\  y',  z*  bilden: 

X^  =  Ol  Xx*  -f-  ttj  Yx'  +  a»  Zx», 
y;  =b,Xx>-{'b,Y^  +  b,Zx', 

oder  da  Zy  =  Tg  etc.  ist: 

(7)  X;,  =  a?X,  +  a|  Yy  +  aJZ, 

+  2  aa  a,  r,  +  2  Oa  ai  Za;  4"  2  ttj  a,  Xy, 

(8)  Yx'  =  «1  &i  Xa;  4-  «2  *a  ^y  +  «8  *3  ^* 
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und  hieraus  kann  man  die  übrigen  Gomponenten  durch  cyklische 
Vertauschungen  leicht  ableiten. 
Ebenso  ist  nun: 

m'  =  Ol  u  -|-  Oj  V  +  aj  tc;, 
und  daraus 

du'        du'        ,    du'        ,    du' 

qdu    .      «3t?    ,      adiv 
^  8a;    '        dy~    ^  de 
,  /8t;    ,    8m;\    .  /dw   ,   8m\   ,  /du   .   dv\ 

+  ««"«V8l+8l^;  +  ^^^fe+8^)  +  «^^V8l?  +  8^) 
oder 

(9)  a;^  =  a^^a:«  +  a.}yy  -\-  a|  ;8f,  +  a^  a^  y,  +  a«  a^  Zx  +  Oi  a,  Xy, 
und  ähnlich: 

(10)  yi=  1a^\Xx  4-  2a,6ayy  -f  20368^« 

+  K  *s  +  *a «3) y,  +  (as  61  +  65  «i) ^x  +  («i  *«  +  *i  «»)«^v  0- 

Wenn  wir  nun  die  Ausdrücke  (4)  in  (8)  substituiren ,  so  er- 
hält das  Glied  mit  x^  in  F^'  den  Coefficienten 

xoi  61  +  A(a5  6a  +  Oj  63)  =  (x  —  A)tti  61 

(mit  Hülfe  der   bekannten  Relation   aj \ -\-  a^\ -\-  o^\  =  0), 
und  es  ergiebt  sich 

r«'  =  (x  —  A)(ai  ftia;,  +  a^h^y^  +  0363  jer,) 
+  f*[(a»ft8  +  «363)!/'  +  («s^i  +  ai^s)^«  +  (046«  +  6iaa)a;y], 


^)  Man  kann  diese  Transformationen  in  folgender  Regel  zusammen- 
fassen:   Man  bilde  nach  (5)  die  Producte 

od\    y,    2^\   y'z'.    z'xf,    ^y'; 
aus  diesen  erhält  man 

Xyf,  Yytj  Zlf^         Yx'l         Z^^         Xgt^ 

x^     y\     -?*,       yz,     zx,     xy. 


wenn  man 
durch 

ersetzt,  und 
wenn  man 
durch 

ersetzt. 


^«»     ^y»     ^v        ^fi  ^xy     ^y 

Xyj't      yy'y      Zgn   •  ^ygti  %^afy      jj^y" 

^*,     y",     ^*,      yz,    zx,     xy 

^x»       yy»       -^f»       ä^*'  2'^*'       2^y 
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und  mit  Hülfe  von  (10) 

^if  =  /*y«'  +  («  —  ^  —  2f*)(ai  &i  rc,  +  öjfcjyy  +  Osis-?.)- 
Nach  der  Voraussetzung  3.  müsste  aber 

sein,  und  daraus  folgt  die  Relation 

(11)  X  =  A  +  2^. 

Hiemach  ergeben  sich  für  die  Componenten  des  molecalaren 
Druckes,  wenn  wir  zur  Abkürzung 

(12)  0  =  divU  =  5 ^r ^^- 

setzen,  aus  (4)  die  Ausdrücke 

(.3,      r,  =  i«  +  2.|£,     z.  =  .0|  +  |2), 

Es  ist  daher 
(14)  divX  =  y^  +  ^  +  ^  ■^' 


=  (*  +  **)  g^  +  <*^«i 


wenn  wie  früher 


(15)  ^"  =  8^  +  äi;5+8li 

gesetzt  ist.  Demnach  ergeben  sich  die  Differentialgleichungen 
für  die  Bewegung  eines  isotropen  elastischen  Körpers  nach  §.  68 
(2)  in  der  Form: 

(16)  ,(l--^)  +  {J  +  rt||  +  C^t,  =  0, 
und  für  das  Gleichgewicht: 
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p  X  -j-  (A  +  ft)    —  +  ft^w  =  0, 
(17)  pr+(A  +  ,x)||+f*^t;  =  0, 

yiie  wir  aber  gesehen  haben,  sind  durch  diese  Gleichungen 
in  Verbindung  mit  den  Grenz-  und  Anfangsbedingungen,  die 
Functionen  u^  v^  w  noch  nicht  vollständig  bestimmt,  und  wenn 
Uij  t7i,  Wi  eine  Lösung  ist,  so  ist  die  allgemeine 

w  =  tii-|-a  —  ^y  -{-  Q.^1 

(18)  v  =r  t;,  4-  ^  —  1>^  4-  ^^» 

tc;  =  t(;j  -|-  0  —  0.00  -\-  py^ 

worin  a,  6,  c,  j7,  g,  r  Gonstanten  sind.  Um  diese  sechs  Con- 
stanten zu  bestimmen,  können  wir  etwa  noch  die  Forderung  hin- 
zufügen, dass  für  den  Goordinatenanfangspunkt 

w  =  0,  v  =  0,  tu  ==  0, 

(19)  3j^_8w_Q      ^_?J!f_o     ?ii_^  —  0 

sein  soll,  d.  h.  dass  der  Goordinatenanfangspunkt  fest, 
und  die  Deformation  seiner  Umgebung  eine  reine 
Dehnung  sein  soll. 


Neunter  Abschnitt 


Statisolie  Probleme  der  Elastloitätstbeorie. 


§.  66. 
Lineare  Deformation. 

Wenn  wir  von  der  Einwirkung  äusserer  Volumkräfte  ab- 
sehen, also  X,  T^  Z  =  0  setzen,  so  sind  die  Gleichungen  §.  65 
(17)  befriedigt,  wenn  für  u,  v,  tc;  lineare  Functionen  von  x,y,^ 
gesetzt  werden.  Dies  giebt  eine  lineare  Deformation  des 
ganzen  Systems,  und  diese  ist,  wenn  wir  die  Annahme  §.  65  (19) 
für  einen  Punkt  machen,  für  den  ganzen  Körper  eine  reine 
Dehnung.     Wir  setzen  also  (Bd.  I,  §.  83): 

u  =  ax  -{-  y'y  -f-  i*'^» 

(1)  v  =  yx-i-  ßy  +a'^. 

u?  =  ß'x  -{-  a'y  -\-  ye^ 

worin  die  a,  /J,  y,  a',  /S',  y'  Constanten  sind.  Dadurch  sind  also 
die  Hauptgleichungen  des  Gleichgewichtes  befriedigt,  und  es  ist 
noch  die  Frage,  welchen  Grenzbedingungen  wir  durch  diese 
Annahme  genügen  können.  Dazu  bilden  wir  nach  §.  65  (13)  die 
Gomponenten  der  inneren  Druckkräfte: 

X^  =  A(a  -f  /J  +  y)  4-  2|[ia,     F.  =  2fia', 

(2)  r,  =  A(a  +  ^  +  y)  +  2/t/3,    Z,  =  2/i/y, 
Z,  =  A(a  +  ^  +  y)  +  2/ty,    X,  =  2fiy'. 

Die  Deformation  (1)  lässt  sich  also  immer  durch  äussere 
Flächen kräfte  gegen  die  Oberfläche  hervorrufen,  deren  Gom- 
ponenten nach  §.  60  (11)  durch  die  Gleichungen  bestimmt  sind: 
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X  ^=  A  9  cos (nx)  -|-  2  fi  [a  cos  {nx)  -\-  y'  cos  (ny)  +  /J'  cos  (njer)], 

(3)  Y  =  kB  cos  (ny)  +  2  /u  [y'  cos(n  x)-^ß  cos  (n  y)  -f-  «'  cos  (n ;?)], 
Z  =  A©cos(n;e:)-|-2/t[/3'cos(wa;)+a'cos(wy)4-y  cos  (njs)]y 

worin  n  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  und 

(4)  0  =  a  +  ß-]-Y 

die   Vergrösserung    der  Volumeneinheit    oder    die   räumliche 
Dilatationist. 

Ist  P  die  Kraft,  die  auf  ein  Oberfiächenelement  wirkt,  be- 
zogen auf  die  Flächeneinheit,  so  ist 

(5)  X  =  P  cos  (Px),     r  =  P  cos  (Py),    Z  =  P  cos  (P^). 

§.  67. 
Beispiel  I.    Allseitig  wirkende  Zugkraft. 

Wir  betrachten  einige  specielle  Fälle.  Es  sei  die  äussere 
Kraft  P  constant  und  habe  die  Richtung  der  (äusseren)  Nor- 
male n.    Dann  ist 

Z  =  P  cos  (nic),     r  =  P  cos  (ny)^    Z  =  P  cos  (wjer), 
und  die  Gleichungen  §.  66  (3)  werden  befriedigt,  wenn 

(1)       e  =  3«,  P  =  (3A  +  2M)«   =  li^^^im^ 

^ ^  p 

3A  +  2/1 

gesetzt  wird.     Wenn  also  gegen  die  Oberfläche  eines  isotropen 

elastischen  Körpers  eine  überall  gleiche  Zugkraft  ausgeübt  wird, 

80  tritt  eine  allseitig  gleichmässige  Dehnung  ein  und  die  Volumen- 

2a 
vergrösserung  ist  mit  der  Zugkraft  proportional.    Es  ist  iL  -|-  -^ 

ö 

die  Flächenkraft,  die  erforderlich  wäre,  um  das  Volumen  auf 
das  Doppelte  zu  vergrössem  (wenn  bei  solchen  Kräften  die  hier 
angenommenen  Gesetze  noch  gültig  wären). 

Wenn  statt  der  Zugkraft  eine  Druckkraft  wirkt,  d.  h.  wenn 
P  die  Richtung  der  inneren  Normalen  hat,  so  tritt  an  Stelle 
der  Dilatation  eine  Compression,  die  denselben   Gesetzen   folgt. 


I 

i 
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!  §•  68. 

I 

I  Beispiel  II.    Gonstante  Zugkraft  gegen  die  Endflächen 

eines  Cylinders. 

Wir  betrachten   zweitens   einen   geraden  Cylinder  von  k- 
{  Uebiger  Grundfläche,   gegen  dessen  beide  Endflächen  constante 

und  einander  entgegengesetzt  gleiche  Zugkräfte  P  wirken,  während 
die  Mantelfläche  nicht  von  Kräften  angegriffen  ist. 

Legen    wir    die    ;ef-Axe    in    die    Richtung    der    Cylinder- 
{  Erzeugenden,  so  ist  an  der  einen  Endfläche,  wo  z  den  grösseren 

I  Werth  hat 


l  X=0,    r=0,    Z=P,  cos(na?)  =  0,   cos(wy)  =  0,  co8(njBf)=l 

\  und  an  der  anderen  Endfläche 

• 

i  X  =  0,     r  =  0,    ^  =  —  P,    cos  {nx)  =  0,    cos  (ny)  =  0, 

cos(n0)  =  —  1. 
I 

i  Beide  Systeme  von  Gleichungen  sind  mit  einander  verträg- 

lich und  geben  nach  §.  66  (3): 

(1)  P=A0  +  2fiy,    a'  =  0.    /J'  =  0. 

Für  die  Mantelfläche  ist  X=0,  r=0,  Z=0,  cos(n;e)  =  0; 
also  ergeben  sich  mit  Benutzung  von  (1)  noch  die  Gleichungen: 

(2)  A©  +  2/xa  =  0,    A0-j- 2f*/J  =  0,    /  =  0, 
also 

(3)  a  =  /5  =  — — ,     0  =  2a  +  y  = ^, 

P=-  2^(a-y), 
und  daraus: 

'  ~  (i(31i  +  2/t)' 

(4)  -  «  = 


®  = 


P  -« 


Man  sieht  hieraus,  dass  mit  der  Längendilatation  t*,  die 
durch  die  Zugkraft  P  heryorgehracht  ist,  immer  eine  Quer- 
contraction  —  a  verbunden  ist,  die  durch  die  letzte  Formel  (4) 
bestimmt  wird.    Setzt  man 
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j.^ft(3^  +  2ft)^         ^^— a^ 


SO  ist  E  die  Zugkraft,  die  erforderlich  wäre,  um  y=l  zu  machen, 
also  die  Länge  des  ganzen  Cylinders  zu  verdoppeln.  Diese 
Grösse  heisst  der  Elasticitäts-Modulus;  6  ist  eine  zweite 
Constante,  nämlich  das  Verhältniss  der  Quercontraction 
zur  Längendilatation.  Da  eine  Zugkraft  das  Volumen 
niemals  verkleinert,  so  ist  — 2  a  <;  y  und  folglich  6  <  Vs«  -E»  ^ 
sind  Gonstanten  der  Substanz,  die  an  Stelle  von  X  und  fi  ein- 
geführt werden  können. 

Man  erhält: 

ft  jp  jp 

^^)  ^=  (lLj_tf)(l_2tf)'    **=  2(1  +  0)')- 

Für  die  Gomponenten  des  molecolaren  Druckes  erhält  man 
nach  §.  66  (2) 

Zo,  =0,  Ty  =  0,  Z.  =  P, 

Jlx  =  ^x  ^^  -^4f  ^^  0. 


§.  69. 

Beispiel  IIL    Constante  Zugkraft  gegen  die  Mantel- 
fläche eines  Cylinders. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  gegen  die  Mantelfläche  des 
Cylinders  in  normaler  Richtung  eine  constante  Zugkraft  P  wirkt, 
während  die  Endflächen  frei  sind.  Legen  wir  wieder  die  ;er-Axe 
in  die  Richtung  der  Cy  linder -Erzeugenden,  so  hat  man  wegen 
der  Endflächen  die  Bedingungen 


*)  Die  Dimensionen  der  hier  auftretenden  Grössen  sind 

[i\  =  M  =  [E]  =  [mrU-'l 

Die  Constante  «r  ist  eine  reine  Zahl,  deren  Werth  Poisson  aus  der 
Molecnlartheorie  gleich  y«  abgeleitet  hat,  was  die  Relation  k  =  f*  ergeben 
vürde.  Spatere  Beobachtungen  haben  Aber  diese  Annahme  von  Poisson 
nicht  bestätigt,  und  es  müssen  nach  unserer  jetzigen  Kenntniss  X  und  ft 
oder  E  und  «r  als  zwei  von  einander  unabhängige  Elasticitätsconstanten 
angfenommen  werden. 
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und  wegen  der  Mantelüäche: 
i  (2)  y'  =  0,        A0  + 2^a  =  A0  + 2^/J  =  P, 


I 


1 


also 

(3)  y=^oT=^^^' 


8  = 


(t(3A  +  2fi) 
2P 


•i  (3A+2fi)' 

und  für  die  Gomponenten  des  molecularen  Druckes  aus  §.  66  (i 
/  j\  -^  =  ^v.  =  -P»     ^»  =  0 

''*''  r.  =  Z.  =  X„  =  0. 


"V 


§.  70. 
Torsion. 

Die  ersten  Lösungen  allgemeinerer  statischer  Probleme  der 
Elasticitätstheorie  hat  St  Venant  gegeben,  der  die  Biegung 
und  Torsion  eines  elastischen  Stabes  unter  gewissen  ver- 
einfachenden Voraussetzungen  in  einer  grossen  Zahl  von  Fällen 
bestimmt  hat  Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtang 
der  Torsion,  für  die  die  Formeln  die  einfachste  Gestalt  annehmeo. 
In  Bezug  auf  die  etwas  weitläufigere  Theorie  der  Biegung  Ter- 
weisen  wir  auf  die  Lehrbücher  der  Ellasticitätstheorie  i). 

Wir  betrachten  einen  cylindrischen  Stab,  und  sehen  von  dem 
Einfluss  äusserer  Yolumkräfte  ab.  Die  Gestalt  des  Querschnittes 
dieses  Stabes  bleibt  einstweilen  unbestimmt.  Wir  nehmen  die 
Deformation  U  folgendermaassen  an.  Jeder  ursprünglich  ebene 
Querschnitt  erleidet  eine  Drehung  um  eine  den  Erzeugenden 
der  Cylinderfläche  parallele  Axe.     Diese  Axe  ist  für  alle  Quer- 


^)  Saint  Venant,  Dela  Torsion  des  Prismes,  avec  des  conBiderations 
Bur  leur  flexion.  Memoires  des  Savants  etrangers.  1855.  Liouville  Joarnal. 
II.  Serie,  tome  I,  1855/56. 

C 1  e  b  s  c  h ,  Theorie  der  Elasticität  fester  Körper.   Leipzig  1862,  S.  70  f. 

Love,  A  treatise  on  the  mathematical  theory  of  elasticity.  Gam- 
bridgre  1892.    Vol.  I,  S.  146  f. 

Thomson  und  Tait,  Theoretische  Physik.  Deutsch  Yon  Helmholti 
und  Wertheim.    Bd.  II,  S.  222  f. 
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schnitte  dieselbe,  und  soll  die  Stabaxe  heissen.  Der  Drehungs- 
winkel ist  proportional  mit  der  Entfernung  von  einem  festen, 
etwa  dem  mittleren  Querschnitt,  so  dass  der  mittlere  Querschnitt 
nicht  gedreht  erscheint. 

Ausserdem  wird  noch  eine  Verschiebung  parallel  zur  Stab- 
axe angenommen,  wodurch  die  ursprünglich  ebenen  Querschnitte 
gekrümbat  werden.  Diese  Formänderung  soll  für  alle  Querschnitte 
dieselbe  sein.  Es  ist  nicht  nöthig  (z.  B.  bei  einem  Hohlcylinder), 
dass  die  Stabaxe  der  Materie  des  Stabes  selbst  angehört  Wenn 
es  aber  der  Fall  ist,  so  ist  die  Axe  eine  Faser  des  Stabes,  die 
keine  Verschiebung  senkrecht  zu  ihrer  Richtung  erfahren  hat 

Wir  legen  die  ^er-Axe  in  die  Stabaxe,  ihren  Nullpunkt  in  den 
ungedrehten  Querschnitt. 

Die  gemachten  Voraussetzungen  drücken  sich  dann  durch 
die  Formeln  aus: 

(1)  U  =  GJ^y,  V  =  (DZX^ 

worin  co  eine  Constante  und  az  der  unendlich  kleine  Drehungs- 
winkel für  den  Querschnitt  0  ist 

Die  dritte  Componente,  w;,  ist  eine  Function  von  rr,  y  allein. 

Wir  setzen 

(2)  w  =  mtp (x,  y) 

und  fragen,  welche  inneren  Flächenkräfte  im  Stande  sind,  eine 
solche  Deformation  zu  bewirken. 

Eine  in  der  natürlichen  Lage  der  ;8r-Axe  parallele  Faser 
x^=Xq^  y  =  y^  hat  nach  eingetretener  Deformation  die  Glei- 
chungen: 

X  =  xo  —  (ozyo,        y  =  yo  +  »^^0 

und  ist  also  geradlinig,  aber  nicht  parallel  geblieben.     Durch 
eine  Drehung  des  Stabes  als  Ganzes  nach  der  Deformation  kann 
man  daher  jede  Längsfaser  des  Stabes  zur  Stabaxe  machen. 
Aus  den  Annahmen  (1),  (2)  ergiebt  sich 

und  für  die  Componenten  des   molecularen  Druckes  findet  sich 
nach  §.  65  (13) 

Biemann -Weber,   PartieUe  Differentialgleichungen.     II.  12 


1 
J 


] 

.1 
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X,  =  0,     Ty  =  0,    Z,  =  0,     Xy  =  0, 
(4)  ^'=-^'  =  '*^(-y+|f)' 

■ 

I  und  die  Differentialgleichungen  §.  65  (17)  reduciren  sich'auf  die 

eine: 

(5)  r?  +  rf=o. 

\  Wir   nehmen   ferner  an,  dass   gegen   die  Mantel- 

>  fläche  des  Stabes  keine  äusseren  Druckkräfte  wirken. 

1  Da  an  der  Mantelfläche  cos  (ne)  =  0  ist,  so  sind  von  den 

I  Bedingungen  §.  60  (11)  die  beiden  ersten  nach  (4)  identisch  be- 

1  friedigt,  und  die  dritte  giebt 


■ 

I 


Zx  cos  (nx)  -j-  Zy  cos  (ny)  =  0 
oder  nach  (4) 


j  (6)     ^  cos  (nx)  '\-  -^^  cos  (ny)  —  y  cos  {nx)  -4-  x  cos  {ny)  =  f'- 

ö  37  oy 

Die  Bedingung  (6),    in  der  n    die  nach  aussen  gerichtett» 

Nonnale  bedeutet,  bezieht  sich  auf  die  Begrenzung  der  in  der 

;  ary- Ebene    gelegenen  Querschnittsttäche    und    ist  eine  Grenz- 

I  bedingung  zur  Bestimmung  der  Function  fp  aus  der  Differential- 

;  gleichung  (5). 

Aus  (5)   und  (6)  ist  die  Function  g>  bis  auf  eine  additive 
;  Constante  bestimmt.    Zur  Bestimmung  dieser  Gonstanten  könnei. 

j  wir  annehmen,  dass  9  =  0  sein  soll  für  a:  =  0,  y  =  0.    Dann 

haben    die  Punkte    der  Stabaxe  überhaupt  keine  Verschiebung 
I  erfahren,  und  man  kann  sich  diesen  Zustand  z.  B.  dadurch  hervor- 

gerufen denken,  dass  man  zwei  Punkte  der  Stabaxe  in 
den  beiden  Endflächen  als  befestigt  annimmt. 

Ueber  die  auf  den  Endflächen  anzubringenden  Druckkräfte 
können  wir  jetzt  nicht  mehr  willkürlich  verfügen.  Da  an  diesen 
Endflächen  cos  {nx)  =  0,  cos  {ny)  =  0  und  an  der  einen 
cos  (n<^)  =  -|-  1,  an  der  anderen  cos  {nz)  =  —  1  ist,  so  ergiebt 
sich  für  die  erstere,  die  wir  die  obere  nennen  wollen 
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Z  =  Z,  =0, 

und  für  die  untere  Endfläche  erhält  man  gleiche  und  entgegen- 
gesetzte Druckkräfte. 

Die  gegen  die  Endfläche  wirkenden  Druckkräfte  sind  also 
tangential.  Ihre  Vertheilung  über  die  Flächen  ist  aber  erst 
bekannt,  wenn  die  Function  9  bestimmt  ist. 

Die  Kräfte  X,  F,  die  auf  die  obere  Endfläche  wirken,  geben 
ein  Drehungsmoment  M  in  Bezug  auf  die  Stabaxe,  und  auf  der 
unteren  Endfläche  erhält  man  ein  gleiches,  aber  entgegengesetztes 
Moment,  so  dass  sie  sich  am  starren  Stabe  aufheben  würden. 
Die  Grösse  dieses  Drehungsmomentes  ist,  wenn  dq^  ein  Element 
der  Querschnittsfläche  bedeutet,  und  die  Integration  über  die 
ganze  Fläche  des  Querschnittes  ausgedehnt  wird, 

(8)  Jf  =  [{xY^yX)d(i 

=,„[|(..+,.,d«+|(-|f-»|f>4 

und  man   kann  also  o   so   bestimmen,    dass  dieses  Mo- 
ment Jf  einen  gegebenen  Werth  hat. 

In  den  wirklich  vorkommenden  Fällen  der  Torsion  eines 
Stabes  wird  man  kaum  je  in  der  Lage  sein,  die  Vertheilung  des 
Druckes  über  die  Endflächen  genau  zu  bestimmen;  wirklich  be- 
stimmbar wird  immer  nur  die  Resultante  sein.  Wenn  wir  aber 
die  Druckkräfte,  bei  Festhaltung  der  Resultanten,  anders  über 
die  Endflächen  vertheilen,  so  wird  zwar  im  ganzen  Stabe  der 
Zustand  geändert,  die  Aenderung  wird  aber,  wenn  die  Länge  des 
Stabes  gross  ist  im  Vergleich  zu  seinen  Querdimensionen,  nur  in 
der  Nähe  der  Enden  merklich  sein.  Darum  wird  man  die  Resul- 
tate der  Saint  Venant'schen  Theorie,  trotz  der  unbekannten 
Vertheilung  des  Druckes  auf  die  Endflächen,  doch  als  eine  gute 
Annäherung  an  die  Fälle  der  Wirklichkeit  betrachten   dürfen  1). 

^)  Bei  der  allgemeinen  Saint  Yenant' sehen  Theorie,  die  ausser  der 
Torsion  auch  noch  die  Biegung  berücksichtigt,  werden  statt  der  einen 
Constante  ai  deren  sechs  eingeführt.  Diese  lassen  sich  so  bestimmen,  dass 
die  resultirende  Kraft  und  das  resultirende  Drehungsmoment  der  Druck- 
kräfte auf  einen  der  Endquerschnitte  beliebige  Werthe  erhalten. 

12* 
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Die  Druckcomponenten  X,,  Yg  geben  ausser  dem  Drehungs- 
moment  M  auch  noch  eine  resultirende  Kraft,  deren  Componenten 

sind,  und  diese  ergiebt,  wenn  sie  nicht  verschwindet,  ein  Kräfte- 
paar, dessen  Hebelarm  die  Stablänge  ist.  Die  Wirkung  dieses 
Kräftepaares  muss  durch  ein  äusseres  Hinderniss,  z.  B.  die  Be- 
festigung zweier  Punkte,  aufgehoben  werden.  In  vielen  Fallen, 
z.  B.  wenn  die  Querschnittscurve  zwei  oder  mehr  Symmetrielinien 
hat,  verschwinden  die  Kräfte  X',  Y'  und  das  Gleichgewicht  kann 
auch  ohne  Befestigung  bestehen. 


§.  71. 
Zurückführung  auf  die  Functionentheorie. 

Die  definitive  Lösung  des  Torsionsproblems  in  einem  be- 
stimmten Falle,  d.  h.  für  eine  bestimmte  Gestalt  des  Querschnittes, 
ist  im  vorigen  Paragraphen  auf  die  Differentialgleichung: 

(1)  |!^  +  ^  =  o 

mit  der  Grenzbedingung: 

(2)  ^  cos  (na;)  -f-  ö^  cos(ny)  —  y  cos  (na?)  +  a;  cos  (ny)  =  0 

zurückgeführt,  und  weist  also  auf  die  Theorie  der  Functionen 
eines  complexen  Argumentes  hin.  Die  Gleichung  (1)  besagt  näm- 
lich, dass  q)  der  reelle  Theil  einer  Function 

(3)  jr  =  9?  +  *> 

des  complexen  Argumentes 

/g  =  X  -j-  iy 

ist  (wobei  das  jetzige  g  nicht  mit  der  dritten  Coordinate  zu  ver- 
wechseln ist).  Der  Grenzbedingung  (2),  die  sich  auf  die  Begrenzungs- 
linie des  Querschnittes,  also  auf  eine  in  der  xy-Ehene  geschlossene 
Linie  bezieht,  können  wir  auch  eine  andere  Gestalt  geben,  durch 
die  sie  vereinfacht  wird. 

Wir  bezeichnen  mit  s  die   auf  der  Begrenzung  gemessene 
Bogenlänge,  positiv  in  dem  Sinne  gerechnet,  dass  die  positiven 


§.  71. 


Zurückführung  auf  die  Fanctionentheorie. 
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dn  zu  den  positiven  ds  so  liegen,  wie  die  positive  x-Axe  zur 
positiven  j/-Axe.  Dann  ist,  wenn  wir  a?,  y  in  der  Nähe  des  Randes 
als  Functionen  von  n,  8  betrachten  (Fig.  13): 


fA^         dx       dy            ,     , 

8y  _  dx 
dn            ds 

ausserdem  ist 

89        8^ 
^^^                        dx       dy ' 

d(p  di^ 
dy             dx' 

und  es  ergiebt  sich  also  aus  (2): 


oder 
(6) 


8^8j/.8^8£ ?y.i_      ^^ 

dy  ds'^dxds~^'ds'^^ds 

d^f  _  \d{x^  4-y«) 


8s        2         8s 

Setzen  wir 

r2  =  a;2  -f-  ya^ 

so  können  wir  die  Gleichung  (6)  in  Bezug 
auf  s  integriren  und  erhalten,  wenn  c  eine 
Constante  bedeutet 

(7)  2  ^  =  r2  —  c. 

Die  Function  ^  genügt  ausserdem  der- 
selben Differentialgleichung  wie  9,  nämlich: 


Fig.  13. 


(8) 


8«!^  82^  _ 


8a;a    '    82/^ 

und  wir  haben  also  diese  Gleichung  unter  der  Voraussetzung  zu 
integriren,  dass  ^  am  Rande  die  durch  (7)  gegebenen  Werthe 
hat  Die  Aufgabe  ist  also  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung 
eines  logarithmischen  Potentials  bei  gegebenen  Rand- 
werthen,  die  wir  in  §.  136  f.  und  §.  170  f.  des  ersten  Bandes 
behandelt  haben. 

Saint  Venant  hat  aber  für  dieses  Pi'oblem  einen  anderen 
Weg  eingeschlagen,  der  sehr  fruchtbar  an  einfachen  und  anschau- 
lichen Resultaten  ist.  Dieser  Weg  besteht  darin,  dass  man  über 
die  Function  %  eine  einfache  Annahme  macht,  und  dann  aus  der 
Grenzbedingung  (7)  die  Gestalt  des  Querschnittes  ableitet,  für 
die  diese  Annahme  eine  Lösung  giebt.  Wir  geben  dafür  im 
Folgenden  ein  einfaches  Beispiel. 


I 
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§.  72. 
Beispiel. 

Nehmen  wir  zunächst  %  =  const.,  so  ergiebt  die  Grenz- 
bedingung  §.71  (7)  einen  kreisförmigen  Querschnitt.  Die  Glei- 
chung §.  70  (2)  zeigt,  dass  die  Verschiebung  in  der  Richtung 
der  Stabaxe,  w,  über  den  ganzen  Querschnitt  constant  ist 

Für  die  Druckcomponenten  X,,  Y,  erhalten  wir  aus  §.70(4): 

X,  =  —  fimy,     r,  =  ii<bx, 
und  daraus  die  Resultante 

Diese  Kraft  steht  senkrecht  auf  dem  Radius  r.  Sie  wirkt 
in  der  Ebene  des  Querschnittes  auf  Zerreissung  des  Stabes,  und 
wird  die  scheerende  Kraft  genannt.  Wir  wollen  sie  auch 
kurz  als  Spannung  bezeichnen.  Die  Spannung  wächst  also  in 
diesem  Falle  mit  r  und  ist  am  grössten  an  der  Peripherie. 

Wir  wollen  ferner  für  %  eine  Potenz  von  z  nehmen: 

(1)  ;|r  =  —  ia^, 

worin  a  ein  constanter  Factor  und  m  eine  ganze  positive  Zahl 
ist.  Den  Factor  a  können  wir,  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
reell  und  positiv  annehmen.  Es  ergiebt  sich  daraus,  wenn  irir 
Polarcoordinaten  r,  ^  einführen  und 

(2)  z  =  r€^^ 
setzen : 

(3)  9  =  ar'^  sin wO",    ^  =  —  ar*"cosmd, 

und  es  ist  also  die  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Stabaxe: 

(4)  w  =  acor^  sinind'. 

Nehmen  wir  ao  positiv  an,  so  ist  die  Deformation  des 
Querschnittes  hier  so  beschaffen,  dass  vom  Nullpunkt  2  m  Strahlen 
auslaufen,  in  denen  die  Verrückung  gleich  Null  ist,  und  in  den 
2  m  Sectoren,  die  hierdurch  gebildet  werden,  ist  w  abwechselnd 
positiv  und  negativ. 

Für  die  Componenten  der  Spannung  erhalten  wir  nach 
§.  70  (4): 
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V  f  \^\  ^®  8(r^  — 2») 

F.  =^(d(^     *  +  ^7J-      -2 die ' 

und  mit  Rücksicht  auf 

'^  ^  -^ ^_i    -^ ^%. 

8a;  8y        ex  dx        d^ar' 

X,  —  tT,  =  ^fii^— y— t\r  +  ^) 

=  — fKD(r8in'^-t-irco80'-]-zamr"*~^[cos(m— l)'9'-|-i8in(tM  — 1)9^], 

also: 

,^  X,  =  —  fio)  [r  sinO"  -^  amr"^-^  8in(m—  l)^]^ 

^  Y,  =-}- (AO)  [r  cos  ^  +  amr"»-*  cos (m  — 1)0-], 

und  wenn  man  daraus  die  Resultante  Sg  bildet: 

(7)  Ss  =  yX?  +  Y?  =  ficD-^r^-}-  a2m2r*''»-2  4-2amr*«  cos  w^. 

Die  Spannung  kann  in  einzelnen  Punkten  =  0  sein.  In 
diesen  Punkten  muss  X,  =  0,  Yg  =  0  sein.  Es  findet  dies 
statt,  entweder  wenn  r  =  0  und  m  >>  1  ist,  also  in  der  Stab- 
axe,  oder  in  Punkten,  in  denen  sinm^  =  0,  cosm^  =  —  1,  also 
^  Ä  3x     (2m  —  l)7t 

{o)  ^  =  — ,      .  .   .,     ,      

m  m  tw 

und 

(9)  mar»"-^  =  1. 

Die  Spannung  ist  bei  gleichbleibendem  r  ein  Maximum,  wenn 
cos  w  ^  =  1  ist,  also  bei 

mm  m 

Dies  Maximum  hat  den  Werth 
(11)  Sm  =  ^o(r  +  amr"^-^), 

und  wächst  also  mit  wachsendem  r. 

§.  73. 
Elliptischer  Querschnitt. 

Die  Begrenzung  des  Querschnittes,  für  deu  die  im  vorigen 
Paragraphen  angenommene  Function  %  die  Lösung  giebt,  erhält 
man  aus  der  Gleichung  §.71  (7): 
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also  für  unsere  Annahme,  §.72  (3): 

(1)  r>  -|-  2ar"*  cosmö-  =  c. 
Für  den  einfachsten  Fall  m  =  1  erhält  man 

(2)  a?»  +  y«  +  2aa;  =  c, 

also  einen  kreisförmigen  Querschnitt,  bei  dem  die  Stab- 
axe  aber  nicht  im  Mittelpunkte  liegt.  Die  scheerende  Kraft  ist 
nach  §.  72  (7) 


also  in  concentrischen  Kreisen  constant  und  an   der  Peripherie 
am  grössten,  ebenso  wie  in  dem  Falle  des  constanten  %. 

Für  m  =  2  ergiebt  sich  als  Grenze  für  den  Querschnitt 
aus  (1) 

(3)  (1  +  2ä)x^  +  (1  —  2  a)ya  =  c. 

Da  die  Gurve  geschlossen  sein  muss,  so  kann  dies  nur  eine 
Ellipse  sein.  Es  muss  also,  da  wir  a  positiv  angenommen  habeo, 
c  positiv  und  2  a  <C  1  sein.  Dann  sind  die  Halbaxen  dieser 
Ellipse 


w 


"  =  l/rT2^'  ^=\r^^  "<^' 


Fig.  14. 


(6) 
(7) 


X,= 


und  können  also  durch  Verfügung  über  a 
und  c  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  haben. 
Für   die   Verschiebung  uo  ergiebt  sich  aus 
§•  72  (4) 
(5)  u;  =  coy  =  2amxyj 

und  die  Gurven  eines  constanten  iß  sind 
gleichseitige  Hyperbeln.  In  den  Axen  der 
Ellipse  ist  m;  =  0  und  in  den  vier  Quadranten 
abwechselnd  positiv  und  negativ.  Für  die 
Spannung  erhält  man  nach  §.  72,  (6),  (7) 

110}  (1  —  2a)j/,         Yz  =  /LKö  (1  4-  2a)x 


s,=.»»y|i+|i. 


Die  Linien  gleicher  Spannung  sind  also  hier  ähnliche  Ellipsen, 
aber  sie  weichen  stärker  von  der  Kreisgestalt  ab,  als  die  Grenz- 
ellipse  des   Querschnittes   (Fig.   14).      Man   sieht,    dass   die  am 


§.  74.  Cannelirte  Säalen.  185 

stärksten  durch  die  Spannung  beanspruchte  Faser  nicht  am  End- 
punkte der  grossen,  sondern  am  Endpunkte  der  kleinen 
A  X  e  liegt. 

§.  74. 

Cannelirte  Säulen. 

• 

Wenn  in  dem  Beispiel  des  §.  72  tn  >>  2  ist,  so  giebt  es 
Punkte  in  der  Querschnittsebene,  in  denen  die  Spannung  gleich 
Null  wird,  und  wir  können  die  Gonstanten  in  der  Gleichung  der 
Grenzcurve 

(1)  r»  — 2^  =  c 

so  bestimmen,  dass  diese  Punkte  auf  der  Grenze  liegen.  Diese 
Punkte  sind  dann,  wie  man  aus  der  Gleichung  §.  72  (5)  ersieht, 
Doppelpunkte  der  Gurve  (1)  und  werden  sich  also  an  dem 
Stabe  als  scharfe  Kanten  darstellen.  Das  Beispiel  des  §.  72 
bezieht  sich  also  bei  dieser  Bestimmung  der  Gonstanten  auf 
cannelirte  Säulen  mit  m  Rippen.  Die  Spannung  ist  Null  an 
den  Kanten,  und  erreicht  ihr  Maximum  am  Boden  der  Rinnen 
Der  Querschnitt  ist  in  2  m  Sectoren  getheilt,  in  denen  w  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  ist. 

Wenn  die  durch  (1)  oder 

(2)  r»  +  2ar~cosm'9' =  c 

dargestellte  Gurve  durch  die  Punkte  verschwindender  Spannung 
hindurchgehen  soll,  so  muss  sie  erfüllt  sein  für 


cosm-Ö"  =  —  1,       r  =  (md)^-'^    [§.  72,  (8),  (9)], 
und  daraus  ergiebt  sich  für  c  der  Werth 


(3)  c  =  (ma) 


'     m  — 2 


2  — m 


m 


Die  Gleichung  (2)  stellt  eine  algebraische  Gurve  m^^  Ord- 
nung dar  und  man  kann  sie  in  rechtwinkligen  Goordinaten  in 
der  Form  darstellen: 

(4)  ^2  +  y2  ^ 

0^/  «      »i.m— 1_^    ^   „  ,  w.m— l.w— 2.tw— 3        ,   ,        \ 

^v^ 2 — ^~  J/^H r'2 y4 — x-^-'y'—)=c. 


I 


I 


186 


Neunter  Abschnitt. 


§.7i 


Für  m  =  3  UDdm  =  4  hat  die  Curve,  bei  dem  Werthe  (o! 
der  Constante  c,  drei  oder  vier  Doppelpunkte,  und  muss  in 
diesen  beiden  Fällen  in  Curven  niedrigeren  Grades  zerfallen. 

Für  m  =  3  erhält  man  c  =  l/27a2  und  folglich  wird  die 
Gleichung  der  Grenzlinie: 

27a«(a;2  +  y^)  +  6^a^(x^  —  Sxy^)  —  1  =  0, 
die  sich  in  die  drei  Gleichungen: 

1  —  6aa;  =  0, 
(5)  1  +  3ax  +  SfSay  =  0, 

1  +  Sax  —  SfSay  =  0 

zerlegen  lässt.     Man  erhält  also  einen  dreikantigen  Stab,  dessen 
Querschnitt  ein  gleichseitiges  Dreieck  ist    (Fig.  15.) 

Fig.  15.  Fig.  16. 


Für  m  =  4  ze/fällt  die  Curve  (4)  in  zwei  Hyperbeln  (Fig.  16), 
die  man  leicht  auf  folgende  Weise  erhält.  Es  ist  hier  c  =  1  '8a 
und  also  nach  (2): 

IGa^r*  cos4^  +  8ar«  =  1, 

und  durch  Auflösung  dieser  für  r^  quadratischen  Gleichung: 

(6)  4ar2  cos4'9'  =  —  1  ±  ^2  cos2^. 

Es  ist  aber 

cos4'9-  =  (V"2  cos2^  +  1)  (V2  cos 2 -ö-  —  1), 
und  daher  nach  (6): 

4ar2  (1  ±f2  cos2'9')  =  1, 
oder  in  rechtwinkligen  Goordinaten: 


(7) 


(l±Y2)x^-\-ilip\^)y^=±, 
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wodurch  zwei  congruente  Hyperbeln  dargestellt  sind,  die  um  90® 
gegen  einander  gedreht  sind,  die  sich  in  vier  reellen  Punkten 
schneiden.  In  diesen  Schnittpunkten  ist  x^  =:  y^^  und  für  ihre 
Entfernung  vom  Goordinaten-Anfangspunkt  erhält  man 

I 

Die  reelle  Axe  ß  der  Hyperbeln  erhält  man  aus  (7),  wenn 
man  x  oder  y  =  0  setzt: 

ß  1 C6 

"  2VaVl  +  ]'f  ~  Vi  +  V2" 

Das  Maximum  a  von  r  ist  also  ungefähr  lYsi^^^  so  gross 
als  das  Minimum  ß. 


I 

I 
1 

1 

I 

■ 

f 
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Druok  auf  eine  elastische  Unterlage. 


§..  75. 

1  Gleichgewicht   eines    von   einer    unendlichen   Ebene 

begrenzten  Körpers. 


Wir  denken  uns  einen  elastischen  Körper,  der  von  einer 
Ebene,  die  wir  zur  xy -Ebene  nehmen,  einseitig  begrenzt  ist, 
sonst  aber  keine  Begrenzung  hat.  Gegen  diese  Fläche  sollen 
äussere  Flächendrucke  wirken.  Von  äusseren  Volumkräften  sehen 
wir  wieder  ab.  Gegen  das  Innere  des  Körpers  wollen  wir  2 
positiv  nehmen.  Im  Unendlichen  soll  der  Körper  in  seinem 
natürlichen  Zustande  verharren,  was  dadurch  ausgedrückt  sei, 
dass  die  Deformationscomponenten  u,  v,  w  im  Unendlichen  so 
verschwinden,  dass 

(1)  Bu,      Bv,      Bw, 

wenn  B  die  Entfernung  eines  veränderlichen  Punktes  von  einem 

festen  Punkte  bedeutet,  mit    unendlich  wachsendem  B  endlich 

bleiben. 

Der  Gleichgewichtszustand  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  an 
der  Oberfläche  z  =  0  noch  die  Componenten  der  Flächenkräfte 

(2)  x=x.,    F=  r,,  z  =  z, 

gegeben  sind.    Ebenso  ist  aber  auch  das  Problem  bestimmt,  wenn 
für  ;8r  =  0  die  Componenten  der  Verschiebung 

(3)  w,      V,      w 

gegeben  sind,  oder  noch  allgemeiner,  es  ist  bestimmt,  wenn  von 
jedem  der  drei  Paare 
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eine  Grösse  für  jer  =  0  gegeben  ist  (§.  64,  2.). 

Das  Problem  ist  allgemein  gelöst  von  Boussinesq^)  durch 
Anvrendang  der  Theorie  der  Potentiale,  auf  anderem  Wege  von 
Ceruti')  unter  Benutzung  von  Sätzen,  die  man  Betti')  verdankt, 
nach  einer  Methode,  die  mit  der  Green 'sehen  Methode  in  der 
Potentialtheorie  verwandt  ist  (Bd.  I,  §.  97).  Wir  wollen  hier 
einen  anderen  Weg  gehen,  indem  wir  die  Fourier'sche  Me- 
thode der  particularen  Lösungen  anwenden. 

Dazu  wollen  wir  zunächst  den  Fourier'schen  Lehrsatz  für 
Functionen  von  zwei  Variablen,  der  hier  angewendet  werden  muss, 
in  eine  für  diese  Anwendung  geeignete  Form  bringen. 


§.  76. 

Der  Fourier'sche  Lehrsatz  für  Functionen  zweier 

Variablen. 

Wir  haben  in  §.  17  des  ersten  Bandes  für  eine  willkürliche 
Function  f(x)  einer  Variablen  x  die  Formel  (9)  abgeleitet,  in 
der  wir  jetzt  die  Integrationsvariable  mit  |  statt  mit  A  be- 
zeichnen: 

(1)  /(a;)  =  Md«|/(|)co8«(a;-S)d|, 

0  —  00 

und  da  unter  dem  Integral  in  Bezug  auf  a  eine  gerade  Function 
von  a  steht,  so  können  wir  dafür  auch  setzen: 

•f  OD  +00 

(2)  /(a5)  =  ^jd«j/CI)co8«(aj-|)dS. 

—  00         —  00 

Es  ist  aber  auch 

+  00  +00 

(3)  0=1.  j  da  [/ (f) sin «(a; - 1) d|, 


—  00         —  00 


0  Boassinesq,  Applioations  des  potentiels  directes,  inverses,  log^- 
rithiniques.    Paris  1895. 

*)  Ceruti,  Rioerche  intomo  all'equilibrio  de  corpi  elastici  isotropi. 
Accademia  dei  Lincei  1882. 

*)  Betti,  Nuovo  Cimento  1872. 
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da  hier  eine  ungerade  Function  von  a  unter  dem  Integralzeichen 

steht,  und  wenn  wir  also  (3)  mit  i  =  y —  1  multipliciren  und 
zu  (2)  addiren,  so  folgt: 

+  00  +  » 

(4)  /(«)  =  ^  jd«  [/(|)c<«(«-«)d|. 


♦  —  OD  —CO 


Es  hänge  nun  f(x)   ausser  von  x  noch  von  einer  zweiten 
Variablen  y  ab,  es  sei  also 

(5)  f{x)=f{x,y\   /(|)=/(|,y). 

Dann  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Formel  (4)  auf /(|,  y\  als 
Function  von  y  betrachtet,  anwenden: 


I  + »      +  • 

1. 


(6)  /(l,  y)  =  ^  j  diS  |/(§,  i,)e'/'(v-.ö  dn. 


00  —  00 


und  wenn   wir  dies    in   (4)   substituiren ,    so    erhalten    wir  den 
Fourier'schen  Lehrsatz  für  zwei  Variable  in  der  Form: 

(7)  f(.x,y)  = 

+  004-<0  +00+00 

L-j     idadßi    j/(|,i,)e*»(«-Ö  +  ',«(v-dd|d,,, 


I  00    —  00  00    —  00 


und  diese  Formel  lässt  sich  durch  dasselbe  Verfahren  auf  Func- 
.     tionen  einer  beliebigen  Anzahl  von  Variablen  ausdehnen. 

Wendet  man  die  Formel  (7)  auf  zwei  Functionen  /i  {x,  y\ 
fi  (^1  y)  ^^  9  multiplicirt  die  zweite  mit  *  und  addirt  sie  zu  der 
ersten,  so  ergiebt  sich,  dass  (7)  auch  für  imaginäre  Functionen 

/(^>  y)  =  /i  (^1  y)  +  ^72(^1  y) 

gültig  bleibt. 

§.  77. 

\  Darstellung  der  Verrückungen   w,  v,  w    durch   Doppel- 

integrale. 

Wenn  wir  mit  X,  Y,  Z  die    Componenten    des  gegen  die 
Fläche  ;8?  =  0  gerichteten  äusseren  Druckes  bezeichnen,  so  haben 
<  wir,  weil  jetzt  die  innere  Normale  mit  der  Richtung  der  posi- 

tiven ;^-Axe  zusammenfällt,  nach  §.  60  (11)  für  die  Fläche  js  =  0 

Xg  =  —  A,       i*  ==  —  i,       Zm  =  —  i>, 


§.  77. 


DarBtellung  der  Yerrückungen. 
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und    das   in   §.    75    gestellte  Problem    erhält    nach    §.    65  (17) 
folgenden  Ausdruck: 

Es  sollen  w,  v,  w  als  Functionen  der  Coordinaten 
x^  1/,  z  für  positive  0  und  für  alle  x^  y  bestimmt  wer- 
den, so  dass  überall  im  Inneren  dieses  Gebietes  die 
Differentialgleichungen 

dx^  dy'^dls' 

(^  +  ^)  g7  +  ^^^  =  ^ 

erfüllt  sind,  und  dass,  wenn  für  ä?  =  0 


(2) 


tt  =  t/, 


v=  F, 
tfl  =  TT, 


Zw 


'  ~  **  \8  y  "^  8  « 


r, 


^tü 


Z,  =  A0  +  2^^=    -Z 


gesetzt  wird,  von  jedem  der  drei  Functionenpaare  ü",  X; 
F,  F;  "FT,  Z  eine  eine  gegebene  Function  von  x^  y  sei. 

Ausserdem  sollen  m,  v^  m;,  0  für  unendliche  Werthe 
von  a?,  y  und  für  unendlich  grosse  positive  Werthe  von 
z  verschwinden. 

Da  die  Differentialgleichungen  (1)  linear  sind,  so  kann  man 
aus  mehreren  particularen  Lösungen  Wj,  v^,  Wi\  Wj,  Vj,  Wj .  .  . 
allgemeinere  Lösungen 

(3)    tt  =  Mi-|-Wj -{-•••!    t;  =  Vi-j-t;2-| ,    t<;  =  t(?i -|- 1<?2 -j 

zusammensetzen,  und  wenn  man  unendlich  viele  particulare  Lösungen 
liat,  so  kann  man  auf  diesem  Wege  Lösungen,  je  nach  Um- 
ständen in  Gestalt  von  unendlichen  Reihen  oder  von  bestimmten 
Integralen  ableiten.  Es  kommt  also  jetzt  zunächst  darauf  au, 
geeignete  particulare  Lösungen  zu  finden,  die  noch  die  hinläng- 
liche Anzahl  unbestimmter  Parameter  enthalten,  dass  man  auch 
den  Grenzbedingungen  genügen  kann. 
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Ein  solches  particulares  Integral  finden   wir  durch  die  An- 
nahme: 

u  =  (a-\-  tÄaÄr)e»(««  +  /*y  +  y'>, 

(4)  v  =  {b  +  ihßjs;)e<^'''  +  fiy^y'\ 

worin  a,  6,  c,  a,  /),  t',  &  Constanten  sind,  über  die  noch  näbere 
Bestimmungen  getroffen  werden  sollen.  Wir  nehmen  zunächst 
die  Relation  zwischen  a,  ß,  y  sm: 

(5)  «a  +  /J»  -f-  ya  =  0 
und  erhalten: 

(6)  ®  ==  [aa  +  6/J  +  (c  +  Ä)y]  ie»(««  +  .^y  +  y') 
und  femer: 

I  (7)  ^v   =  —  2Ä/3ye»(«*  +  /»y  +  y'>, 

1  jdw  =  —  2  Äyyc*("*  +  «^v +  >'*>. 

I  Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Differentialgleichungen  (li 

r  ein,  so  findet  man,  dass  diese  alle  drei  befriedigt  sind,  wenn  man 

zwischen  den  Gonstanten  die  Relation  annimmt: 


i 


(8)  -  (A  +  Sfi)hy  =  (A  +  fi)(aa  +  6/f  +  cy), 

*  wodurch  Ä  als  Function  der    übrigen  Gonstanten  bestimmt  ist 

Wir  nehmen  a  und  ß  reell  an  und  setzen  nach  (5) 

(9)  y  =  i  V  a«  +  /32, 

worin  das  positive   Zeichen    der   Wurzel    genommen   ist,   damit 
M,  t;,  w;  für  jgr  =  -j-  oo  verschwinden.    Wir  setzen  dann 

a  =  A(a^  ß)da  dß  =  Ada  dß, 

(10)  6  =  ^(a,  ß)dadß  =  Bdadß, 

c=  (7(a,  ß)dadß  =  Cdadß, 

und  verstehen  unter  -4,  J9,  C  willkürliche  Functionen  der  Argu- 
mente a,  /5,  ferner  setzen  wir 

(11)  h  =  H  (a,  /3)  du  dß  =  Hdoc  dß, 
und  nach  (8) 

(12)  rH=-  ^^-  (aA  +  ßB-\-  yC). 
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Dann  ergeben  sich  aus  (4)  allgemeine  Ausdrücke  für  u^  v^  w: 

+  00 


00 
+  00 


(13) 


V  =■-  \\d«dß{B  -^  ißHe)e*<"+l>«  +  r'\ 


00 
+  00 


w 


=  {{dttdß{C-{'iyHz)e<^^'^(^y  +  y'\ 


00 


Die  Functionen  J.,  B^  C  und  folglich  auch  H  werden  im  All- 
gemeinen complex  sein,  während  doch  w,  v,  t(;  in  (13)  reell  sein 
müssen.    Dies  wird  unter  folgender  Voraussetzung  eintreten: 

Die  Functionen  Ä(—u,  —ß),  B{—a,  —  ^),  C(— a,  —ß) 
sollen  conjugirt  imaginär  mit  J.(a,  /?),  5(a,  /3),  (7(a,  ß) 
sein  oder  anders  ausgedrückt,  die  reellen  Theile  dieser 
Functionen  sollen  gerade,  die  imaginären  Theile  un- 
gerade Functionen  von  a,  ß  sein. 

Es  ergiebt  sich  dann  aus  (12),  dass  dieselbe  Eigenschaft  auch 
den  Functionen  iaiT,  ißH,  iyR  und  folglich  auch  den  Func- 
tionen 

A-\-inHz,    B-^ißHz,     C-^iyHz 

zukommt.  Daraus  ergiebt  sich  aber,  dass  die  Ausdrücke  (13) 
ungeändert  bleiben,  wenn  man  i  durch  — i  ersetzt,  weil  man 
gleichzeitig  unter  dem  Integralzeichen  die  Integrationsvaiiablen 
a,  ß  durch  — a,  —  ß  ersetzen  kann.  Folglich  sind  die  in  (13) 
für  M,  t;,  w  gegebenen  Ausdrücke  reell. 


§.  78. 
Bestimmung  der  willkürlichen  Functionen. 

Sind- die  Functionen  A^  B^  C  bestimmt,  so  ist  unsere  Auf- 
gabe YoUständig  gelöst.  Diese  Bestimmung  ist  nun  sehr  einfach, 
wenn  wir  annehmen ,  dass  an  der  Oberfläche  ;?  =  0  die  Ver- 
schiebungen w,  v,  w  selbst  gegeben  seien: 

(1)  u  =  ü(x,  y),    v=  V(x,  y),    w=  W{x,  y). 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.     IL  13 


-I 

I 

t 
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Dann  müssen  die  A,  B^  C  den  Bedingungen  genügen: 

+  00 


§.'^ 


—  00 
+   00 


(2) 


F(a;,y)=s  i{B(a,ß)e'i'"'  +  Pv^dadß, 


—  00 
+  00 


W(x,y)=  [ [  (7(a,  /J)«'««»  + 1»»)  d «  d  ß. 


00 


und  die  allgemeine  Formel  §.  76  (7)  ergiebt: 

+  00 


A{cc,  ß)  =  j^,  ff  ü(l  i,)e-<("J  +  ,».ö  d|  dt), 


00 

+  00 


(3) 


B(pc,  /3)  =  j^  {{Vd  j,)e-'(«S  +  i"i)  didij, 


—  00 
+  00 


C{a,  ß)  =  ^^  jj  W(|,  iy)6-(«S  +  .^»^)  d|  dlj. 


—  00 


Um  die  Functionen  A^  B^  C  auch  unter  den  in  §.  75  ge- 
machten allgemeineren  Bedingungen  zu  bestimmen,  müssen  wir  die 
Ausdrücke  für  die  Druckkräfte  X,,  F,,  Z,  für  jer  =  0  ableiten. 
Es  ist  aber  nach  §.  65  (13): 


(*) 


^'  =  ^^  +  87)' 


Z,  =  A  0  +  2  ^ 


=  '(ll  +  fT)  +  (^'*+') 


dw 
dz 


Wir  bezeichnen  diese  drei  Grössen  als  Functionen  von  x,  y  mi^ 

-  X(x,  yl    -  Y{x,  y),    -  Z{x,  y\     [§.  77  (2)]. 
Nach  §.  77  (13)  ist  aber  (immer  für  ^er  =  0) 
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(5)  ^~*  11«'""*'""  ßBdKdß, 

woraus  nach  §.  77  (12),  wenn  man  den  Werth  Ton  S  für  «  = 
mit  ©  bezeichnet: 

+  "■ 

(6)  e  =  -j^l^|j.'<"+j.>,a(a,«d„di). 

Ferner  ist 

1^  =  i  ff  «'("  +  ,»«  (,J  +  afl)d„<i^, 

££  =  ,|j«.(..t,.,)  (,B  +  ßM)dadß, 

(!) 

und  daraus  erhält  man  nach  (4): 

X"(i,s,)=  ffA'(«,  f!)e'i"*>'>d^dß, 

(8)  r(l,  v)=  ff  iJ'(«,W<!«"  + •'»<!«(*/), 


[96  Zehnter  AbBchnitt.  g.  ;v. 

A'(«,/))  =  -  il^lfÄ  +  a(C  +  fi)], 

ind  hierzu  kommt  nocli  die  Gleichung  §.  77  (12): 

10)  ,a=-^±J^i«Ä  +  ßB  +  rC), 

roraus  man,  wenn  A',  S",  C  bekannt  sind,  auch  Ä,  B,  C,  B  bt- 
echnen  kann,  oder  allgemeiner  aus  dreien  der  Grössen  A,  S,  C. 
1',  B",  C,  B  die  übrigen. 

Die  Functionen  A',  B\  C,  H  können  aber  ebenso  aus  den 
i'unctionen 

X<jt,y\      T(x,s),     Z(x.y).      S(x,y) 
testimmt  werden,  wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  A,  B,  C  aus 
[7,  F,  W  bestimmt  haben.     Es  ergiebt  sieb  nämlich  aus  (6): 

ind  aus  (8): 

A.'{a,ß)  =  ^^^Xa,f,)e-'<''l  +  ^-^^didri., 

12)  B'K^)  =  ^||r(|,^)e-""i  +  ,*...d|rfr,. 


§.  79. 

Eindruck  eines  schweren  Körpers  auf  eine  elastische 

Unterlage. 

Boussinesq  hat  seine  Methode  auf  ein  Problem  ange- 
wandt, das  wir  hier  auch  noch  nach  unserer  Methode  behandeln 
ivoUen. 

Wir  denken  uns  auf  eine  elastische  horizontale  Unterlage 
sinen  Stempel  vom  Gewicht  P  aufgesetzt,   den   wir  uns  aber  als 


§.  79. 


Eindruck  auf  eine  elastische  Unterlage. 
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starr  vorstellen  wollen  (er  möge  etwa  aus  einem  sehr  viel 
schwerer  deformirbaren  Stoffe  bestehen  als  die  Unterlage)- 
Dieser  Körper  K  habe  die  Gestalt  eines  Cylinders,  dessen  Basis 
eine  gegebene,   beliebig  gekrümmte,   von  der  Ebene   unendlich 


Fig.  17. 


wenig  abweichende  Fläche  ist.  Die  Rand- 
curve  6  dieser  Fläche,  längs  der  sie  an 
den  Gylindermantel  anstösst,  sei  eben 
und  senkrecht  auf  den  Erzeugenden  des 
Cylinders. 

Diese  Randcurve  sei  bis  zur  Tiefe  Ä 
in  die  Unterlage  eingesunken. 

Die  Gestalt  der  Basisfiäche  soll  dadurch  bestimmt  sein,  dass 
ihre  jer- Ordinate,  von  der  Ebene  des  Randes  an  gerechnet,  eine 
gegebene  Function  Q{x^y)  sei,  die  am  Rande  gleich  Null  ist. 
Wenn  q{x^  y)  überall  gleich  Null,  ist,  so  ist  die  Basisfläche  eben. 

Endlich  wollen  wir  die  Projection  der  Basis  auf  die  a;y-Ebene 
mit  S  bezeichnen  (Fig.  17). 

Wir  nehmen  also  an,  dass  der  Körper  K  seiner  Gestalt  nach 
unveränderlich  sei,  und  dass  sich  die  Unterlage  unter  dem  Einflüsse 
des  Druckes  P  der  Gestalt  des  Körpers  genau  anschliesst. 
Diese  letztere  Voraussetzung  wird,  namentlich  in  der  Nähe  des 
Randes,  wo  sich  unendlich  grosse  Druckkräfte  ergeben  werden, 
nicht  genau  erfüllt  sein.  Indessen  werden  wir  bei  dieser  An- 
nahme doch  ein  Resultat  erhalten,  was  in  hinlänglicher  Ent- 
fernung von  dem  Rande  die  wirklichen  Verhältnisse  mit  einer 
gewissen  Annäherung  darstellt. 

Wir  haben  hier,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Druck  des 
Körpers  K  überall  nur  vertical  (in  der  Richtung  der  positiven 
s)  wirkt,  wenn  wir  uns  der  Einfachheit  halber  auf  den  Fall  einer 
ebenen  Grundfläche  des  Körpers  JT  beschränken,  also  9  ==  0 
setzen,  für  das  elastische  Problem  in  der  Unterlage  die  fol- 
genden Grenzbedingungen  für  jgr  =  0: 


0) 

(2) 
(3) 


Xg  =  0,     Y,  =  0,    in  der  ganzen  Ebene  ;8f  =  0, 
Zs=  0     ausserhalb  S, 
w  -=  h     innerhalb  S. 


Diese  Grenzbedingungen  haben  das  Eigenthümliche,  dass  sie 
nicht  einheitlich  für  die  ganze  Ebene  gegeben  sind,  sondern 
sich  zum  Theil  auf  Z*,  zum  Theil  auf  iv  beziehen,  und  dieser 
Umstand  ist   für    die   Integration   im    Allgemeinen    eine   grosse 
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•I 

Schwierigkeit.    Einem  hierher  gehörigen  Falle  sind  wir  in  der 
I  Elektrostatik,  Bd.  I,  §.  133,  134,  begegnet,  bei  der  Bestimmnng 

[  des  elektrischen  Gleichgewichtes  einer  ebenen  leitenden  Fläche. 

i  der  eine  gewisse  Elektricitätsmenge  mitgetheilt  ist,  und  wir  haben 

i  dort  das  Problem  für  den  Fall  einer  elliptischen  Scheibe  gelöst 

Es  ist  ein    höchst   bemerkenswerthes  Resultat  tod 

■ 

Boussinesq,   dass   sich   das   elastische   Problem   auf  das 
erwähnte  elektrostatische  Problem  zurückführen  lässt. 


I 


i 


§.  80. 
Bedingungen  für  die  willkürlichen  Functionen. 


Die  Bedingungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen,  die  sich  auf 
*  die  ganze  Ebene  0  =  0  beziehen,  ergeben  nach  §.  78  (12) 

(1)  •  Ä'  =  0,        B*  =  0, 

und  daher  nach  §.  78  (9): 


und  nach  §.  77  (5)  (—  y^  =  a'^  -\-  /S«): 

(3)  aA-^ßB  =  YiC+H), 

also  nach  §.  78  (10) 

und  nach  (2) 

und  nach  §.  78  (9) 

(6)  C'  =  -2if-^'^)y6'. 

Es  ist  aber  für  ^  =  0  nach  §.  77  (13), 

+   00 

(7)  tv=  ff  Ce»(^*  +  /»v)dad/S 
und  nach  §.  78  (8) 


—  00 
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(ö) 


+  • 


00 


2 1  /i  ( A  -|-  fi) 


A  +  2 


+  00 


—  00 


Demnach  ist  die  Function  C  nach  §.  79  (2),  (3)  so  zu  be- 
stimmen, dass 

+  « 

(9)  ffcc<(««  +  /*v>dad/3  =   fc  innerhalb  S, 


—  00 
+   00 


(10) 


ffCc*«"+/»«'>  ydarf/J  =  0       ausserhalb  S, 


00 


und  die  Formel  (7)  ergiebt  dann,  wenn  man  sie  auf  einen  Punkt 
ausserhalb  S  anwendet,  die  Einsenkung,  und  (8),  auf  einen 
Punkt  innerhalb  S  angewandt,  den  Druck,  den  die  Unterlage  zu 
tragen  hat 

Aus  §.  77  (13)  erhält  man  dann  die  Verschiebungen  m,  v,  u; 
für  jeden  Punkt  im  Inneren  des  Körpers  und  an  der  Oberfläche. 


§.  81. 
Zurückführung  auf  das  elektrostatische  Problem. 

Denken  wir  uns  die  Fläche  S  in  der  a;y- Ebene  als  Scheibe 
aus  einem  homogenen  Leiter  der  Elektricität  gebildet,  der  eine 
gewisse  Elektricitätsmenge  mitgetheilt  ist,  so  wird  das  elektrische 
Potential  9  bestimmt  durch  die  Bedingungen,  dass 

1.  im  ganzen  Räume  ^9  =  0, 

2.  für  jgr  =  0  innerhalb  S 

9  =  Ä  (gleich  einer  Constanten), 

3.  für  ;8f  =  0  ausserhalb  S 

fp  und  seine  Ableitungen  nach  g  stetig. 

4.  Im  Unendlichen  verschwindet  (p  wie  die  reciproke  Ent* 
fernung  eines  Punktes  vom  Coordinatenanfangspunkt. 

Setzt  man  an  Stelle  der  Bedingung  2.  die  Bedingung 
(1)  q>,  =  1, 
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s^.  d. 


80  genügt  (p  =  ]c(pi  der  Bedingung  2.  und  zugleich  den  übrigen 
Bedingungen  1.,  3.,  4.  Die  Constante  h  wird,  wenn  das  Problem 
gelöst  ist,  aus  der  Menge  m  der  mitgetheilten  Elektricität  h^f- 
stimmt. 

Aus  der  Symmetrie  der  Bedingungen  1.  bis  4.  ergiebt  siel 
dass  q)  eine  gerade  Function  von  is  ist,  d.  h.  dass 

(p{x,  y,  — ^)  =  fp{x.  y,  a) 

sein  muss.  Daher  kann  die  Bedingung  3.  auch  durch  die  Be- 
dingung 


(2) 


Off 

dg 


0,    für  ;er  =  0,    ausserhalb  S 


ersetzt  werden,  und  es  genügt,  wenn  g?  für  positive  Werthe  Yon 
z  bestimmt  ist. 

Die  Flächendichtigkeit  6  der  Elektricität  an  einer  Stelle  x.  y 
der  Fläche  S  erhält  man,  wenn  q)  bekannt  ist,  aus 

dq> 


(3) 


2n6  =  — 


dz' 


innerhalb  S 


[Bd.  I,  §.  134  (2)J. 

Diese  Function  tp  lässt  sich  wegen  der  Differentialgleichung  1. 
nach  der  Methode  der  particularen  Lösungen  durch  ein  Integral 
darstellen: 

+  00 

(4)  tp  =  l[a>(a,/3)e«(«'  +  /*v  +  >'')  dad/J, 


00 


worin  y  •=  i  ya^-jT^  ^nd  0(a,  ß)  eine  aus  den  Grenzbedingungen 
zu  bestimmende  Function  von  a,  ß  ist. 

Wenn  an  Stelle  der  Bedingungen  2.,  3.  die  Function  gj  in 
der  ganzen  Ebene  z  -=  0  gegeben  wäre,  so  wäre  die  Function  ^ 
durch  den  F  o  u  r  i  e  r '  sehen  Lehrsatz  bestimmt.  So  aber  erhält  man 
zur  Bestimmung  der  Function  O  die  folgenden  beiden  Bedingungen: 

+  00 

(5)  I  f  a>(a,/J)e»(«*  +  .^J/)  dadß  =  k        inn^erhalb  S, 


—  00 

+  <o 


(6) 


\\0(u,ß)'ye*(^"  +  !>vy  dudß  =  0    ausserhalb  S, 


00 


und  für  die  elektrische  Dichtigkeit  erhält  man  aus  (3): 
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+  00 

(7)    27C6  =  —  i  [fa>(a,/3)yc»<«*  +  .^y>  dad/J,   innerhalb  S. 


00 


In  den  Fällen  also,  in  denen  das  elektrostatische  Problem 
für  die  Fläche  S  gelöst  ist,  können  wir  auch  die  Function 
0(a,  ß)  den  Bedingungen  (5),  (6)  gemäss  bestimmen. 

Die  Gleichungen  (5),  (6)  stimmen  aber  mit  (9),  (10)  des 
vorigen  Paragraphen  überein,  wenn  wir 

(8)  C=0(a,ß) 

setzen.    Es  folgt  dann  aus  §.  80  (8)  für  den  Druck  auf  einen 
Punkt  im  Inneren  von  S 

und  es   wird   also    der  Druck  mit  der   elektrischen  Dichtigkeit 
proportional.     Ist  do  ein  Flächenelement  von  S  und 

P  =  \ZdOj         m  =  \6do 

der  Gesammtdruck  und  die  Elektricitätsmenge,  so  ergiebt  sich 


(9) 


(10) 


Die  Einsenkung  w  der  Ebene  z  =  0  ausserhalb  der  ge- 
pressten  Fläche  S  erhält  man  nach  §.  80  (7) 

(11)  w  =  (p. 

Nehmen  wir  den  Querschnitt  des  Stempels  K  kreisförmig 
an,  so  können  wir  die  Formeln  aus  Bd.  I,  §.  134  unmittelbar  an- 
wenden. 

Wir  erhalten,  wenn  wir  den  Abstand  eines  variablen  Punktes 
Ton  der  Cylinderaxe  mit  r  und  den  Radius  des  Kreises  mit  a 
bezeichnen,  für  die  Fläche  j3  =  0: 


(12) 

also 
(13) 

(U) 


m   C  smaa   ,,     .  , 

op  =  —  I  J(ar)  da. 

^         a  j       a  V     /       ' 


m  n       ^ 


innerhalb  S, 


op  =  —  arc  sin  -         ausserhalb  S, 
^        a  r 
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§•  '^-^ 


(15) 

und  nach  (10) 
(16) 


ö  = 


m 


m  = 


2jia^  a^  —  r^' 
A  +  2/1 


P. 


(17) 


4  3t  fi  (^  -f"  f*) 

Demnach  wird  die  Tiefe  der  Einsenkung 

j_  (A  +  2^)P 


8/i(A  +  ft)a' 
die  Spannung  im  Inneren  von  S: 

P 


(18) 


Z  = 


2%a^  a^  —  r^ 

Die  Spannung  wird  also  unendlich  an  der  Peripherie  der 
eingedrückten  Fläche  S.  Dass  dies  in  Wirklichkeit  nicht  ein- 
treten kann,  ist  klar.  Der  Widerspruch  löst  sich  aber  dadurch, 
dass  die  Kante  des  drückenden  Stempels  in  der  Wirklichkeit 
nicht  scharf  bleiben  wird. 

Für  die  Depression  erhalten  wir  aber  aus  (11),  (13)  und 
(14)  einen  vollkommen  stetigen  Ausdruck,  nämlich 


(19) 
(20) 


(M-2(t)P 
8/Lt(A  -f-  fi)a 


innerhalb  S, 


w  =  -r^ — ~-Y2 — r-^-v  —  arc  sin  -      ausserhalb  S. 
4  Ä  ft  (A  -|-  ft)  a  r 


und  für  r  =  a  geht  der  Ausdruck  (20)  in  den  Werth  (19)  über. 


§.  82. 
Die  horizontalen  Verschiebungen. 

Für  die  Verschiebungen  w,  v  parallel  der  Ebene  ^r  =  0  in 
dem  in  §.  79  behandelten  Probleme  erhalten  wir  aus  §.  77  (13j, 
wenn  wir  uns  auf  die  Oberfläche,  d.  h.  auf  die  Ebene  jer  =  0  be- 
schränken : 

(1) 


u 


00 


+  00 


V  =  j  J5e»(«*  +  (''y)  dadß, 


CO 
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md  i^enn  wir  für  J.,  £  die  Ausdrücke  §.  80  (5)  substituiren  und 
0  =  <!>(«,  ß)  setzen: 

+  00 

^  =  -  r+2^  11 7  ^(^^ß)^'^""^^''  ^«d/j, 

00 

ISun  ist  aber  nach  §.81  (4): 

+  00 


00 


und  folglich 

+  00 


M  — 00 

also  wenn  man  0  =  0  setzt: 

+  00  00 

-^^^  *(a,/S)e'( -  +  /"')  dccdß  =  I  If  <i^, 


—  00 

und  also  für  jer  =  0: 

00 

ß 
u 

0 

00 


(3) 

0 

Für  den  Fall  des  kreisförmigen   Querschnittes    ist   [Bd.   I, 
§.  134  (14)]: 

(^  +  2ft)P     r      ^    sinaa,-,     ., 

0 

also,  wenn  J^   die  Bessel'sche  Function   der  Ordnung   1   ist 
[Bd.  I,  §.  69  (6)]: 

/^x        ^9               (A+2/^)P     X  f     ^.  T/     N^ 

(5)        — ^  =  —  -T-5^ — T^ — p^ e-«'  sinaa e/i(ar)do6, 
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§-^^ 


und  wenn  wir  also  a?  =  r  cos  0",  y  =  r  sin  -O*  und 

(6)  u  =  —  Q cos-d*,        V  =  —  9 sin  ^ 

setzen : 

OD 

P 


(7) 


4  Ä  (A  +  ft) 


r  sm  «  a  ^  ,     V  j 
e/i  (ur)ao^ 


und  hierin  bedeutet  q  die  horizontale  Verschiebung  gegen  h 
Mittelpunkt  hin,  die,  wie  zu  erwarten  war,  von  d'  unabhängig  ist 


Elfter  Abschnitt. 


Bewegung  der  gespannten  Saiten. 


§.  83. 
Die  Differentialgleichungen  der  schwingenden  Saite. 

Unter  den  Problemen  der  Bewegung  elastischer  Körper  be- 
handeln wir  zunächst  die  schwingende  Saite,  für  die  wir 
die  Differentialgleichungen  auf  dem  folgenden  directen  Wege  er- 
halten können^). 

Wenn  die  Saite  hinlänglich  stark  gespannt  ist,  so  wird  die 
Schwerkraft  keinen  merklichen  Einfluss  mehr  auf  ihre  Bewegung 
haben,  und  wir  sehen  also  von  der  Wirkung  der  Schwere  der 
Saite  ab.  Dann  wird  die  Saite  in  ihrer  Gleichgewichtslage 
geradlinig  sein,  und  wir  zählen  auf  dieser  geraden  Linie  die 
Abscissen  x.  Den  Anfangspunkt,  x  =  0,  und  den  Endpunkt, 
x  =  Z,  nehmen  wir  zunächst  als  fest  an.  Vor  der  Befestigung 
aber  soll  die  Saite  durch  ein  Gewicht  P  gespannt  sein.  Dann 
ist  die  Spannung  in  jedem  Punkte  =  P,  d.  h.  wenn  wir  uns  die 
Saite  an  irgend  einer  Stelle  durchschnitten  denken,  dann  muss, 
nm  das  Gleichgewicht  zu  erhalten,  an  jedem  der  beiden  freien 
Enden  eine  Kraft  von  der  Grösse  P  in  der  Richtung  der  Saite 
angebracht  werden. 

Wir  nehmen  nun  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  an, 
dessen  a;-Axe  mit  der  Gleichgewichtslage  der  Saite  zusammen- 
fallt, und  ertheilen  einem  beliebigen  Punkte  M  mit  der  Abscisse  x 


')  Ueber  die  Geschichte  dieses  Problems  vergleiche  man  die  Abhand- 
lang Yon  Riemann  „Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine 
trigonometrische  Reihe^  (Riemann's  Werke,  2.  Aufl.,  S.  227). 
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eine  Verschiebung  (Jf  m),  deren  Projectionen  |,  i},  ^  heissen  möget. 
Wir  nehmen  |,  rj^  f  als  stetige  Functionen  von  x  und  von  der 
Zeit  t  an,  und  ebenso  sollen  die  Differentialquotienten 

m  H     dri     H     H     dj     dt 

^  ^  dx'  dx'  dx'  dt'   dt'  dt 

zunächst  noch  stetige  Functionen  von  x  und  t  sein.     Wir  be- 
trachten aber  |,  17,  g  und  ihre  Differentialquotienten  als  unend- 
I  Fiff.  18.  1^^^   kleine   Grössen   erster  Ordnung. 

deren  höhere  Potenzen  gegen  die  nie- 
drigeren vernachlässigt  werden  können. 
M  M'  '*      Die  Differentialquotienten  nach  x  sollen 

auch  mit  |',  iy',  f'  bezeichnet  v^erden. 
.  Wir  betrachten  ein  Element  {MM')  =  dx  der  Saite,  das 

durch  die  Verschiebung  in  (mm')  =  ds  übergegangen  sei,  und 
das  Element  ds  schliesse  mit  den  Goordinatenaxen  die  Winkel 
a,  /3,  y  ein.  Die  Verschiebung  {M' m')  wird  dann  ausgedrückt 
durch 

I  +  d|  =  I  +  ^'dx 

(2)  ri  -{•dti  =  V-^  V'dx 

g  +  dg  =  e  +  t'dx 
und  wenn  also 

i  (3)  x-\-lfi,t 

die  Coordinaten  von  m  sind,  so  sind 
!  (4)  x-^dx-\-^  +  dS,    v  +  drj,    e  +  dg 

die  Coordinaten  von  m'. 

Es  ist  daher  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen 

I  (5)         ds  =  \idx  +  d^y  -f  dij»  +  dg»  =  dx(l  +  ^')- 

I 

)  Die  Verlängerung  von  dx  ist  also  durch  ^'dx  ausgedrückt 

Es  ist  nun  femer  nach  (3)  und  (4) 

(6)  dx  +  df  =  ds  cosa,    dtj  =  ds  cos/S,    dg  =  ds  cos  y, 

«  woraus  mit  den  erlaubten  Vernachlässigungen 

(7)  cosa  =  1,    cosj3  =  1^',    cosy  =  J'. 

Es  ist  nun  die  Krafk  zu  bestimmen,  die  auf  das  Element 
ds  wirkt  Diese  setzt  sich  aber  aus  zwei  Theilen  zusammen. 
Es  wirkt  zunächst  auf  jedes  der  Enden  m,  m'  in  der  Richtung 
der  Tangente,  die  ursprüngliche  Spannung  P,  und  zwar   in  « 
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^egen  den  Nullpunkt,  in  m!  gegen  den  Endpunkt  der  Saite  ge- 
richtet Ausserdem  aber  wird  durch  die  Verlängerung,  die  das 
Element  erfahren  hat,  eine  Vergrösserung  der  Spannung  hervor- 
gerufen, die  man  mit  der  Vergrösserung  der  Längeneinheit,  hier 
[nach  (5)]  mit  |'  proportional  annimmt,  und  die  also  =  E^'  zu 
setzen  ist.  Der  Factor  E  drückt  die  Kraft  aus,  die  erforderlich 
wäre,  um  irgend  ein  Stück  der  Saite  um  das  Doppelte  zu  ver- 
längern (vorausgesetzt,  dass  dieses  einfache  Gesetz  auch  bei  so 
starken  Deformationen  noch  gültig  wäre,  was  natürlich  nicht  der 
Fall  ist)  und  heisst  nach  §.  68  der  Elasticitätsmodulus. 

Demnach  wirken   an  dem  Punkte  m  die  Kraftcomponenten 

X  =  -. (P  +  Er)  cosa  =  -  (P  +  En 

r  =  -  (P  +  En  C08/J  =  -  Pij', 

Z  =  —  (P  +  E^)  cosy  =  —  Pg', 
und  an  dem  Punkte  m' 

T'  =  Pn'       +  ^  dx, 

z' = -P5'  +  ^^  dx, 

ex 
und  folglich  wirken  auf  das  Element  ds  die  Kraftcomponenten 

(8)  E  —  dx,       P^dx,       P  ^  dx. 

^  ^  dx^    ^  dx^       '  dx* 

Diese  Kräfte  müssen  nun  nach  dem  Grundgesetz  der  Dynamik 
(Bd.  I,  §.  119)  dem  Producte  aus  der  Masse  fi  des  Elementes  ds 
mit  den  Gomponenten  der  Beschleunigung  gleich  sein,  also 
gleich 

Um  II  auszudrücken,  bezeichnen  wir  mit  p  das  Gewicht  der 
ganzen  Saite  von  der  Länge  Z;  dann  ist  das  Gewicht  des 
Elementes  von  der  ursprünglichen  Länge  dx  gleich  pdxil^  und 
wenn  wir  also  noch  das  Gewicht  der  Masseneinheit,  d.  h.  die 
Beschleunigung  der  Schwerkraft  mit  g  bezeichnen,  so  ist  dieser 
Ausdruck  gleich  fig]  folglich 

(10)  '*  =  7r' 
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und  dies  lässt  sich  auch  auf  den  Fall  anwenden,  dass  die  Saite 
nicht  durchweg  von  der  gleichen  Dicke  oder  Dichte 
ist,  nur  ist  dann  pß  keine  Gonstante,  sondern  eine  gegebene 
Function  von  x. 

Danach  erhalten  wir  aus  (6)  und  (7)  die  Gleichungen: 


8«! 

Elg 

8»! 

dt* 

P 

8«»' 

d*n 

_  Plg 

8*ij 

dt* 

P 

8a;«' 

d»t 

_  Plg 

dH 

(11) 


Die  drei  Gomponenten  |,  17,  g  sind  also  in  diesen  Gleichungen 
vollständig  von  einander  getrennt  und  jede  von  ihnen  wird  durch 
eine  Gleichung  der  gleichen  Form  bestimmt.  Zu  ihrer  voll- 
ständigen Bestimmung  treten  noch  die  Nebenbedingungen,  dass 
für  X  =  0  und  x  ==^l  alle  drei  Gomponenten  ^,  iy,  f  für  jeden 
Werth  von  t  verschwinden  sollen,  und  die  Bedingungen  des 
Anfangszustandes,  nach  denen  für  ^  =  0  die  sechs  Grössen 
1^  Vi  £»  8|/8^,  drj/öt^  dt/dt  in  gegebene  Functionen  von  x 
übergehen  sollen.  Diese  letzteren  Functionen  sind  aber  nur  in 
dem  Intervall  (0,  l)  für  x  gegeben. 

Die  Function  |  bestimmt  die  longitudinalen  Schwin- 
gungen. Diese  allein  hängen  von  der  Gonstante  J?  ab,  17  und 
S  sind  die  beiden  Gomponenten  der  transversalen  Schwingungen, 
und  es  genügt,  wenn  wir  uns  in  der  Folge  mit  einer  von  den 
drei  Gomponenten,  etwa  mit  17,  beschäftigen,  für  die  wir,  wenn  wir 

(12)  a«  =  ^ 

P 

setzen,  die  Differentialgleichang  erhalten: 

(->  II = «■  s- 

mit  den  Nebenbedingungen: 

(14)  17  =  0  für  rr  =  0  und  x  =  1 

(15)  V=f(^)   1 

atj  l  für  ^  =  0,    0  <  a;  <  7. 

(16)  II  =  F(.)  j 

Bei  der  homogenen  Saite  ist  a  constant,  bei  der  inhomogenen 
eine  gegebene  Function  von  x. 
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§.  84. 
Particulare  Lösungen. 

Wir  suchen  zunächst  particulare  Lösungen  der  Gleichung 
(13),  §.  83,  indem  wir  für  r^  ein  Product  UV  einer  Function  U 
von  t  allein  und  einer  Function  V  von  x  allein  setzen.  Es  ergiebt 
sich  dann  durch  Division  mit  UV 

1  ^1^   —  ^  ^IT 
U  dt^     ~  V  dx^  ' 

Es  müssen  also  beide  Seiten  dieser  Gleichung  gleich  einer 
und  derselben  Gonstante  sein ,  die  wir  mit  —  m^  bezeichnen 
wollen,  so  dass  sich  die  beiden  Gleichungen  ergeben: 

d^ü 


dt^ 


=  —  m^U 


d^V  _  _  m^  y 

dx^  ~       'a2 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  gehört,  wenn  a  eine  Function 
von  X  ist,  zu  dem  Typus  von  Differentialgleichungen,  die  wir  in 
§.  25  f.  betrachtet  haben,  und  die  dort  abgeleiteten  allgemeinen 
Theoreme  erhalten  also  hier  ihre  physikalische  Bedeutung.  Wir 
wollen  uns  aber  jetzt  nur  mit  dem  Falle  beschäftigen,  wo  a  con- 
stant  ist,  also  mit  der  homogenen  Saite.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung haben  die  vorstehenden  Differentialgleichungen  die  parti- 

oularen  Integrale: 

U  =  cos  m  t^        sin  m  t 

V  =  cos  — ,      sin 

a  a 

Unter  diesen  suchen  wir  solche  aus,  die  der  Bedingung  (14) 
in  §.  83  genügen,  also  für  x  =  0  und  x  =  l  verschwinden.    Dies 

wird  erreicht,  wenn  wir  F=  sin  — ,  und  m  =  annll  setzen, 

a 

worin  n  eine  ganze  Zahl  ist,  die  positiv   angenommen   werden 
kann. 

Wenn  man  dann  mit  x  und  A  noch  zwei  willkürliche  Con- 
stanten bezeichnet,  so  erhält  man  ein  particulares  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  §.  83  (13): 

Bfemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen.     II.  |^ 
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§.34. 


(1) 


.            na(t  —  t) 
=  A  cosn  — ^ sin  n 


TtX 

"T 


und  hierin  kann  n  jede  ganze  positive  Zahl  bedeuten. 

Wenn  die  Saite  nach  diesem  Gesetze  schwingt,  so  ist  de: 
Vorgang  in  Bezug  auf  die  Zeit  periodisch,  und  die  Schwingungs- 
dauer Tn  ist  gleich  21 /an.  Der  reciproke  Werth  der  Schwin- 
gungsdauer  heisst  die  Schwingungszahl: 


(2) 


■^- = 1! = I  j/^'  [§■ «'.  ('»»■ 


und  dies  ist  die  Anzahl  der  Schwingungen,  die  in  der  Zeit- 
einheit (der  Secunde)  ausgeführt  werden.  Von  dieser  Zahl  hängt 
die  Tonhöhe  ab.  Den  tiefsten  Ton,  den  die  Saite  geben  kaoD. 
erhält  man  für  n  =  1.  Er  heisst  der  Grundton  der  Sait^. 
Die  übrigen  heissen  die  harmonischen  Obertöne.  Für  «  =  2 
erhält  man  die  Octave  des  Grundtones,  für  n  =  3  die  Quinte 
der  Octave,  für  n  =  4  die  zweite  Octave,  für  n  =  5  die  grosse 
Terz  der  zweiten  Octave. 

Der  Ausdruck  (1)  zeigt,  dass,  wenn  x  ein  Vielfaches  von  l  n 
ist,  rin  fortdauernd  =  0  bleibt.  Es  theilt  sich  so  die  Saite  in 
n  Theile,  deren  jeder  für  sich  so  schwingt,  wie  wenfti  eine  Saite 
von  der  Länge  l/n  mit  ihrem  Grundton  schwingt.  Die  Theil- 
punkte  dieser  Strecken,  deren  Zahl  n  —  1  beträgt,  heissen  die 
Knotenpunkte  (Fig.  19,  20). 

Die  Formel  (2)  zeigt  die  Abhängigkeit  der  Höhe  des  Grund- 
tones von   der  Länge  Z,  der  Spannung  P  und  dem  Gewicht  j> 

Fig.  19.  Fig.  20. 


n=i. 


il»2. 


der  Saite.  Der  Factor  Ä  heisst  die  Amplitude  der  Schwin- 
gung. Ihr  Quadrat  bestimmt  die  Stärke  oder  Intensität  des 
Tones. 

Wenn  wir  mehrere  Ausdrücke  von  der  Form  (1)  addiren,  so 
erhalten  wir  complicirtere  Schwingungsformen  der  Saite,  bei 
denen  der  Grundton  und  mehrere  der  harmonischen  Obertöne 
zusammenklingen,  die  ein  geübtes  Ohr  auch  wieder  von  ein- 
ander zu  trennen  weiss.  Von  der  relativen  Stärke  der  Obertöne 
hängt  nach  Helmholtz  die  Klangfarbe  ab. 
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Um    diese    allgemeineren    Schwingungsformen    darzustellen, 
zerlegen  wir  den  Cosinus  in  der  Formel  (1)  und  erhalten,  wenn  wir 

An  =  A  cos  n  -^j— ,      -ö„  =  -Ä  sm  n  ^— 

setzen  und  mit  T  die  Schwingungsdauer  des  Grundtones  be- 
zeichnen: 

(3)        n  =  ^  \^n  cosn—^  4-  Bn  sin  n  -^j  sm  n  -y-, 

worin  sich  die  Summe  auf  beliebige  Werthe  von  n  erstrecken 
kann.  Durch  Bestimmung  der  Constanten  An  und  Bn  haben 
wir  dann  noch  die  Möglichkeit,  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit 
Ton  Anfangszuständen  zu  berücksichtigen,  und  wenn  wir  die  An- 
nahme machen,  dass  die  Formel  (3)  auch  noch  gültig  sei,  wenn 
wir  die  Anzahl  der  Glieder  unendlich  nehmen,  so  können  wir 
auch  noch  die  Bedingungen  eines  willkürlichen  Anfangszustandes 
erfüllen. 


§.  85. 
Einführung  des  Anfangszustandes. 

Wir  nehmen  also  jetzt  die  Lösung  des  Problems  der  schwin- 
genden Saite  in  der  Form  an: 

(^)        '^  "^  ^  ( -äncosn— ^ 1-  Bn  smn     ,-j  sm  n  -j- 

n=0   ^  ^ 

und  verlangen,  dass  die  Constanten  An^  Bn  so  bestimmt  werden, 
dass  dieser  Ausdruck  für  ^  =  0  einen  gegebenen  Anfangszustand 
darstelle.  Dieser  Anfangszustand  ist  nach  §.  83  (15),  (16)  durch 
zwei  Functionen   /(a;),   F(x)   bestimmt,    so   dass  für  t  =  0, 

(•2)  ri=fi^).     |f=^W 

wird.  Diese  Functionen  f(x),  F{x)  sind  nur  in  dem  Intervall 
(0,  0  gegeben.    Es  muss  dann  aber  nach  (1) 


14* 
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V  nB,  Bin»^  =—F(x) 

gesetzt  werden. 

Hieraus  lasBeu  Bich  A^  und  B„  berechnen,  wenn  man  ucL 
§.  33  des  ersten  Bandea  die  Functionen  f(x),  F(x)  in  Sinns- 
Reihen  entwickelt.    Man  erhält 

^=    j     J/(«)8m— pd«, 

"        aar«  J  -^  l 

Die  Formeln  (3)  gelten  zunächst  nur,  so  lange  x  im  later- 
yeU  (0,  i)  liegt,  und  wenn  wir  für  andere  Werthe  Ton  x  die 
Formeln  (3)  als  Definition  fur/(a;)  und  F(x)  ansehen,  so  er-  i 
giebt  sich 

m      /(-«)    =-/W.      F(,-i)    =-Fix). 

'•">       /Ci+2!)  =/(!),  F(i+2!)=fW, 

und  auch  durch  diese  Fnnctionalgleichungen  Bind  die  FnncÜoneD 
/  {x\  F  (x)  für  alle  Werthe  von  x  eindeutig  bestimmt,  wenn  sie 
zwischen  x  :=  0  und  x  ^^l  gegeben  sind.     Aus  (5)  folgt  i 

(6)  f(l-i.x)  =  -f{l-x),  F(l-\-x)  =  -F(l^A  I 
und  aus  der  zweiten  Gleichung  (3)  leiten  wir  durch  Integration 
in  Bezug  auf  x  die  Formel  her: 

(7)  2  ^»  <^<*ä  ^  =  -^  f  ^(^)'i^  +  const 

die  dann  gleichlalls,  wenn  die  Constante  richtig  bestimmt  vinl' 
worauf  es  hier  nicht  ankommt,  für  beliebige  x  gilt  Nun  \i^^ 
sich  die  Formel  (1),  mit  Benutzung  elementarer  trigonometrischer 
Formeln,  so  darstellen: 

^  ^    ä    /  ■        «(^-at)    ,      .       n(x  +  at)\ 
13  =  2  -^      "  V"^  "  l +  ^'°"  ~^~i — ) 


\t^ 


«(x—at) 

COSM  — ^ — j - 
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und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Formeln  (3)  und  (7)  die 
folgende  Daxstellung  der  Function  17: 

(9)      >?  =  "l  [/(^  +  «0  +/(«-«')]  +  ^  j  Fix)  dx. 

x  —  at 

Diese  zweite  Form  der  Lösung  des  Problems  rührt  von 
d'Alembert  her,  und  ist  älter  als  die  durch  die  Fourier'sche 
Reihe,  die  auf  Daniel  Bernoulli  zurückzuführen  ist.  Wir 
haben  hier  die  eine  aus  der  anderen  abgeleitet;  jedoch  lässt 
sich  auch  die  d'Alembert'sche  Lösung  direct  verificiren. 


§.  86. 
Discussion  der  Lösung. 


*  i-  OK 

(1)      n=-\  [/(«  +  «0  +fi?>  -  «O]  +  ^  J  F{x)d 


Der  Ausdruck,  den  wir  zuletzt  für  1}  gefunden  haben: 

X — at 

genügt  der  Differentialgleichung  §.  83  (13)  identisch,  wenn  die 
Functionen  f(x)  überall  einen  bestimmten  zweiten  und  F{x) 
einen  bestimmten  ersten  Differentialquotienten  hat,  mögen 
übrigens  f(x)  und  F(x)  sein,  was  sie  wollen. 

Die  Grenzbedingung  [§.  83  (14)],  dass  17  für  o;  =  0  und 
X  =  1  verschwinden  soll,  ist  durch  (1)  befriedigt,  wenn  /(x)  und 
F{x)  den  Gleichungen  §.  85  (5),  (6)  gemäss  bestimmt  sind,  und 
wenn  ausserdem  f(x)  eine  stetige  Function  ist.    Dann  ist 

/(Z  +  aQ+/(Z  — aO  =  0, 

+  at  l+ai  +at 

{F{x)dx  =  0,     [  F(x)dx  =  {f{1  -]-x)dx  =  0. 

— at  l — at  — at 

Durch    diese  Voraussetzungen    ist    zugleich    die  Bedingung 
erfüllt,  dass  rj  far  t  =  0  in  f(x)  übergeht 
Bilden  wir  aber  noch 

5T  =  |[-^(^  +  «*)-/'(^-«*)l  +  f  t^(^  +  «*)  +  F(x-at)l 
SO  erkennt  man,  dass  dies  für  ^  =  0  nur  dann  in  F(x)  über- 
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geht,  wenn  auch  noch  f'{x)  und  F{x)  stetige  Functionen  siiil 
Diese  Voraussetzungen  wollen  wir  also  jetzt  machen. 
^^1^  Zunächst  ziehen  wir  einen  allgemeinen  Schluss  aus  der 
Formel  (1).  Wir  setzen  at  =  Z,  d.  h.  wir  gehen  in  der  Zeit  toc 
^  =  0  aus  um  eine  halbe  Schwingungsdauer  des  Grundton^ 
Yorwärts  (wobei  der  Anfangszustand  irgend  ein  im  Verlauf  der 
Bewegung  eintretender  Zustand  sein  kann).    Es  ist  aber 

F(x)  dx  =  0, 


x—l 


was  man  ohne  Rechnung  aus  der  Fig.  21  einsieht,  die  den  Ver- 
lauf der  Curve  y  =i  F(x)  darstellt,  bei  der  der  Flächeninhalt 


Fig.  21. 


Fig.  22. 


irgend  eines  Stückes,  dessen  Basis  2  2  ist,  immer  verschwindet. 
Daraus  folgt  also  für  a^  =  Z: 

n  =  \ui<^  +  i)  +K^  -  0]  =  -/(?  -  ^), 


8ij 


-  F(l  -  X), 


und  es  ist  also  nach  einer  halben  Schwingungsdauer  sowohl  die 
Gestalt  der  Curve  als  die  Geschwindigkeit  in  doppelter  Hinsicht 
umgekehrt,  sowohl  von  rechts  nach  links,  als  von  oben  nach 
unten  (Fig.  22). 

§.  87. 
Fortschreitende  Wellen. 

Wir  wollen  noch  einen  Fall  betrachten,  der,  obwohl  bei 
Saiten  nicht  unmittelbar  realisirbar,  doch  in  mancher  Beziehung 
lehrreich  ist.  Wir  wollen  nämlich  eine  beiderseits  unendlich 
lange  Saite  betrachten,  so  dass  die  Grenzbedingungen  wegfallen. 
Dann  sind  die  Functionen  f(x)  und  F{x)  durch  den  Anfangs- 
zustand für  alle  Werthe  von  x  bestimmt,  und  i^   ist  durch  die 
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Formel  (1),  §.  86   für  alle  Zeiten  bestimmt.     Wir  betrachten 
zwei  Fälle. 

I.  Es  sei  F(x)  =  0  für  alle  Werthe  von  a?,  f{x)  nur  in 
einer  endlichen  Strecke,  —  «  <  a;  <[  «,  von  Null  verschieden. 
Dann  ist  also: 

(1)  ri  =  ^[fix  +  at)+f(x-at)]; 

betrachten  wir  irgend  einen  festen  Werth  von  t^  so  hsLtf^x-^-at) 
nur  so  weit  einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  als  x  -{-  at 
zwischen  — et  und  -f-a  liegt,  also  so  lange 

(2)  —  at  —  a<;a?<;—  a^  +  « 

ist,  und  f{x  —  at)  ist  nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn 

(3)  at  —  a  <ix  <i  at  -\-  a. 

,  Wenn  daher  at  —  a  >■  — at  -\-  a^  d.  h.  af^  n  ist,  so  ist 
iy  =  0,  wenn  keine  der  beiden  Ungleichungen  (2),  (3)  befriedigt 
ist,  also  wenn  entweder 

X  <  — at  —  a 
oder 

—  at  -{-  a  <^  X  <iat  —  a 

oder  endlich 

at  -{-  u  <i  x^ 

und  ri  ist  nur  von  Null  verschieden,  wenn  eine  der  beiden  (ein- 
ander ausschliessenden)  Ungleichungen  (2),  (3)  erfüllt  ist. 

Es  pflanzen  sich  also  von  der  anfänglich  erregten  Stelle  aus 
nach  beiden  Seiten  Wellen  mit  der  constanten  Geschwindigkeit 

Fig.  23. 


a  und  der  Breite  2  a  fort,  deren  Höhe  halb  so  gross  ist  als  die 
Höhe  der  ursprünglichen  Welle.  Ausserhalb  dieser  fort- 
schreitenden Wellen  befindet  sich  die  Saite  in  der  Gleich- 
gewichtslage. 

IL  Es  sei /(a:)  =  0  für  alle  Werthe  von  x^  und  F{x)  sei 
von  Null  verschieden  in  der  Strecke  — u  <^  x  <^  a\  ausserhalb 
dieser  Strecke  sei  auch  F{x)  =  0.     Dann  ist 
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ij  =  i^  j  F{x)dx. 


§.b.. 


Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  wieder  einen  Werth  ?on  f 
festhalten,  dass  ly  =  0  ist,  wenn  x  —  ait  >>  oc,  oder  wenn  x -f-  a^<— tt. 
also  wenn 

X  <i  —  at  —  a  oder  x  ^  at  -j-  a. 

Ist  aber  x  —  at  <C —  a  und  a;  +  a^  >>  -f-  «i  also 

—  at  -\-  a  <^  X  <C  at  —  a 
(was  voraussetzt,  dass  at  ^  a  ist),  so  hat  rj  den  constanten  Werti 

^^F{x)dx  =  c, 


— a 


der  durch  den  Flächeninhalt  der  Curve  mit  der  Ordinate  F{x\ 
dargestellt  werden  kann.    Wenn  x  zwischen  at — «  und  a^-f" 

Fig.  24. 


liegt,  so  wird  ?y  stetig  von  dem  Werthe  c  zu  Null  abfallen,  und 
ebenso,  wenn  x  zwischen  —  at  -\-  a  und  — at  — a  liegt  Die 
Figur  24  veranschaulicht  den  Verlauf  von  rj. 


§.  88. 
Unstetigkeiten. 

Wir  haben  in  §.  86  ausdrücklich  die  Forderung  gestellt 
dass  die  Functionen /(a;), /'(a;),  F{x)  stetige  Functionen  von  a 
sein  sollen.  Es  kommen  aber  in  den  Anwendungen  Fälle  vor. 
die  sich  einem  Zustande  stark  annähern,  in  dem  diese  Voraus- 
setzung nicht  erfüllt  ist.  Wir  erinnern  an  das  Beispiel  der  ge- 
zupften Saite,  d.  h.  einer  Saite,  die  etwa  durch  einen  schmalen 
Stift  seitwärts  gedrängt  und  dann  sich  selbst  überlassen  ist 
Dann  wird  die  Curve  y  =  f(x)  nahezu  aus  zwei  geraden  Linien 
bestehen,  die  in  einem  Punkte  x  unter  einem  Winkel  an  ein- 
ander stossen.    In  diesem  Falle  ist  also  /'  {x)  unstetig.     Ebenso 
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können  wir  uns  vorstellen,  dass  F(x)  unstetig  sei.  Dagegen  ist 
eine  Unstetigkeit  der  Function  f{x)  physikalisch  nicht  zulässig, 
weil  sonst  der  Zusammenhang  der  Saite  aufgehoben  wäre. 

Nun  zeigt  uns  die  Betrachtung  des  §.  85 ,  dass  auch  diese 
Fälle  durch  die  bisherige  Theorie  erledigt  werden.  Denn  wenn 
wir  uns  in  den  Reihen  §.  85  (3)  auf  eine  beliebige,  aber  endliche 
Anzahl  von  Gliedern  beschränken,  so  erhalten  wir  die  Bewegung 
der  Saite,  die  einem  stetigen  Anfangszustande  entspricht,  der 
sich  aber  dem  thatsächlich  gegebenen  unstetigen  (der  ja  auch 
nur  eine  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  ist)  bis  zu  jedem  Grade 
nähert,  und  wir  werden  daher  auch  die  Formeln  §.  85  (8),  (9), 
die  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  darstellen,  als  eine  An- 
näherung an  den  wirklichen  Vorgang  betrachten  können. 

Fig.  25.  Fig.  26. 


Um  nach  dieser  Methode  z.  B.  die  gezupfte  Saite  zu  be- 
handeln, setze  man 

nnd  man  kann  leicht  die  auf  einander  folgenden  Gestalten  der 
Saite  durch  eine  geometrische  Gonstruction  finden,   wenn  man 

Fig.  27. 


die  Curven  f{x-\-a{)  und  f{x  —  at)  gleichzeitig  zieht,  und  das 
Mittel  zwischen  ihren  Ordinaten  sucht;  man  erhält  so  eine 
Gestalt  der  Curve,  die  aus  drei  oder  aus  zwei  geradlinigen 
Strecken  zusammengesetzt  ist.  Die  Fig.  26  und  27  geben  zwei 
dieser  Gestalten. 

Man  sieht,  dass  sich  der  eine  Unstetigkeitspunkt  beim  Be- 
ginne der  Bewegung  in  zwei  theilt,  die  nach  vorwärts  und  nach 
rückwärts  mit  der  Geschwindigkeit  at  fortschreiten. 
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Eine  andere  Behandlung  dieser  Probleme,  bei  der  auf  dit 
Unstetigkeiten  von  vornherein  Rücksicht  genommen  ist,  h: 
Christoffel  gegeben i),  der  aus  den  geometrischen  und  mechani- 
schen Bedingungen  der  Aufgabe  Gleichungen  für  die  Bewegu:^ 
der  Unstetigkeiten  hergeleitet  hat.  Wir  gelangen  zu  diesei 
Gleichungen  auf  folgendem  Wege. 

Es  sei  auf  der  Saite  in  einem  bestimmten  Augenblick  t  ein 
Punkt  mit  der  Abscisse  |,  wo  die  Differentialquotienten  cri  ex 
und  drj/dt  unstetig  sind,  und  also  die  rj-Gurve  eine  Ecken 
bildet. 

Wir  unterscheiden  die  Werthe  der  Functionen  vor  und  hinter 
der  ünstetigkeitsstelle  durch  den  Index  1  und  2  (Fig.  28).  Wir 
wollen  nun  weiter  annehmen,  dass  diese  Ünstetigkeitsstelle  in  dem 


Fig.  28. 


J    X 
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^ 

•>»...,^^^ 

jy^ 

^*v^,» 

P^ 

.1 
1 

1 

^P 

I 


«' 


Zeitelement  d^  um  eine  Strecke  d^  mit  der  Geschwindigkeit  c 
fortrücke,  so  dass  (2|  ==  cd^  ist,  und  es  sei  in  Folge  dessen  der 
ünstetigkeitspunkt  x  in  der  Zeit  di  nach  x'  fortgerückt. 

Die  erste  der  hierzu  erforderlichen  Bedingungen  erhalten 
wir,  wenn  wir  die  Coordinate  des  Punktes  x'  in  zweierlei  Weise 
ausdrücken,  einmal  als  Punkt  der  Curve  i^i,  dann  als  Punkt  der 
Curve  lyi,  und  beides  einander  gleich  setzen. 

Wir  erhalten  so 


oder 

(1) 


8^ 


d|  + 


^^id«  =  l^di  +  i^^i« 


8« 


ox 


dt 


Kd^Ä + w\  ~  'vS)« + ijt\ 


Diese  Bedingung,  die  die  Forderung  enthält,  dass  die  Curven  %, »/» 
zusammenhängend  bleiben  sollen,  kann  auch  so  ausgedrückt  werden, 

^)  Untersuch uD gen  über  die  mit  dem  Fortbestehen  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  verträglichen  Unstetigkeiten.  Annali  di  Matematica. 
Tomo  VIII  (1876). 
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dass  die  Verbindung  c-^  -f"  -^  ohne  Unstetigkeit  über  den 

Punkt  X  hinweggehen  muss. 

Die  zweite  Bedingung  ist  mechanischer  Natur,  und  beruht 
auf  dem  Satze,  dass  ein  Körper  von  der  Masse  (t,  der  während 
einer  unendlich  kurzen  Zeit  dt  von  einer  Stosskraft  Q  angegriffen 
wird,  eine  Geschwindigkeitszunahme  von  der  Grösse  Qdt/^  in 
der  Richtung  der  Kraft  erfahrt. 

Das  Element  der  Saite,  das  hier  eine  plötzliche  Geschwindig- 
keitsänderung erfährt,  können  wir  wegen  der  unendlich  kleinen 
Winkel,  die  hier  überall  vorausgesetzt  sind  (§.  83),  von  der  Länge 
d|  annehmen,  und  seine  Masse  ^  ist  also  gleich  pd^/gl  [§-83(10)]. 
Da  dieses  Element  plötzlich  von  dem  Theil  1^2  ^^^  den  Theil  rji 
übergeht,  so  ist  seine  Geschwindigkeitszunahme  gleich 

\dtA        \dtj,' 

Die  Stosskraft  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Spannung  P  am 
Anfang  des  Elementes  in  der  Richtung  ij^,  am  Ende  in  der 
Richtung  173  angreifen  lassen,  und  die  Summe  der  Gomponenten 
dieser  beiden  Kräfte  nach  der  Richtung  der  rj  -Axe  nehmen.  So 
erhalten  wir,  da  wir  bei  den  unendlich  kleinen  Winkeln  den 
Sinus  durch  die  Tangente  ersetzen  dürfen,  für  diese  Stosskraft: 

und  es  ergiebt  sich  also  nach  dem   angeführten  mechanischen 
Princip  die  Gleichung 

also  wenn  wir  d^  =  cdt  und  Plg/p  =  a*  setzen  [§.  83,  (12)] 
und  die  zweite  Bedingung  ist  also  die,  dass  auch  ö^^  ^  +  c  -777 

Ö  X  et 

ohne  unstetigkeit  über  den  Punkt  x  hinweggehen  muss. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung 
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SO  können  wir  die  beiden  gefundenen  Bedingungen  auch  so  dar- 
stellen: 

a^K-\-cK'  =  0, 

und  wenn  nun  der  Punkt  x  wirklich  ein  ünstetigkeitspunkt  ist 
also  K  und  K'  nicht  beide  verschwinden,  so  folgt  aus  (3) 

(4)  c^  =  a2,        c  =  ±  a. 

Die  Unstetigkeit  rückt  also  mit  der  Geschwindig- 
keit a  entweder  nach  vorwärts  oder  nach  rückwärts,  unc 
aus  (3)  folgt  noch 

(5)  X^f""- 

Wenn  nun  aber  an  einer  Stelle  x  eine  Unstetigkeit  Z,  K' 
beliebig  gegeben  ist,  die  der  Bedingung  (5)  nicht  genügt,  so 
müssen  wir  eine  solche  Unstetigkeitsstelle  als  durch  das  Zu- 
sammenfallen zweier  entstanden  betrachten,  von  denen  die  eine 
vorwärts,  die  andere  rückwärts  lauft.  Haben  diese  beiden  die 
Unstetigkeiten  £i,  Ki\  K^^  K^^  so  ergeben  sich  zur  BestimmuDg 
dieser  Grössen 

//>N  o,K^  —  Ä'i'  =  0,    if  1  -|-  ^a  =  -K", 

^^^  aJS:a  + JE2'  =  0,    K[  +  K'^  =  K\ 

woraus  K-^^  f  j,  K[^  Z^  eindeutig  bestimmt  sind. 

Alle  diese  Verhältnisse  lassen  sich  leicht  auch  an  den  Aus- 
drücken für  Ti  durch  die  trigonometrische  Reihe,  oder  was  das- 
selbe ist,  durch  die  willkürlichen  Functionen  nachweisen,  so  dass 
sich  diese  Ausdrücke  auch  bei  dieser  Betrachtungsweise  als  gültig 
erweisen.    Es  ist  nämlich  nach  §.  85  (9) 

2  ^  =  af  (x-{-at)  —  af(x  —  at)  -\-  Fix  +  at)  +  F^x-^at). 

Wenn  also  die  Functionen  f'{x)  und  F(x)  bei  ic  =  |  eine 
Unstetigkeit  haben,  so  gehen  auch  nach  diesen  Formeln,  wenn 
t  von  0  an  wächst,  von  diesem  Punkte  aus  je  eine  Unstetigkeit 
von  irijdx  und  drj/dt  mit  der  Geschwindigkeit  a  nach  vorwärts 
und  nach  rückwärts,  und  wenn  af'(x)  -\-  F{x)  bei  |  stetig  ist, 
verschwindet  die  rückwärts  laufende,  und  wenn — af'{x)-]-Fix) 
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stetig  ist,  die  vorwärts  laufende  Unstetigkeit.  Beachtet  man 
noch,  dass  der  Ausdruck 

"  ll + ll  =  «•^'  ("^  +  "^^  +  ^("^  +  "*^ 

für  ein  feststehendes  t  bei  x  =  ^  -^  at  stetig  ist,  so  erkennt 
man,  dass  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dass  von  der  bereits  nach 
vorwärts  gewanderten  Unstetigkeit  nicht  abermals  eine  Unstetig- 
keit nach  rückwärts  läuft.  Dies  würde  nur  dann  der  Fall  sein, 
wenn  |  -f-  a^  =  ^i  die  Abscisse  einer  zweiten  Unstetigkeitsstelle 
von  f'(x)  und  F(x)  wäre.  Es  würden  dann  die  von  |  und  |i 
auslaufenden  Unstetigkeitswellen  einfach  über  einander  hinweg 
laufen. 

§•  89. 
Beispiel. 

Wir  können  in  manchen  Fällen  die  Bewegung  der  Saite 
ohne  die  allgemeine  Theorie,  mit  Benutzung  der  Bedingungen, 
die  im  vorigen  Paragraphen  für  die  Bewegung  der  Unstetigkeiten 
aufgestellt  sind,  bestimmen.  Dies  soll  das  folgende  Beispiel 
zeigen.  Dazu  bemerke  man  zunächst,  dass  die  Hauptgleichung 
[§.  83  (13)]  identisch  befriedigt  ist,  wenn  rj  sowohl  in  Bezug  auf 
x  als  in  Bezug  auf  t  linear  ist.  Es  besteht  dann  die  Gestalt 
der  Saite  in  jedem  Augenblicke  aus  geradlinigen  Strecken.    Wir 

Fig.  29. 


wollen    den   Fall  betrachten,  dass  sich  die  Saite  nur  in   zwei 

solche  Strecken  theilt  und  also  die  beistehende  Gestalt  hat  (Fig.  29). 

Da  wir  den  Anfangspunkt   der  Zeit  beliebig  wählen  können, 

80  setzen  wir 

Qx  1^1  =  Oia;(^  —  ^i), 

7^2  =  a2  (Z  —  x)  <, 

worin  Ol,  Os  zwei  Constanten  sind,  und  wodurch  der  Bedingung 
genügt  ist,  dass  die  Saite  in  den  Punkten  x  =  0  und  x  =  l  fest 
sein  soll.    Wir  berechnen  die  Abscisse  |  des  Schnittpunktes  x,  von 
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dem  wir  annehmen,  dass  er  mit  der  constanten  Geschwindig- 
keit a  nach  vorwärts  wandern  soll.  Wir  erhalten  |  ans  der 
Gleichung: 

und  da  |  eine  ganze  lineare  Function  von  t  sein  muss,  so  er- 
giebt  sich 

—  ttj  =  tta  =  aa, 

worin  a  eine  neue  Gonstante  ist.    Es  folgt  dann 

also  l  =  a^i,  und  aus  (1)  folgt  nun 

(2)  rj^  =  a{l  —  at)x^    ri^  z=  a(l  —  x)at, 

und  wenn  wir  ly^  =  ly,  =  ij,  a;  =  |  setzen 

tj  z=  a(l  —  at)^     =  a(Z  —  |)a^, 
^  =  at,  iy  =a(Z  —  S)l 


(3) 


Es  ergiebt  sich  aber  aus  (2) 


8 1^1 


=  —  aax^ 


dx 


(^)  dt  -      ^—  dt 

also,  wenn  man  x  =  ^  =  at  setzt, 

+  -^r  —  ^^^  -T 


=  —  aaty 


=  aa{l  —  x), 


a 


dx 


dt 


dx 


dt 


=  aa(l  —  2|), 


entsprechend  der  Bedingung  §.  88  (1)  oder  (2). 

Für  ^  =  0  hat  die  Saite  die  Gleichgewichtslage  und  besteht 
nur  aus  der  Strecke  rj^-  Die  Geschwindigkeit  wird  dann  durch 
die  Formel  (5)  bestimmt;  sie  ist  positiv  und  bei  x  =  0  unstetig. 
Während  nun  at  von  0  bis  l  geht,  läuft  der  Punkt  x  mit  der 
in  der  :r-Richtung  constanten  Geschwindigkeit  a  von  0  bis  l  und 
X  beschreibt  einen  Parabelbogen  [nach  (3)].  Für  at  =  1  ist  die 
Saite  wieder  geradlinig.  Die  Geschwindigkeit  ist  durch  die  erste 
Formel  (5)  bestimmt  Sie  ist  negativ  und  bei  x  =  1  unstetig; 
von  nun  an  geht  der  Endpunkt  wieder  zurück,  ist  aber  nach 
unten  gekehrt. 

Betrachten  wir  noch  die  Bewegung  eines  einzelnen  Punktes 
mit  der  Abscisse  x  als  Function  der  Zeit,  so  ergiebt  sich,  dass  dieser 


5- 


89. 


Beispiel. 


223 


Punkt,  so  lange  er  der  Linie  tj^  angehört,  also  während  at  von 
3  bis  X  geht,  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  die  Höhe 
steigt,  von  da  an  aber,  während  at  von  x  bis  l  geht,  wieder 
Dfiit    gleichförmiger    Geschwindigkeit  bis   zur   Gleichgewichtslage 


Fig.  30. 


hinabsteigt.  Von  hier  an  wiederholt  sich  das  Spiel  nach  der 
entgegengesetzten  Seite.  In  der  Figur  30  ist  iy  als  Function  von 
at  dargestellt  für  ein  rr,  das  kleiner  ist  als  |Z. 

Nach  Helmholtzi)  bewegt  sich  nahezu  nach  diesem  Ge- 
setze die  Violinsaite.  Der  Bogen  ertheilt  dem  Punkte,  in  dem 
die  Saite  gestrichen  wird,  eine  der  Fig.  30  entsprechende  Bewegung. 

^)  Die  Lehre  von  der  Tonempfindung,  2.  Auflage,  Braunscliweig  1865. 
WissenBchaftl.  Abhandlungen,  Bd.  1,  Leipzig  1881.  Vergl.  auch  Harnack, 
Mathem.  Annalen,  Bd.  29,  S.  486  (1887). 
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§.  90. 

Allgemeine  Integration  der  Differentialgleichung 

der  schwingenden  Saite. 

Wir  wollen  das  Problem  der  schwingenden  Saite  noch  nach 
einer  anderen  Methode  behandeln,  die  uns  die  Lösung  unter 
noch  allgemeineren  Voraussetzungen  geben  wird,  und  die  zugleicli 
Aufschluss  giebt  über  die  Grenzbedingungen,  die  zur  vollständigen 
Bestimmung  der  Lösung  nothwendig  und  hinreichend  sind. 

Riemann  hat  diese  Methode  zuerst  auf  ein  allgemeineres 
Problem  angewandt,  wie  wir  später  noch  sehen  werden*). 

Wir  betrachten  die  DiflFerentialgleichung  §.  83  (13) 

und  setzen  darin  zur  Vereinfachung 

(1)  at  =  y, 

so  dass  die  DifiFerentialgleichung  die  Form  annimmt: 

(2)  »!l  _  ^  =  0 

Zur  Veranschaulichung  wollen  wir  nun  x,  y  sAs  recht- 
winkelige Coordinaten  in  einer  Ebene  deuten.    Dem  Anfangswerth 


*)  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingungs- 
weite. Riemann's  gesammelte  Werke,  2.  Aufl.,  S.  171.  (Letzter  Abschnitt 
dieses  Werkes.) 
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t  =  0  oder  y  =  0  entspricht  dann  die  a;-Axe,  den  Enden  der 
Saite  X  =  0  und  x  ^=  l  entsprechen  zwei  zur  y-Axe  parallele 
Gerade. 

Wir  wenden  nun  in  dieser  Ebene  das  6  aus  ansehe  Theorem 
in  der  Form  an  [Bd.  I,  §.  39,  (9)] : 

worin  sich  das  Doppelintegral  über  ein  Flächenstück  S  erstreckt, 
in  dem  U,  V  stetige  Functionen  des  Ortes  sind,  und  das  einfache 
Integral  auf  die  Begrenzung  dieses 
Flächenstückes,  was  im  positiven 
Sinne  zu  umkreisen  ist. 
Darin  nehmen  wir 


(4) 


m 


Fig.  31. 


F— ^ 

^  —  dx' 


und  setzen  also  diese  beiden  Diffe- 
rentialquotienten als  stetig  yoraus. 
Dann  folgt  aus  (4)  und  (2) 


mU 


»^dy  +  |^d:.)  =  0. 


fix  ^"^    '   dy 

Jetzt  wollen  wir  das  Flächenstück  S  folgendermaassen  an- 
nehmen. Wir  ziehen  von  einem  beliebigen  Funkt  p,  der  die 
Coordinaten  x^  yi  haben  mag,  für  den  die  Function  rj  bestimmt 
werden  soll,  die  beiden  gegen  die  Goordinatenaxen  unter  45^  ge- 
neigten Geraden 

(6)  a?  —  y  =  a?!  —  yi,    X  -}-y  =  Xi'{-  y^, 

und  begrenzen  das  Gebiet  S  durch  diese  beiden  Linien,  und 
eine  einstweilen  noch  unbestimmte  Gurve  c,  die  diese  Geraden  in 
a,  ß  treffen  soll,  wie  die  Figur  31  zeigt. 

Es  ist  dann  dx  =  dy  an  (a,  p)  und  dx  =  —  dy  an  (/S,  p). 
Folglich 


u 


1(11''»+ 11^^)= -KU  ^-+11^')=-''+'- 


and  es  folgt  also  aus  (5): 

1  Biemann-Weber,   PartieUe  Differentialgleichungen.    IL 
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(7) 


a 


worin  das  Integral  von  a  bis  ß  über  die  Curve  c  genommen  ist. 
Hieraus  ist  zu  sehen,  dass  die  Function  17  in  dem  Pankte  y 
bis  auf  eine  additive  Constante  eindeutig  bestimmt 
ist,  wenn  längs  der  Curve  c  zwischen  a  und  ß  die  Differential- 
quotienten  dr^/dx  und  dri^/dy  gegeben  sind.     Denn  dann  ist 


(8) 


'  =  1(11*^  +  1^^») 


an  der  Curve  c  gleichfalls  gegeben,  wenn  der  Werth  von  r^  ausser- 
dem noch  in  einem  Punkte  dieser  Curve  gegeben  ist.  Man  kann 
auch  längs  der  Curve  c  die  Function  rj  selbst  nebst  ihrem  nach 
.der  Normale  genommenen  Differentialquotienten  gegeben  an- 
nehmen. Der  Werth  von  ri  im  Punkte  p  hängt  hiernach  nur 
von  dem  Theile  der  Curve  ab,  der  zwischen  a  und  ß 
verläuft. 

Um  aber  die  Frage  zu  beantworten,  in  wie  weit  der  ge- 
fundene Ausdruck  für  rjp  den  Bedingungen  für  diese  Function  wirk- 
lich genügt,  setzen  wir  den  Ausdruck  (7)  nach  (8)  in  die  Form: 


oder: 


ß 


worin  die  Integrale  so  zu  verstehen  sind,  dass  sie  von  einem  be- 
liebigen unteren  Grenzpunkte  aus  längs  der  Curve  c  bis  zu  dem 
Punkte  a  oder  ß  zu  führen  sind. 

Lassen  wif  nun  p  variiren,  also  a^j,  y^  um  dx^^  dy^  wachsen, 
so  bleibt  «  nach  (6)  ungeändert,  wenn  x^  —  y^  ungeändert  bleibt, 
und  /3,  wenn  x^^  +  2/i  ungeändert  bleibt,  und  es  ist 

(10)    dxa  —  dya  =  dxi  —  dj/i,    dx^  -|-  dy^  =  dx^  +  dy^, 

also  durch  Differentiation  von  (9) 
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(U)  u,^  =  (II  -  ll)jd^  -  äs,) 

Setzen  wir  längs  der  Curve  c 

und  bezeichnen  mit  9>i(a),  99  (a)  die  Werthe  dieser  Functionen 
in  einem  Punkte  a,  so  ist  nach  (11) 

(13)  ,    ' 

2  1^  =  -  «PiC«)  +  9»(«)  +  <Py(ß)  +  «PsC/J). 

Durch  (9)  ist  ijp  in  zwei  Bestandtheile  lyj,,  ly^'  zerlegt,  wenn  wir 

setzen,  und  für  diese  ergiebt  sich  wie  in  (13): 

^If  =       «Pi  («)  -  9.  («).    2  1^  =  «Px  (/5)  +  9.  (/»), 

2  ^  =  -9. («)  +  -?«(«),    2|^  =  <,p.(/J)  +  9,(^), 

und  folglich 

81;^ 8iyp  difip dvip 

und  daraus  folgt,  dass  die  Differentialgleichung  (2)  durch  rip  und 
durch  r{p,  also  auch  durch  i^p  =  ly^  -|-  rip  befriedigt  ist,  wenn  Xy  y 
durch  a?!,  yi  ersetzt  wird. 

In  Bezug  auf  die  Grenzbedingungen  haben  wir  aber  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Wir  nehmen  ein  Stück  a,  6  der  Curve  c,  das  von  keiner 
unter  4Ö<>  gegen  die  Coordinatenaxen  geneigten  Geraden  in  mehr 
als  einem  Punkte  geschnitten  wird  (Fig.  31).  Wenn  wir  dann 
den  Punkt  p  nach  a  rücken  lassen,  so  rückt  ß  zugleich  nach 
a  und  die  Gleichungen  (13)  ergeben 

CID. =-'«>•  a^i=»-<»^ 

15* 
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und  Entsprechendes  gilt,  wenn  wir  p  nach  ß  rücken  lassen.  In 
diesem  Falle  also  können  die  DifiPerentialquotienten  von  17  an  der 
Gurve  ab  beliebig  gegeben  sein. 

2.  Anders  liegen  die  Verhältnisse  aber,  wenn  eine  unter  45^ 
gegen  die  Axen  geneigte  Linie  etwa  eine  Linie  x  -{-  y  =  const 
die  Gurve  zweimal  schneidet    Dann  wird,  wenn  p  nach  a  rückt 


Fig.  32. 


Fig.  33. 


ß  nicht  nach  a,  sondern  nach  einem  anderen  durch  a  bestimmten 
Punkt  a'  rücken  (Fig.  32),  und  wenn  dann  die  DifiFerentialquotienten 
von  fip  im  Punkte  a  in  9i  («J  und  q>i{pi)  übergehen  sollen,  so 
muss  zwischen  diesen  beiden  Functionen  nach  (13)  die  Relation 
bestehen: 

(14)  9i  (a)  +  92  («)  =  <]Pi  K)  +  9s  (a')i 

diese  beiden  Functionen  sind  also  nicht  mehr  längs  der 
ganzen  Gurve  willkürlich. 

Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  eine  Linie  x  —  y  =  const.  die 
Gurve  c  in  zwei  Punkten  /3,  /?'  schneidet,  für  zwei  solche  Punkte 
aus  (13)  die  Bedingung: 

(15)  <)p,  {ß)  -  <p,  (ß)  =  q>,  (ß')  -  <3P,  iß'). 

Wir  erhalten  hiernach  auf  der  Gurve,  längs  deren  die  Diffe- 
rentialquotienten von  rj  gegeben  sind,  gewisse  kritische  Punkte 
a,  6,  die,  wenn  die  Gurve  stetig  gekrümmt  ist,  dadurch  bestimmt 
sind,  dass  die  Tangenten  dort  einen  Winkel  von  45<^  mit  der 
a;-Axe  einschliessen  (Fig.  33).  Längs  ab  können  dann  die  Diffe- 
rentialquotienten von  rj  beliebig  vorgeschrieben  sein  und  dadurch 
ist  die  Function  ri  in  dem  ganzen  Dreieck  abg  (sogar  in  dem 
Rechteck  gag'b)  eindeutig  bestimmt  Ueber  a  und  b  hinaus 
sind  die  Differentialquotienten  von  ri  nicht  mehr  willkürlich,  son- 
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dem  an  die  Relationen  (14),  (15)  gebunden  (wenigstens  wenn  in 
ag  und  hg  die  Differentialquotienten  von  ri  stetig  bleiben  sollen). 

Die  kritischen  Punkte  können  auch  Ecken  in  der  Gurve  c 
sein,  wie  wir  nachher  an  einem  Beispiele  sehen  werden. 

Die  Relationen  (14),  (15)  ergeben  sich  nach  der  Bedeutung 
(12)  der  Functionen  fp  auch  einfach  aus  der  d^Alembert'schen 
Form  des  Integrales  ij,  nach  der  ri  die  Summe  einer  Function 
von  X'\-y  und  einer  Function  von  x  —  y  ist.    Setzen  wir  hiemach 

ri=f{x  +  y)  -f/i  (a:  —  y), 
so  wird 

eine  Function  von  x  -\-  y  allein,  und  kann  also  in  den  beiden 
Punkten  oc,  «',  in  denen  x  -]-  y  denselben  Werth  hat,  keine  ver- 
schiedenen Werthe  haben.  Dies  besagt  die  Relation  (14),  und 
ebenso  wird  (15)  abgeleitet. 

Die  Form  der  Grenzbedingungen,  die  hier  vorausgesetzt  ist, 
würde  auf  solche  Probleme  anwendbar  sein,  bei  denen  vorge- 
schriebene Werthe  von  dtj/dx^  dr^/dy  nicht  in  einem  Augenblick 
über  die  ganze  Saite  gegeben  wären,  sondern  nach  einem  ge- 
gebenen Gesetze  mit  der  Zeit  über  die  Saite  dahin  wanderten; 
dieses  Gesetz  findet  dann  eben  in  der  Curve  c  seine  geometrische 
Darstellung. 

Darauf  lässt  sich  auch  ein  praktisch  wichtiges  Problem  zurück- 
führen, was  in  jüngster  Zeit  von  Wirtinger  angeregt  und  von 
Radakovic  gelöst  ist^). 

Es  handelt  sich  dabei  um  die  Bewegung  einer  Saite  unter 
dem  Einfiuss  einer  Kraft  von  gegebener  (auch  mit  der  Zeit  ver- 
änderlicher) Stärke,  deren  Angriffspunkt  nach  einem  gegebenen 
Gesetze  über  die  Saite  wandert. 

Es  sind  dies  Verhältnisse,  wie  sie,  in  grossem  Maassstabe^ 
etwa  bei  einer  Eisenbahnbrücke  bestehen,  während  ein  Zug 
darüber  fahrt. 

Wir  können  uns  den  Vorgang  so  vorstellen,  dass  im  Augen- 
blick t  an  der  Stelle  x  =  ^  eine  Stosskraft  fi  P  auf  ein  Massen- 


^)  Radakoyi6:  „lieber  die  Bewegung  einer  Saite  unter  der  Ein- 
wirkung einer  Kraft  mit  wanderndem  Angrifiepunkf.  Sitzungsberichte  der 
Wiener  Akademie,  108.  Band,  S.  577  (1899). 
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element  ft  der  Saite  ausgeübt  wird,  worin  |  und  P  gegebene 
Functionen  der  Zeit  sind.  Dieser  Stoss  wird  eine  plötzliche  Ge- 
schwindigkeitsänderung von  fi  hervorrufen,  die  gleich  P  ist 

Fig.  34. 


Die  Abhängigkeit  zwischen  |  und  t  oder  zwischen  £  and  v 
wird  in  unserer  xy-Ehene  durch  eineCurve  c'  dargestellt  (Fig.  34 1. 
und  an  dieser  Curve  besteht  mit  Rücksicht  auf  (1)  die  Bedingung 


(16) 


/drr\   _{dn\  _P 

\dy/+       \dyJ-       a' 


während  17  selbst  an  dieser  Linie  stetig  sein  muss.    Folglich  ist 
auch 

dy'^  dy'dx 
an  d  stetig,  und  daraus  ergiebt  sich 

(")        H  [(HX  -  (HI] = - 1- 

Die  Düferentialquotienten  dri/dx^  8^/9y  haben  also  an  der 
Curve  (/  vorgeschriebene  Unstetigkeiten: 

(^)   _(p)  =x, 
rcn)  _rcri\  ^y 

Man  muss  dann   bei  Anwendung   des  Gauss' sehen  Satzes    1 
auf  die  Fläche  S  beide  Ufer  der  Curve  c'  zur  Begrenzung  rechnen, 
und  erhält  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (7)  ein  Zusatzglied:   i 


I 

0' 


(Xdy  +  Ydx), 
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wobei  aber  nur  über  den  Theil  der  Curve  c'  zu  integriren  ist, 
der  innerhalb  S  liegt.  Specielle  Beispiele  dieses  Problems  sind 
in  der  erwähnten  Arbeit  von  Radakovic  enthalten. 


§.  91. 
Erzwungene  Schwingungen. 

Nach  der  im  yorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Me- 
thode lässt  sich  das  Problem  der  erzwungenen  Schwin- 
gungen einer  Saite  behandeln.  Wir  verstehen  darunter  die 
Bewegung  einer  gespannten  Saite,  bei  der  die  Enden  eine  vorge- 
schriebene Bewegung  haben,  während  zugleich  irgend  ein 
Anfangszustand  gegeben  ist. 

Ein  specieller  Fall  ist  es  dann,  dass  das  eine  oder  auch  alle 
beide  Enden  fest  sind.     Eine    solche  Bewegung  ist  realisirbar, 


Fig.  85. 


wenn  etwa  die  Enden  mit  Stimmgabeln  ver^ 
bunden  sind,  die  eine  bekannte  Bewegung 
haben. 

Die  Curve  c,  die  wir  im  vorigen  Para- 
graphen benutzt  haben,  setzt  sich  jetzt  aus 
drei  geradlinigen  Zügen  zusammen,  von  denen 
der  eine  ein  Stück  der  x-Axe  von  der  Länge 
der  Saite,  die  wir  hier  zur  Längeneinheit 
nehmen  wollen,  ist,  während  die  beiden  an- 
deren der  y-Axe  parallel  nach  der  Seite  der 
positiven  y  ins  Unendliche  verlaufen.  Die  kriti- 
schen Punkte  sind  dann  die  beiden  Ecken  a,  b 
(Fig.  35).  Das  Gebiet,  in  dem  die  Function  r^  gesucht  wird,  ist 
der  in  der  Richtung  nach  A,  B  unbegrenzte  rechteckige  Streifen 
{al AB).    Die  Grenzbedingungen  seien  die  folgenden: 

(1)      fürt/  =  0,    0<a:<l: 

y  >0: 


(2)     für  a;  =  0, 


(3)     für  a?  =  1, 


8y 


=  F{xy, 


v  =  <p(y)i  ^  =  ^(2/)5 


y>0: 

V  =  t  (yl 


dx 


=  ^(.y)- 


Hierin  müssen 
fix),  Fix),  fix);    q>iy),  *(y),  <^'(y);    tl>iy),  ^iy),  i^'(y) 


232 


Zwölfter  Abschnitt. 


$.  &L 


stetige  Functionen  der  Argumente  sein  und  wegen  der  Stetigkeit 
in  den  Ecken  muss 


(*) 


9(0)=/(0),      <P(0)=/'(0).     gr(0)  =/'(!); 


*(0)=/(l),     g>'(0)  =  ^(0),      ^'(0)=F(1) 

sein.  Femer  ist  dabei  zu  bemerken,  dass  f{x)  und  F{x)  nur 
für  die  Argumentwerthe  zwischen  0  und  1,  9>(y),  i/^(y)  nur  tu: 
positive  Argumentwerthe  gegeben  sind,  und  dass  <^(i/),  ^^y 
durch  die  übrigen  Functionen  [nach  §.  90  (14),  (15)]  bestimnt 
sind,  worauf  wir  nachher  zurückkommen. 
Wenn  wir  nach  der  Formel  §.  90  (7): 


(5) 


2l?p  =  1Ja  +1J,1  + 


dx 


'y  +  U' 


') 


die  Function  rj  bestimmen  wollen,  haben  wir,  wie  die  Fig.  36 
zeigt,  vier  Theilgebiete  I,  II,  III,  IV  zu  unterscheiden.  Bezeichnen 
wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Punktes  p{odeTp\  p",|)'")mit  x,  y,  so 
haben  in  dem  Gebiete  I  die  Punkte  a,  ß  die  Coordinaten  a;  —  y. 
2;  -f  y,  und  ähnlich  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  a',  /)'• 
a",  /S";  «'",  /J'"  für  die  drei  anderen  Gebiete  bestimmt  Dann 
ergiebt  die  Formel  (5),  wenn  wir  die  Integrationsvariable  mit  « 
bezeichnen: 

(6)  y  <:x,    y  +  a;  <  1 : 

271  =/(x  —  y)  +/(a:  -f  y)  +  [F(a)d«  (im  Gebiet  I); 

(7)  y  >Ä?,    y +  a?<  1: 

2ij  =  <p(y  —  x)  -\-f{y  +  x)  -  [a>(a)da  +  [F(a)d(f, 

0  0 

(im  Gebiet  Hj' 

(8)  y  <x,    y  +  a;  >  1 : 

1  jc  +  y— 1 

2ri  =  f{x  -  y)  -{-  M>(x  -\-  y  —  \)  -^  (F(«)d«  +  [  V{a)d<t 

0 

(im  Gebiet  IHi; 


y  —  X 


y  +  « 


X  — y 


y  — X 


*  +  y-i 


(9)      y  >  a:,    y  +  rc  >  1 : 

2ij  =  9)(y— a;)+*(a;+y— 1)— [a>(a)da+ JF(a)da+[9'(a)d 

000 

(im  Gebiet  IV) 
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Es  bleibt  noch  übrig,  die  Functionen  0(y)<,  V(if)  nach  §.  90 
(14),  (15)  zu  bestimmen.    Nach  §.  90  (12)  ist  darin  zu  setzen: 

q>i  =  f  (x)^       q)^  =  F  (x)    an  der  Strecke  (a  6), 

und  die    dort   mit  a,  a\  /3,  /3'  bezeichneten  Punkte  haben  die 
Coordinaten 

0,  y;      J/,  0;       1,  j^;       1  —  y,  0, 

wenn  y  <  1  ist,  und 

0,  y;       1,  y— 1;       1,  y;       0,  y  —  1, 

wenn  y>  1  ist.    Wir  erhalten  daher: 


(11) 


y  >  1. 


*(y)  =  ^(y  -  1)  +  *'(y  -  i)  -  ^'(y) 

9r(y)  =  « (y  _  1)  -  ^'(y  _  1)  +  ^»'(y)  J 

Für  y  =  1  ergeben  beide  Ausdrücke  nach  (4)  für  0{\)  und 
9^(1)  denselben  Werth,  und  es  sind  also  durch  (9)  und  (10) 
0{y)  und  ^(y)  als  stetige  Functionen 
für  beliebige  Argumentwerthe  bestimmt. 

Zur  Vereinfachung  wollen  wir  bei  der 
weiteren  Discussion  dieser  Resultate  die  An- 
nahme machen,  dass  ^  (y)  =  0  ist.  Dies  ent- 
spricht dem  Falle  der  schwingenden  Saite,  in 
dem  das  eine  Ende,  o:  =  1,  fest  ist,  wäh- 
rend das  andere  Ende  a;  =  0  in  einer  ge- 
gebenen Bewegung  begriffen  ist. 

Dazu  kommt  ein  beliebiger,  an  die  Be- 
dingangen  (4)  gebundener  Anfangszustand 

[F(l)  =  0,  /(l)  =  0]. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ergiebt  sich  aus  (10): 

<I>(y)=  F(y) -I- /' (y)  _  <p' (y), 

y(y)  =  -F(l-y)+/'(l-y), 
und  wenn  man  in  den  Gleichungen  (11)  hiervon  Gebrauch  macht: 
<»(y)  =  -  F(2-y)  +/'(2-y)  -  9)'(y), 


ßß"^ 


(12) 


y<i, 


(13) 


9'(y)=       i?'(y_i)4-/(y_l)_2  9'(y-l), 


i<y<2. 
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Hierdurch  sind  die  Functionen  0(y)  und  ^(y)  in  dem  Inter- 
vall 0  <;  y  <  2  bestimmt. 

Ist  y  >.  2,  80  wenden  wir  die  Formeln  (11)  an,  und  er- 
halten 

0(y)=  «?r(y  _  1)  _  y' (y), 

^(y  -  1)  =  *(y  -  2)  -  <p'(y  -  2), 

also  durch  Addition  dieser  beiden  Formeln: 

(14)  <I>(y)  =  ®(j,-2)-9'(y)-9''(y-2), 
und  ebenso  aus  (11) 

W(y)  =<P(j,_l)_<p'(y_l), 

0(y  -  1)  =  ^(y  -  2)  -  <p'(y  -  1), 
woraus  wieder  durch  Addition: 

(15)  V(y)  =W(i,-2)-2q>'(y-  1). 

Daraus  ergiebt  sich  dann  für  jedes  positive  y 

0{y  +  2)  =  0{y)  —  q>'{y)  —  ^'(y  +  2), 

a>(y  +  4)  =  0{y  +  2)  -  9'(y  +  2)  -  <p'(y  +  4), 


und  folglich  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  n 

(16)  0{tf  +  2n)  =  0(y)  —  «jp'(y)  —  2g>'(y  +  2) 

—  2«jp'(y  +  2n  —  2)  —  <jp'(y  +  2n), 

und  auf  demselben  Wege 

(17)  W{y  -f  2n)  =  W{y)  -  2<p'(i/  +  1)  —  2fp\y  +  3)  -•  • 

—  29'(i/  +  2n— 1). 

Wir  wollen  als  Beispiel  die  Annahme  machen  fp*  (y)  =  6''*^'' 
worin  k  eine  relle  Zahl  ist.  Um  zu  reellen  Resultaten  zu  kommeD, 
haben  wir  in  den  Endformeln  den  reellen  Theil  und  den  imagi- 
nären Theil  für  sich  zu  betrachten. 

Es  ist  dann 

9'(y)  +  2cjp'(y  +  2)  +  ...  29' (y  +  2n  -  2)  -f  y'Cy  -f-  2«) 


p2n7tiX\  Ld7_? 


%7tiX 


=  e^^^y  (1  —  e2n;rU^  _ 

oder  wenn  X  eine  ganze  Zahl  ist: 

=  2ne*''^v, 
und  ebenso 


27fil 
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2<1P'(»  +  1)  +  2 t3P'(y  +  3)  H h  2q>'{y  +  2n  -  1) 

=  2  ö^»^(y  +  »)  \  ~  ^77;     oder    =  2wc*''^(v  +  i). 

Wenn  also  A  nicht  eine  ganze  Zahl  ist,  so  bleiben  die  Ausdrücke 
(16)  und  (17)  mit  wachsendem  n  in  endlichen  Grenzen  einge- 
schlossen. Ist  aber  A  eine  ganze  Zahl,  so  wachsen  diese  Aus- 
drücke unter  fortwährendem  Schwanken  zwischen  unaufhörlich 
wachsenden  Grenzen  und  diese  Eigenschaften  der  Bewegung  über- 
tragen sich  auch  auf  den  Ausdruck  (9)  für  i^. 

Wir  haben  früher  gesehen  (§.  84),  dass  die  Schwingungs- 
dauer des  Grundtons  unserer  Saite  (von  der  Länge  1  und  mit 
dem  Werthe  a  =  1)  bei  festgehaltenen  Enden  gleich  2  ist,  und 
dass  die  Schwingungsdauer  des  n^^  harmonischen  Obertones 
gleich  2/n  ist  Bei  der  Annahme,  die  wir  hier  gemacht  haben, 
ist  2/A  die  Schwingungsdauer  der  gezwungenen  Bewegung  des 
Anfangspunktes  unserer  Saite,  und  es  folgt  also  daraus,  dass  die 
Schwingungsamplituden  der  Saite  in  endlichen  Grenzen  einge- 
schlossen bleiben,  wenn  die  Schwingungsdauer  des  Endes  nicht 
mit  der  Schwingungsdauer  eines  der  harmonischen  Obertöne  über- 
einstimmt. Fällt  aber  die  Schwingungsdauer  des  Endpunktes  mit 
der  Schwingungsdauer  eines  der  Obertöne  zusammen,  so  wachsen 
die  Amplituden  unaufhörlich.  Hat  also  der  eine  Endpunkt  der 
Saite  eine  Bewegung,  die  zum  Grundton  der  Saite  harmonisch 
ist,  so  wird  die  Saite  in  kräftige  Mitschwingung  versetzt.  Selbst- 
verständlich gelten  aber  unsere  Formeln  nur  so  lange,  als  die 
allgemeine  Grundlage  der  Theorie,  die  auf  der  Annahme  unend- 
lich kleiner  Bewegungen  beruht,  noch  zulässig  ist. 


§.  92. 

Fortschreiten   einer   Erschütterung  des  Endpunktes 

der  Saite. 

Diese  Betrachtungen  sind  geeignet,  ein  Paradoxon  aufzu- 
klären, was  sich  in  dem  Problem  der  schwingenden  Saite  zeigt 
und  darin  besteht,  dass  sich  die  beiden  Variablen  a*,  ?/,  obwohl 
sie  in  der  Differentialgleichung  [§.  90  (2)]  ganz  gleichartig  vor- 
kommen, in  Bezug  auf  die  Grenzbedingungen  ganz  verschieden 
verhalten. 
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Nehmen  wir  z.  B.  eine  einseitig  unbegrenzte  Saite  an,  die 
an  ihrem  Ende  x  =  0  einen  fiir  alle  Zeiten  gegebenen  Be- 
wegungszustand hat,  so  dass 

(1)     V=f(y),    y^  =  F(jf).    fura;  =  0,   _oo<y<  +  x. 

80  können  wir,  wenn  /(y),  F(jf)  fiir  alle  Werthe  von  y  beluLcc* 
sind,  ebenso  integriren,  als  ob  bei  einer  ganz  unbegrenzten  Saite 
der  Anfangszustand  gegeben  wäre,  und  wir  erhalten 


(2) 


y  +  « 

21,  =  f(y  —  x)  +/(y  +  x)+  \F(a)da. 


y—x 


Fig.  87. 


Da  es  nun  physikalisch  undenkbar  ist,  dass  ein  später  ein- 
tretender Zustand  des  Endes  einen  Einfluss  auf  frühere  Zustäniie 
der  Saite  hat,  so  ist  dies  Resultat  bei  beliebigem  /  und  F  nur 

dadurch  zu  verstehen,  dass  noch  ein  an- 
derer Einfluss  aus  dem  Unendlichen  her 
wirksam  ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  F(y)  =  0  tind 
f(y)  nur  in  einem  Intervall  um  den  Null- 
punkt herum  von  Null  verschieden  an, 
so  wird  fi  in  der  a;y-Ebene  nur  in  zwei 
unter  45®  gegen  die  Axen  geneigtea 
Streifen  von  Null  verschieden  sein.  Es 
wird  also  eine  Welle  längs  der  Saite  aus 
dem  Unendlichen  hereinlaufen  bis  an  das 
feste  Ende  und  von  da  ins  Unendliche 
zurückkehren. 

Durch  (2)  ist  ri  als  Summe  einer 
Function  von  x-^-y  und  einer  Function 
von  X  —  y  dargestellt,  und  wenn  nun  17  in  einem  Punkt  x,  y  öd- 
abhängig  sein  soll  von  den  Werthen  der  Functionen  /,  JP,  wie  sie 
für  grössere  Werthe  von  y,  also  später  stattfinden,  so  mass 
der  Theil,  der  von  x  -^  y  abhängt,  wegfallen,  es  muss  also 
F(y)  =  — f(y)  sein  und  in  Folge  dessen 

V  =f(y  —  ^0- 

Wenn  also  unter  den  sonstigen  Voraussetzungen  der  Figur 
diese  Bedingung  noch  befriedigt  ist,  so  wird  der  in  der  Fig.  ^' 
nach  unten  laufende  Streifen  wegfallen,  und  es  wird  von  der  Zeit 
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der  Erschütterung  an  eine  Welle  längs  der  Saite  nach  vorwärts 
laufen. 


§.  93. 
Einfache  harmonische  Schwingungen. 

Bereits  Lagrange  hat  die  allgemeine  Differentialgleichung 
der  analytischen  Mechanik  auf  unendlich  kleine  Oscillationen 
materieller  Punktsysteme  und  besonders  auf  das  Problem  der 
schwingenden  Saite  angewandt.  Auf  dieses  Hülfsmittel  hat  Lord 
Rayleigh  zurückgegriffen  und  daraus  eine  Integrationsmethode 
hergeleitet,  deren  Grundgedanken  wir  hier  kurz  darlegen  und 
auf  einige  einfache  Probleme  anwenden  wollen  i). 

Wir  betrachten  zunächst  ein  System,  dessen  Lage  durch  eine 
endUche  Anzahl  von  einander  unabhängiger  veränderlicher  Grössen 
9b  9.i-"i  9ni  die  wir  seine  Goordinaten  nennen,  bestimmt  wird,  wie 
wir  es  in  §.  121  des  ersten  Bandes  erklärt  haben.  Dieses  System 
soll  unter  dem  Einäuss  irgend  welcher  nicht  näher  bestimmter 
Kräfte  eine  stabile  Gleichgewichtslage  haben,  der  die 
Werthe  Null  der  Goordinaten  entsprechen.  Durch  eine  anfang- 
liche Störung  führe  dieses  System  nun  Schwingungen  um  diese 
Gleichgewichtslage  aus,  bei  denen  wir  voraussetzen,  dass  die 
Werthe  der  Goordinaten  gj,  g,,  ...,  g„  immer  unendlich  klein 
bleiben.  Nach  Bd.  I,  §.  121  hat  die  potentielle  Energie  V  dieses 
Systems  in  der  Gleichgewichtslage  einen  Minimumwerth,  den  wir 
gleich  Null  annehmen  können.  Wenn  wir  also  V  nach  Potenzen 
von  gi,  g,  ...,  g„  entwickelt  annehmen,  und  mit  den  Gliedern 
zweiter  Ordnamg  abbrechen,  so  ist  V  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  der  g,-,  die  nur  verschwindet,  wenn  die  sämmt- 
lichen  g,«  verschwinden,  und  ausserdem  nur  positive  Werthe  an- 
nimmt (eine  definite  positive  Form). 

Wir  setzen 

(1)  2F=  ^CHuqnqi.. 

worin  die   Coefficienten   Chk  Constanten    des   Systems    sind   und 
Cfck  =  Ckh  ist.    Bezeichnen  wir  mit  t  die  Zeit,  mit  gi  den  Diffe- 


*)  Lagrange,  Mecanique  analytique,  Seconde  Partie,  Section  VI.  Sur 
le«  OBcillations  tres  petites  d'un  Systeme  quelconque  de  Corps  (Paris 
1811).  —  Rayleigh,  Theory  of  Sound  (London  1894). 
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rentialquotienten  dqjc/dt^  so  ist  auch  die  kinetische  Energie  I 
eine  definite  positive  Form  zweiten  Grades  der  Variablen 

die  wir  so  bezeichnen: 

(2)  2  T  =  ;2  «'^^  «*  2i, 

worin  die  ahk  =  ^^ti  gleichfalls  Constanten  des  Systems  sin  . 
Hieraus  erhält  man  die  DijOTerentialgleichungen  der  Bewegung  ii 
der  Lagrange'schen  Form  Bd.  I,  §.  123: 


(3) 


dt  cqic        cqic 


Wir  erhalten  also  in  (3)  ein  System  linearer  Differential- 
gleichungen mit  Constanten  Coefficienten ,  das  nach  Bd.  I,  §.  ot.« 
integrirt  werden  kann. 

Die  Gleichungen  (3)  werden  nach  (1)  und  (2): 


w 


«ifc 


=  —  Cijcqi  —  C2k  ga —  Cnk  3 


m 


Je      ^=        ly        2,      ...      91, 


und  von  diesem  System  suchen  wir  ein  particulares  Integral  in 
der  Form 

(5)  qh  =  Äh cos (mt  —  a),        A  =  1,  2,  ...  n, 

worin  m  und  «  von  h  unabhängig  sein  sollen. 

Es  ergiebt  sich  dann  zur  Bestimmung  von  m,  A^^  . 
System  von  Gleichungen 

(6)  JLi(aikWa  —  Cih)  +  ^a(a3kma  —  Cak)  +  *  "  ' 
woraus  man  die  Gleichung  n*®°  Grades 


A^  das 


a 


11 


'in 


CI21  "  ~^  ^1 


211 


öni  A  Cn; 


(7) 


ain^  Cin?        <*an^  ^2n»  •••» 


a 


Mn 


'nn 


=  0 


erhält,  deren  n  Wurzeln  die  Grössen  A  =  w,^,  m/,  ...mj  sind. 
Für  jede  dieser  Wurzeln  erhält  man  aus  (6)  die  Verhältnisse  der 

Wir  erhalten  so  aus  (5)  n  verschiedene,  einfache 
harmonische  Schwingungen,  aus  denen  sich  die  all- 
gemeine Bewegung  des  Systems  zusammensetzt 
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Nach  einem  bekannten  Satze  der  Algebra  i)  kann  man  durch 
eine  lineare  Substitution  zwei  quadratische  Formen  gleichzeitig 
so  transformiren,  dass  in  jeder  von  ihnen  nur  die  Quadrate  der 
Variablen  vorkommen.  Sind  die  Formen  definit  und  positiv,  so 
haben  alle  diese  Quadrate  positive  Goefficienten,  die  man  für  die 
eine  der  beiden  Formen  noch  willkürlich,  etwa  gleich  1  annehmen 
kann. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  Functionen  T  und  V  an, 
so  ergiebt  sich,  dass  man  an  Stelle  der  Goordinaten  q^^  g,,  ...  q^ 
ein  anderes  System  von  Goordinaten  Qi,  i^a«  •••  Qn  einfuhren  kann, 
in  dem  die  Functionen  T  und  V  die  einfache  Form  annehmen: 

^  ^  2F  =  m/Ö,«  +  m^QI  H \-  mlQl, 

und  darin  sind  die  w^*,  m|  ...  ml  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7). 
Man  sieht  hieraus,  dass,  wenn  V  und  T,  wie  vav  angenommen 
haben,  positive  definite  Formen  sind,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung 
alle  reell  und  positiv  sind,  und  dass  also  die  q^  nach  (ö) 
periodische  Functionen  der  Zeit  sind.  Wenn  diese  Wurzeln  alle 
von  einander  verschieden  sind,  so  sind  die  Q],  Qs,  ...  Qn  durch 
die  in  (8)  liegende  Forderung  als  lineare  Functionen  der  Variablen 
^uitt'--9fi  eindeutig  bestimmt.  Es  können  aber  auch 
gleiche  Wurzeln  vorkommen,  und  dann  giebt  es  unendlich  viele 
Bestimmungsarten  dieser  linearen  Functionen. 

Die  Variablen  Q^^  Q^f  ...  heissen  nach  Rayleigh  normale 
Goordinaten  des  Systems.  Sie  sind  dadurch  ausgezeichnet, 
dass  die  einfachen  harmonischen  Schwingungen  nur  je  eine  dieser 
Variablen  verändern.  Für  diese  Variablen  werden  die  Differential- 
gleichungen (3) 

und  daher 

(9)  Qj,  =  Au  cos  (Wk  t  —  «k), 

worin  Ak  willkürlich  ist. 


0  Yergl.  z.  B.  Hesse,  Analytische  Geometrie  des  Raumes ,  3.  Aufl., 
Leipzig  1876,  S.  270,  498. 
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§.  94. 
Variirte  Systeme. 

Durch  das  Vorhergehende  ist  das  Problem  der  kleinen 
Schwingungen  eines  Systems  auf  die  Bestimmung  der  normalen 
Coordinaten,  also  im  Wesentlichen  auf  die  Auflösung  einer  | 
Gleichung  n^^  Grades  zurückgeführt  Dies  Resultat  lässt  sieb 
nun  mit  Vortheil  anwenden,  um  den  Einfluss  zu  bestimmen,  dec 
kleine  Aenderungen  in  der  Verfassung  des  Systems  auf  den 
Schwingungsvorgang  haben. 

Um  dies  zu  zeigen,  gehen  wir  aus  von  einem  System  5. 
dessen  Lage  durch  die  normalen  Coordinaten  Qje  bestimmt  ist 
so  dass  also  die  Functionen  T  und  V  durch  die  Formeln  {S\ 
§.  93  dargestellt  sind.  Daneben  betrachten  wir  ein  zweites  da- 
von nur  unendlich  wenig  verschiedenes  System  S',  in  dem  T 
und  V  die  allgemeinen  Ausdrücke  §.  93  (1),  (2)  haben.  Wir 
nehmen  dann  die  Grossen 


^11  —  1>  %ai 

0^21»    ^22  1? 


Alm 


2 


^21,    Cjj   —  »1*2 , 


Cm? 


önli  ^n2^  '"  Clnn  —  1?         ^nl»   Cn2t  '"  Cnn  —  *^*n 

als  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  an,  deren  höhere 
Potenzen  und  Producte  gegen  die  niedrigeren  zu  vernachlässigen 
sind. 

Die  dem  System  S'  entsprechenden  harmonischen   Schwin- 
gungen seien  nach  §.  93,  (5) 

(1)  Ä^^^  cos  Qiit  —  «i),   Af^  cos  (ftj  t  —  aj)  . . .  .4^**^  cos  Qt«  t  —  a«), 

so  dass  ftf,  ftg^  . . .  ftj  die  Wurzeln  der  Gleichung  (7)  §.  93  sind 
und  sich  von  m^^  m^^  ...  m«  nur  um  unendlich  kleine  Grössen 

unterscheiden.    Ebenso  sind  -4^\  wenn  h  von  k  verschieden  ist, 

als  unendlich  kleine  Grössen  zu  betrachten. 

Die  Gleichungen  (6),  §.  93  erhalten  die  Form 

(2)  A^^^  (ai  k  fij!  -  Ci ,)  +  A^^^  {a, ,  ft^  -  c^ ,-) 
worin  h  und  Je  beide  von  Null  bis  n  gehen. 
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Nehmen  wir  zunächst  aus  den  Gleichungen  (2)  die  heraus, 
in  denen  h  =  k  ist^  so  sind  darin  nach  der  Voraussetzung  alle 
Glieder  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  mit  Ausnahme 

des  k*^ 

und  es  muss  also  auch  dieses  Glied,  d.  h.  (ahhl^i  —  Chh)  unend- 
lich klein  in  der  zweiten  Ordnung  sein,  und  kann  mit  der  hier 
festgehaltenen.  Annäherung  =  0  gesetzt  werden.  Es  ergiebt  sich 
hieraus 

a*fcw|  —  Chh  =  ahk(fni  —  f*jS), 

und  Aa  ml  —  iil  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  ist, 
so  kann  auf  der  rechten  Seite  Uhh  durch  1  ersetzt  werden.  Man 
erhält  so 

(3)  mi  —  iiJi  =  üKktni  —  Ckh, 

wodurch  die  Variation  der  Perioden  der  einzelnen  harmonischen 
Schwingungen  bestimmt  ist 

Betrachten  wir  zweitens  eine  der  Gleichungen  (2),  in  der  h 
von  k  yerschieden  ist,  so  bleiben  zwei  Glieder,  die  nicht  unend- 
lich klein  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

und  wenn  man  deren  Summe  Null  setzt,  und,  was  erlaubt  ist, 
/^l  ajtfc,  Cjcic  durch  mü,  1,  m{  ersetzt: 

(i\  ^k      flfcfc  Wj  —  Chk 

^  ^  ^i*>  ~     mi-mi    ' 

n 


§.  95. 

m 

Anwendung  auf  die  schwingende  Saite. 

Obwohl  diese  Betrachtungen  zunächst  nur  auf  solche  Systeme 
passen,  deren  Lage  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Variablen 
bestimmt  werden  kann,  so  werden  sie  von  Lord  Rayleigh  doch 
unbedenklich  auf  Systeme  angewendet,  in  denen  dies  nicht  der 
Fall  ist,  wie  z.  B.  auf  die  Schwingungen  eines  nicht  starren 
Körpers,  und  die  Resultate,  die  er  dadurch  gewinnt,  sind  sehr 
beachtenswerth;  sie  sind  der  Beobachtung  zugänglich  und  stehen 
mit  der  Erfahrung  im   besten  Einklang.    Wir  wollen  hier  eine 

Klemann- Weber,  ParUeUe  Biflerentiftlgleiohangen.    II.  ]g 
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Anwendung  auf  die  Transversalschwingungen    einer  gespanLt<^i 
Saite  machen. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Schwingungen  in  einer  Ebene 
stattfinden,  und  bezeichnen  wie  im  §.  83  mit  ti  die  Ordiottp 
eines  Punktes  mit  der  Abscisse  x^  so  dass  rj  eine  Function  ron 
X  und  t  ist  Die  Länge  der  Saite  ist  I,  die  Masse  eines  Ele- 
mentes  der  Saite  ist  [§.  8S  (10)] 

pdx 

oder  wenn  wir  p  =  ggl  setzen,  so  dass  Qg  das  Gewicht  und 
Q  die  Masse  der  Längeneinheit  ist: 

fi  =  Qdx, 

Da  die  Geschwindigkeit  dieses  Elementes  dri/dt  ist,  so  ergiebt  sich 
für  die  kinetische  Energie  der  ganzen  Saite  der  Ausdruck 

(I,  ■2T  =  |,(||)'.x, 

und  wir  wollen  auch  den  Fall  nicht  ausschliessen ,  dass  g  eine 
Function  von  x^  die  Saite  also  inhomogen  ist 

Um  auch  den  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie  zu  bilden, 
bedenken   wir,  dass  auf  das  Saitenelement  dx  im  Zustande  derj 
EloDgation  tj  nach  §.  83  (8)  in  der  Richtung    der  i}-Axe  die 
Kraft  wirkt 

wenn    P  die   Spannung  der   Saite   bedeutet     Die  Verschiebung  I 
des  Elementes  ist  17,  und  um  diese  Verschiebung  hervorzubringen, 
ist  also  eine  Arbeit  zu  leisten  von  der  Grösse  1 

(Der  Factor  J  rührt  daher,  dass  die  Verschiebung  gleichzeitig 
mit  der  Kraft  von  Null  an  bis  zu  ihrem  actuellen  Werthe  wächst 
vergl.  Bd.  I,  §.  126,  4.)  und  hiernach  erhalten  wir  für  die  poten- 
tielle Energie  V  der  gespannten  Saite  die  Gleichung: 

i 
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oder  wenn  man  partielle  Integration  anwendet,  und  beachtet,  daes 
ri  tuT  X  =  0  und  X  =  1  verschwindet: 

0 

Dieser  Ausdruck  ist  also  von  q  unabhängig. 

Wir  nehmen  nun  die  Function  17  yon  rr,  die  für  o;  =  0  und 
X  -=1  verschwindet,  in  eine  Sinusreihe  entwickelt  an.  Wir  be- 
zeichnen mit  Qo  ^^  Constante,  von  der  die  Function  q  längs 
der  ganzen  Saite  nur  unendlich  wenig  abweichen  soll,  und  setzen 

,ov               1/^/      '    XX    .         .    2«x    ,         .    Sxx    .       \ 
(3)     1?  =  y  -j  [q^%in  -j  +  g,8in  -p-  -f-  3,  sin  -|—  H j 

und  für  den  Fall,  dass  q  =  Qq  ist,  die  Saite  also  in  ihrer  gansen 
Länge  homogen  ist: 


(4)     ,== 


Die  Ck)efiicienten  g^,  92,  Ss  •  •  •  oder  Q^,  Q,,  Qa«  •  •  •  ^^^  Func- 
tionen der  Zeit,  die  von  dem  Anfangszustande  abhängen.  Wir  be- 
trachten sie  als  die  Coordinaten  des  Systems,  das  von  unserer 
Saite  gebildet  ist. 

Die  Anzahl  der  Coordinaten  ist  hier  unendlicL  Wollte  man  die 
Reihen  auf  eine  endliche  Zahl  von  Gliedern  beschränken,  so 
müsste  die  Saite  durch  ein  anders  eingerichtetes  mechanisches 
System  ersetzt  werden,  das  aber  mit  der  Saite  um  so  mehr 
Aehnlichkeit  haben  würde,  je  grösser  die  Anzahl  der  beibehaltenen 
Glieder  ist 

Bilden  wir  zunächst  aus  (3)  die  kinetische  und  potentielle 
Energie 

80  ergiebt  sich  aus  (1)  und  (2) 

,^^  2     f       .    hnx    .    inx  , 

(5)  ttÄfc  =  — ^  I  Q  sm  —j-  sin  — p  dx, 


i 
— s- —  I  cos  —T—  cos  — 7- 

Qol^         J  l  l 

0 


(6)  Cfck  =  — ^^^ —  1  COS  — y—  COS  — y-  dx, 


und  mit  Hülfe  der  Formeln: 

16* 
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§•»■ 


1 


|. 


Sin  — j—  8in  — y—  oa?  =  0  (Ä  <  Ä), 


(sin  -j^j   «ia:  =  1  i, 


I 


1 


cos  — T—  cos  —5—  a  a;  =  0  (Ä  ^  *), 


ÄÄXX* 


l 


K'"''^ 


ydx  =  |L 


(7) 


Cfck  =  0  (Ä  ^  *),  Cää  = 


Pol» 


allgemein,  und  für  den  Fall  der  homogenen  Saite  p  =  po' 

(8)  ttfck  =  0,    Ä  ^  Ä,        a^fc  =  1. 

Für  den  Fall  der  homogenen  Saite  sind  also  die  Variablec 
Qu  Qai  Qsi  -••  normale  Goordinaten  und  es  ergiebt  sich  aas 
(7)  nach  §.  93  (8),  wenn  QqqI  wieder  gleich  jp  gesetzt  wird: 


(9) 


m.  =  >^  =  *py|  =  A«|/^ 


in  Uebereinstimmung  mit  §.  84.    Es  entspricht  A  =  1  dem  Grund- 
ton,  die  höheren  h  den  harmonischen  Obertönen. 

Da  wir  q  —  po  als  ©ine  unendlich  kleine  Grösse  Torau!?- 
gesetzt  haben,  so  können  wir  die  Formeln  des  §•  94  anwendet., 
und  erhalten  zunächst  für  die  variirte  Periode  ftj^  des  ä*^  Ober- 
tones nach  §.  94  (3),  da  hier  Chk  =  ml  ist: 

vA  =  ml  [1  —  {aKh  —  1)1 

oder  nach  (5) 

i 

(10)        ^H  =  wü  [l  _  -^  j(p  _  p,)  (sin  *^y  da;]. 


Nehmen  wir  beispielsweise  an,  dass  in  der  Mitte  der  sonst 
homogenen  Saite,  also  bei  ^  =  ^1,  auf  einer  unendlich  kurzen 
Strecke  von  der  Länge  A  ein  Ueberge wicht  von  der  Grösse  Q^g*- 
vertheilt  sei,  so  ist  q  —  q^  überall  mit  Ausnahme  der  Strecke  i 
gleich  Null  und  in  dieser  Strecke  =  q^.  Das  in  (10)  vorkom- 
mende Integral  reducirt  sich  also  auf  p^  Asin>(^&ff)  und  es  ist. 
wenn  h  eine  gerade  Zahl  ist,  fi^  =  mj,  und  es  tritt  also  keine 
Aenderung  in  der  Tonhöhe  der  geradzahligen  Obertöne  ein.  I^^ 
aber  h  eine  ungerade  Zahl,  so  ergiebt  sich 


(11) 


^l  =  ml{\ pY 
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Bo  dass  also  alle  ungeradzahligen  Obertöne  und  speciell  der 
Grundton  tiefer  werden.  Durch  Entwickelung  der  Quadratwurzel 
kann  man  dafür  auch  setzen 

(12)  f**  =  m,(l- I). 

Zum  Vergleich  wollen  wir  noch  den  Fall  betrachten,  dass 
das  Gewicht  Qo^g  gleichmässig  über  die  ganze  Saite  vertheilt, 
diese  also  wieder  homogen  sei.  Dann  hätte  man,  um  die  ver- 
änderte Periode  mn  zu  erhalten,  in  (9)  p  durch 

p-f  Q^Xg  =  jp(l  +  VO 
zu  ersetzen,  und  würde  finden 

mi  =  m^  (l  —  ^j, 

also  eine  geringere  Vertiefung  des  Tones  als  bei  der  vorigen  An- 
nahme. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  auch  die  Veränderung  der 
Tonhöhe  bestimmen,  wenn  das  Zusatzgewicht  an  einer  anderen 
Stelle  der  Saite  liegt,  und  findet,  dass  Töne,  die  an  der  Stelle, 
wo  das  Zusatzgewicht  angebracht  ist,  ihre  ELnotenpunkte  haben, 
in  ihrer  Höhe  nicht  geändert  werden.  Wenn  die  Abscisse  der 
belasteten  Stelle  nicht  in  rationalem  Verhältniss  zur  Saitenlänge 
steht,  so  werden  alle  Obertöne  verändert.  Die  Schwingungszahlen 
stehen  dann  auch  nicht  mehr  im  Verhältniss  ganzer  Zahlen  zu 
einander,  und  die  Obertöne  sind  daher  nicht  mehr  unter  ein- 
ander harmonisch.  Ist  die  Belastung  an  einer  Stelle  angebracht, 
deren  Abscisse  in  rationalem  Verhältniss  zur  Saitenlänge  steht, 
so  zerfallen  die  Obertöne  in  Reihen,  so  dass  die  Töne  einer  und 
derselben  Reihe  unter  einander  harmonisch  sind,  wie  in  dem 
oben  betrachteten  besonderen  Falle  die  Obertöne  von  gerader 
und  von  ungerader  Ordnungszahl. 


§.  96. 
Variation  der  Amplituden. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Saite  in  dem  h*^  Oberton  allein 
schwingt,  so  ist  im  Falle  der  homogeneü  Saite,  da  hier  die 
Coordinaten  normal  sind  [§.  93  (9)]: 

(1)  Qj,  =  Ah cos(mÄ t  —  a^),     ^ä  =  0,    Jc^h 
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.und  folglich  [§.  95  (4)]: 

(2)  V  =  |/t-j  ^h  cos  (mkt  —  aÄ)8m  -^• 

Für  die  inhomogene  Saite  aber  erhalten  wir  [§.  94  (1)]: 

(3)  qk  =  A^^^cos{i^Ht-aj,), 
und  folglich 

V  =  1/t77  cos  (iiH «  —  «*)  2  ^^  ^^ 


W 


Qol 


k=l 


l 


Darin  sind  die  Verhältnisse  J^^ :  -4^*^  nach  der  Formel  §.  94  (4) 
zu  bestimmen: 


< 
<' 


mi  —ml 


Bestimmt  man  diesen  Werth  nach  den  Formeln  §.  95  |5i 
bis  (9)  (cÄ,jk  =  0),  so  folgt: 


Qti    %* 


h»        f 


hnx    .    kxx  , 
sin  — ?—  sm  — r—  dx^ 


l 


l 


Ä  0 

wofür  man  auch,  da  h  von  Iz  verschieden  ist,  setzen  kann: 

Aaro;    .    knx  , 
sm  — 5—  sin  — .f—  dz. 


(8) 


5_ 


Qol    ** 


A»     r 

::rF  J  (^-<^o)8i 


z 


z 


Um  hiervon  eine  Anwendung  zu  machen,  wollen  wir  die 
Variationen  der  Knotenpunkte  bestimmen. 

Wenn  q  =z  q^  ist,  so  erhalten  wir  die  Abscissen  |  der 
Knotenpunkte  für  den  ä*™^  Oberton  aus  der  Gleichung 


sin 


l 


=  0, 


also 
(6) 


sl 


I  =  ^,   s  =  1,  2,  ...  Ä  —  1. 


Bei  der  inhomogenen  Saite  werden  diese  Knotenpunkte  eine 
Verschiebung  d£  erleiden,  die  sich  aus  der  Gleichung 


« 


2  ,<' «- 


k  =  l 


ergiebt,  und  man  findet  daraus  durch  Zerlegung  des  sinas,  mit 
Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  8 1  mit  Benutzung  toh  (5): 
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2  ^?'  sin  i^  +  «1 2  T  <'''''^  nr  =  <>' 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  A^^\  wenn  k  von  h  verschieden 
ist,  unendlich  klein,  also  d^A^^  zu  vernachlässigen  ist: 

(7)  dt  =  — -=^^ y;  A^'^sin  '^"^ 


hnA^J^^ cos S7t  ^i     *  * 

Nehmen  wir  beispielsweise  A  =  2,  so  ist  für  die  homogene 
Saite  nur  ein  Knotenpunkt  in  der  Mitte.  Es  ist  also  s  =  1  zu 
setzen  und  in  (7)  fallen  alle  Glieder,  in  denen  Je  gerade  ist, 
heraus.    Man  findet 

(8)      Ä|  =  — ?^  (4«  -  4'^  +  JS'  -  4*  +  •••)• 

2  Ä  Ai 

Nehmen  wir,  ähnlich  wie  im  vorigen  Paragraphen,  an,  dass 
bei  X  z=  \l  ein  kleines  Gewicht  Qq  k g  angebracht  sei ,  so  ist 
nach  (5): 

jW  -    i    fca  -  4  ~  T"°  4    \k  —  2        rf2/ 
Es  ergiebt  sich  also  nach  (8): 

also  [Bd.  I,  §.  34  (4)]: 

«l  =  -  i- 

^  2 

Es  wird  also  der  Knotenpunkt  um  A/2  gegen  die  belastete 
Stelle  hin  verschoben. 

Dieselbe  Methode  lässt  sich  auch  auf  die  Schwingungen  einer 
elastischen  Platte  anwenden,  die  nicht  vollständig  homogen  oder 
nicht  vollständig  kreisförmig  ist.  Dies  ist  von  Zenneck  durch- 
geführt und  durch  schöne  Beobachtungen  bestätigt  worden  (An- 
nalen  der  Physik  und  Chemie.    Neue  Folge,  Bd.  67,  1899). 
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Differentialgleichungen  der  schwingenden  Membran. 

Eine  Membran  ist  ein  elastischer  Körper  von  der  Gestalt 
eines  dünnen  Häutchens,  der  einer  Biegung  keinen  Widerstand 
entgegensetzt,  wohl  aber  einer  Ausdehnung.  Eine  solche  Membran 
sei  in  einer  gegebenen  festen  Randcurve  durch  eine  längs  d«; 
Randes  überall  constante  Zugkraft  F  ausgespannt,  und  lir 
nehmen  an,  dass  sie  im  Gleichgewichtszustände  in  einer  Eben« 
liegt,  die  wir  zur  xy-Eheae  machen.  | 

Für  dae  Gleichgewicht  sind  dann  die  molecalaren  Dmck-i 
kräfte  durch  §.  69  (4)  bestimmt:  ! 

x;  =  p,  y»  =  p,  2;  =  0,  ■ 
yj  =  0,    22  =  0,  x°  =  0. 

Wenn  die  Membran  durch  eine  anfängliche  Störung  ans 
der  Gleichgewichtslage  herausgebracht  ist,  wobei  wir  den  Band 
festhalten  wollen,  so  wird  sie  Schwingungen  ausführen,  wobei: 
sich  dann  auch  die  Druckkräfte  mit  der  Zeit  ändern,  ^i^ 
nehmen  an,  dass  bei  der  Bewegung,  die  wir  immer  als  an- 
endlich  klein  ansehen,  auch  die  Druckkräfte  nur  unendlich, 
wenig  von  den  in  (1)  angegebenen  Werthen  für  das  Gleicli- 
gewicht  abweichen.  Diese  unendlich  kleinen  Abweichungen  sind 
Functionen  von  x,  y.  Wir  setzen  voraus,  dass  sie  von  -' 
unabhängig  sind. 

Gegen  die  Oberfläche  der  Membran  sollen  keine  äassen 
Druckkräfte   wirken.      Bezeichnen   wir   mit  n  die   Richtung  der 


(1) 
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Normalen  an  der  Oberfläche  der  bewegten  Membran  in  ihrer 
augenblicklichen  Lage,  so  genügen  die  Druckkräfte  während  der 
ganzen  Dauer  der  Bewegung  den  Gleichungen  §.  60  (11): 

Xx  cos  (n,  x)  -\-  Xy  cos  (n,  y)  4-  X,  cos  (n,  jer)  =  0, 

(2)  r,  cos  (n,  x)  -|-  Yy  cos  (w,  y)  +  Y,  cos  (n,  if)  =  0, 

Zx  co8(n,  ir)  -j-  Zy  co8(n,  y)  -j-  Z,  cos(n,  z)  =  0. 

Es  mögen  nun  i4,  t;,  u?  die  Componenten  der  unendlich  kleinen 
Verschiebung  sein,  die  ein  Punkt,  der  in  der  Gleichgewichtslage 
die  Coordinaten  x^  y,  0  hat,  zur  Zeit  i  erfahren  hat,  so  dass 
X  '\-  v»^  y  -\-  v^  MO  d\si  Coordinaten  dieses  Punktes  zur  Zeit  i  sind. 
Bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  können  wir 
dann  w  auch  als  die  momentane  Erhebung  der  Membran  an  der 
Stelle  x^  y  zur  Zeit  %  über  die  ri;y-Ebene  betrachten,  und  es  ist 
dann  yjo  eine  Function  von  x^  y,  durch  die  die  ;8r.  Ordinate  der 
Oberfläche  der  Membran  in  ihrer  augenblicklichen  Gestalt  dar- 
gestellt ist. 

Mach  bekannten  Formeln  der  analytischen  Geometrie  ist 
dann 

cos  (n,  x)'=  —  cos  (n,  z)  v—  > 
cos  (n,  y)  =  —  cos  (n,  jer) 


cos  (n,  z)   = 


8y' 
1 


1^' +©'+(- 


8y/ 

Mit  Vernachlässigung  von  unendlich  kleinen  Grössen  höherer 
Ordnung  kann  man  also 


cos(n,  z)  =  1,      cos(n,  a;)  =  —  ^ ,    cos(n,  y)  =  —  — 
setzen.    Es  sind  aber  nach  der  Voraussetzung 

8^'       8y'       ^*  — ^'       J^y  — ^, 

Xy    =     yjB,  Zx    =^     Xt,  -Zy    =     Yji,  2j, 

unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  und  es  folgt  also  aus 
(2)  mit  Vernachlässigung  von  Grössen  höherer  Ordnung: 
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§.*. 


(3) 


Z,  =  0, 

von  denen  die  letzte  besagt,  dass  Zg  unendlich  klein  von  einer 
höheren  Ordnung  ist 

Die  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  erhalten  wir  nnü 
aus  der  letzten  der  Gleichungen  §.  60  (10): 


(4) 


„  0Zx    _.        dZy       ^^    dZg   


wenn  mr  -  Z  durch  die  Beschleunigang  ersetzen,  for  die 
wir,  mit  Vemachlässigang  von  unendlich  ideinen  Grössen  hohem 
Ordnung,  d'w/dt'  setzen  können.    So  finden  wir  nach  (3) 

oder  wenn  wir  P/q  =  c^  setzen: 
(6)  ^'«^  '"■ 


Hierzu  kommen  die  Nebenbedingungen 

(7)  io  =  0    für  den  Rand  der  Membran, 

dw 


(8) 


w  =  f(x,  y), 


dt 


=  F(x,  y)    für  t  =  0, 


wenn  /,  F  gegebene  Functionen  von  x,  y  sind. 


§.  98. 
Die  einfachen  Töne  der  Membran. 

Um  die  Methode  der  particularen  Integrale  auf  die  Diffe- 
rentialgleichung (6)  des  vorigen  Paragraphen  anzuwenden, 
setzen  wir 

(1)  w  =  e»*«*  TT, 

worin  h  eine  Constante,  W  eine  Funktion  von  x,  y  allein  be- 
deutet Dann  ergiebt  sich  für  W  die  partielle  Differential- 
gleichung 
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Die  Gonstante  h  nebmeii  wir  reell  an,  da  sonst  in  dem  Aus- 
druck (1)  10  mit  wachsendem  t,  dem  absoluten  Werthe  nach, 
entweder  unbegrenzt  wachsen  oder  gegen  Null  abnehmen  würde. 
Beides  ist  unzulässig,  wenn  die  particulare  Lösung  (1)  dem  Satze 
von  der  Energie  entsprechen  soll.  Aus  der  Forderung,  dass  die 
particulare  Lösung  der  Grenzbedingung  §.  97  (7)  genügen  soll, 
ergiebt  sich  die  Grenzbedingung  für  die  Function   W: 

(3)  TF  =  0    für  den  Rand  der  Membran. 

Wir  werden  sehen,  dass  diesen  Bedingungen  nur  für  gewisse, 
wenn  auch  unendlich  yiele  Werthe  der  Gonstante  h  genügt 
werden  kann.  Sind  diese  Werthe  bestimmt,  so  bilden  wir  die 
Summe 

k 

(4)  w  =  ^A^^^^*Wj,, 

worin  die  A^  noch  unbestimmte  Gonstanten  sind,  die  aus  den 
Bedingungen  des  Anfangszustandes: 


icy]hÄ^W^=F{x,y) 


zu  bestimmen  sind. 

Damit  der  Ausdruck  (4)  reelle  Werthe  ergiebt,  müssen  darin 
je  zwei  conjugirt  imaginäre  Glieder  vorkommen.  Dadurch  zer- 
fällt (4)  in  eine  Summe  von  Gliedern,  deren  jedes  in  Bezug  auf 
t  periodisch  ist.  Die  Periode  hängt  aber  ausser  von  c  auch 
noch  von  dem  betreffenden  Werthe  von  Je  ab.  Die  Periode  eines 
jeden  dieser  Glieder  entspricht  der  Schwingungsdauer  eines  ein- 
fachen Tones,  den  die  Membran  bei  geeigneter  Erregung  zu 
geben  vermag,  und  im  Allgemeinen  werden  alle  diese  Töne 
gleichzeitig  ansprechen.  Unter  diesen  Tönen  ist  der  tiefste  der, 
der  dem  kleinsten  Werthe  von  h  entspricht.  Dieser  heisst  der 
Grundton  der  Membran,  die  anderen  die  Obertöne.  Diese 
Obertöne  sind  aber  nur  dann  zu  dem  Grundton  oder  unter  ein- 
ander harmonisch,  wenn  die  entsprechenden  Werthe  von  k  in 
rationalen  Verhältnissen  stehen,  wie  es  bei  den  Schwingungen 
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der  homogenen  Saite,  im  Allgemeinen  aber  nicht  bei  der  Membran 
der  Fall  ist. 

Ehe  wir  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Differentialgleichung 
(2)  eingehen,  behandeln  wir  einige  besondere  Fälle. 


§.  99. 
Rechteckige  Membran. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  die  Membran  darcii 
ein  Rechteck  von  den  Seitenlängen  a,  b  begrenzt  ist  und  legen 
den  Goordinatenanfangspünkt  der  x^  y  in  eine  Ecke  dieses 
Rechtecks,  die  x-Axe  in  die  Seite  a,  die  y-Axe  in  die  Seite  b. 

Wir  suchen  wieder  particulare  Lösungen  der  Differential- 
gleichung §.  98  (2),  die  aus  einem  Product  einer  Function  tod 
X  und  einer  Function  von  y  bestehen,  und  finden  leicht 

sinoco;  sin/3^,    cosao:  sin/3j/,    sinao;  cosjSy,    cosaa?cos^y, 

wenn  e«,  ß  zwei  Gonstanten  sind,  die  der  Bedingung 

(1)  A;2  =  a»  +  /J2 

entsprechen.    Von  diesen  vier  particularen  Lösungen  hat  aber 
nur  die  erste 

(2)  sinax  sinßy^ 

die  Eigenschaft,  an  den  beiden  Randlinien  x  :=  0  und  y  =  0 
zu  verschwinden. 

Damit  dieses  aber  auch  an  den  beiden  Randlinien  x^a 
und  y  =  b  verschwinde,  müssen  die  Gonstanten  oe,  j3  die  Form 
haben 

/qx  '     ^ ♦war         a  _^^ 

(3)  "=-r'       ^  =  T' 

worin  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,   die  wir  positiv  annehmen 
können.    Aus  (1)  ergiebt  sich  dann  für  h  der  Ausdruck 

Diese  Formel  stellt  unendlich  viele,  aber  discrete  Werthe 
von  k  dar,  die  von  den  Dimensionen  des  Rechtecks  abhängig  sind. 

Jeder  dieser  Werthe  von  k  entspricht  einer  einüachen  peno- 
dischen  Schwingung  mit  der  Schwingungsdauer 
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(5)  r=T^.  =  |J  = 


1 1m*    .    «» ' 
['55-  +  F 


und  man  erhält  dieser  Schwingungsdauer  entsprechend  die  parti- 
cularen  Lösungen  der  Hauptgleichung  §.  97,  (6): 

,^.  2nt    .        %x    .       ny       ,    2xt    .       nx    .      ny 

(6)     cos  —ffT  sin  w  —  sin  n  -^,    sm  — j^j-  sin  m —  sin  w  -r^  • 
^  ^  T  a  Ol  a  0 

Sind  A  =  Ä^n  und  B  =  JBm,n  constante  Coefficienten,  die 
mit  f»  und  n  wechseln,  so  ist  die  allgemeine  Lösung 


(7) 


^/.        2nt    ,    ry    .    2xi\    .       jra?    .       %y 
w  =  ^  (  J.  cos— ^f — h  -o  sin-^j  smm —  sinn-r^, 

1,»  ^  '^^ 


und  die  Constanten  A  und  B  werden  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 

2     A    sin  w  —  sin  n  -^  =  /(a;,  y) 

(8)  " 

2nB  .       nx    .       ny        th,       . 
— jr-smtn—  smn  -^  =  F(a;,  y) 

bestimmt,  wenn  man  die  gegebenen  Functionen /(o?,  y),  F{x^  y) 
durch  Fourier'sche  Doppelreihen  darstellt. 
Man  findet,  wenn  man  mit 

nx    .      ^y  j     j 
sin m  —  sinn-r^  ax  dy 
ab 

multiplicirt  und  über  die  Fläche  des  Rechtecks  integrirt: 

a    h 

A^,n  =  "^  J  J  /(^»y)8inw»^  sin n^dardy, 

(9)  ^  ' 

^  ^  ab 

Bm^n  =  ^^^        l'  (^,y)  sinin^  ^^^^X  ^^  ^** 

0    0 


§,  100. 
Harmonische  Obertöne. 

Wir  fragen,  welche  unter  den  einfachen  Tönen  der  Membran 
unter  einander  harmonisch  sind,  oder  mit  anderen  Worten,  welche 
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der  durch  §.  99  (4)  dargestellten  Werthe  von  h  unter  einander 
in  rationalem  Verhältniss  stehen. 

Es  seien  also  Jc^  Je'  zwei  solche  Werthe,  die  den  ganzen 
Zahlen  m,  n  und  m\  ti!  entsprechen,  und  Tcik'  =  h:h\  wons 
h  und  h'  positive  ganze  Zahlen  sind,  die  wir  ohne  gemein- 
schaftlichen Theiler  annehmen  können.    Dann  ist 

also 

.  .  Ä'2  ma  —  Ä» w'«  _       Ä'>  na  >-  feg  n^> 

und  wenn  nun  a^  und  b^  nicht  in  einem  rationalen  Verhältniss 
stehen,  so  müssen  beide  Seiten  von  (2)  verschwinden,  also 

m  n  h 

Wenn  wir  vn  und  n  ohne  gemeinschaftliche  Theiler 
annehmen,  so  folgt  hieraus,  wenn  Z  eine  ganze  Zahl  ist: 

(3)  m*  =  lm^    n*  =^ln^ 

und  es  ergiebt  sich  also  eine  Reihe  von  harmonischen  Tönen  aus 

&,    2  fc,    3  Ä,    4  *,  .  .  .  (fc) 

wenn  A;  dadurch  gebildet  ist,  dass  für  m,  n  in  §.  99  (4)  irgend 
zwei  positive  relative  Primzahlen  genommen  werden. 

Wir  bekommen  dann  eine  Reihe  (%)  von  harmonischen 
Tönen,  von  denen  wir  den  ersten,  %,  als  den  (relativen] 
Grundton  bezeichnen  können.  Den  absolut  tiefsten  Ton  (Grund- 
ton der  Membran)  erhalten  wir,  wenn  wir  m  =  1,  n  =  1  setzen. 

Nehmen  wir  nun  irgend  ein  anderes  Paar  relativer  Prim- 
zahlen mi,  n^,  so  erhalten  wir  eine  zweite  Reihe  (ä?i)  möglicher, 
harmonischer  Töne: 

und  so  fort,  zu  jedem  Paar  relativer  Primzahlen  m,  n  eine  Reihe 
harmonischer  Töne;  und  wenn  a*,  6*  nicht  in  rationalem  Ver- 
hältnisse stehen,  so  sind  je  zwei  Töne  verschiedener  Reihen 
nicht  harmonisch. 

Anders  ist  es  aber,  wenn  a^  und  6'  in  einem  rationalen  Ver- 
hältnisse stehen.  Dann  können  auch  die  Töne  verschiedener 
Reihen  harmonisch  sein. 
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Setzen  wir  unter  dieser  Voraussetzung 

worin  a,  ß  positive  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind, 
so  lautet  die  Bedingung  (1)  für  die  Harmonie  zweier  Reihen  (k) 
und  (V) 

(5)  Ä'«(atn«  -f  /Jn»)  =  Ä«(am'»  +  /Jn'«). 

Wenn  irgend  zwei  Töne  einer  Reihe  (k)  unter  einander  har- 
monisch sind,  so  sind  je  zwei  Töne  dieser  Reihe  harmonisch,  und 
wenn  also  ein  Ton  der  Reihe  (k)  mit  einem  der  Reihe  Qcf)  har- 
monisch ist,  so  ist  jeder  Ton  der  einen  Reihe  mit  jedem  der 
anderen  harmonisch.  Wir  nennen  dann  die  beiden  Reihen  har- 
monisch. Suchen  wir  also  alle  zu  einer  bestimmten  Reihe  (k) 
harmonischen  Reihen  (k')  auf,  so  können  wir  in  (5)  m  und  n 
relativ  prim  annehmen,  und  erhalten,  wenn  wir 

hm!  =  r,    hn'  z=  y^    h'  =  z 
setzen,  aus  (5)  die  Gleichung 
(6)  ye^  =  ax^  +  ßy\ 

und  es  konamt  also  auf  die  Lösung  der  zahlentheoretischen  Auf- 
gabe an: 

alle  Lösungen  der  unbestimmten  Gleichung  (6)  in 
ganzen  Zahlen  x^  y,  e  zu  finden,  wenn  a,  /3,  y  ge- 
gebene ganze  Zahlen  sind. 

Üie  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  dadurch  vereinfacht,  dass 
man  eine  Lösung  von  (6)  kennt,  nämlich  z  =  1,  o;  =  m, 
y  =  wi). 

Einfacher  noch  ist  die  Frage,  ob  in  verschiedenen  Reihen 
die  gleiche  Schwingungsdauer  vorkommen  kann. 

Dass  dies  nicht  vorkommen  kann,  wenn  a^  und  b^  incommen- 
surabel  sind,  ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar.  Unter  der  Vor- 
aussetzung (4)  aber  kommt  es  darauf  an,  zu  ermitteln,  ob 


0  Vergl.  über  die  zahlentheoretiBohe  Aufgabe  Dirichlet-Dedekind, 
Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  4.  Aufl.,  §.  156. 
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f 

sein  kann,  oder,  wenn  wir  den  gemeinschaftlichen  Werth  beider 
Seiten  dieser  Gleichung  mit  y  bezeichnen,  alle  Lösungen  der 
unbestimmten  Gleichung 

in  ganzen  Zahlen,  oder,  wie  man  sich  in  der  Zahlentheorie  au»- 
drückt,  alle  Darstellungen  einer  Zahl  y  durch  die  quadraüache 
Form  txtx'^  -\-  ßy^  zu  finden.  Die  Anzahl  dieser  Darstellungen 
ist  immer  endlich,  weil  es  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer 
Zahlen  geben  kann,  für  die  die  positive  ganze  Zahl  ax^  "i-  ßy* 
eine  gegebene  Grenze  nicht  überschreitet.  Wir  wollen  hier  auf 
diese  ziJilentheoretische  Aufgabe  nicht  näher  eingehen,  für  die 
wir  auf  den  IV.  Abschnitt  von  Dirichlet-Dedekind's  Vor- 
lesungen über  Zahlen theorie  verweisen  und  begnügen  uns  damit^ 
für  den  besonderen  Fall  a  =  /}  =  1,  also  für  die  quadratische 
Membran,  ein  Paar  einfache  Beispiele  anzuführen: 

2  =  1«+  la, 

5  =  1»  -|-  2«  =  2«  4-  1«, 

(7)  10  =  1»  +  3*  =  8^  +  1*1 

65  =  1«  -|-  8«  =  8«  +  1«, 

=  4«  +  7«  =  7«  4-  4"- 


§.  101. 
Knotenlinien. 

Eine  einfache  Schwingung  der  rechteckigen  Membran  wird 
dargestellt  durch  ein  einzelnes  Glied  der  Summe  §.  99  (7): 

(1)  W  =^  [A  cos  —fjr  +  B  8in-=7-j  sm  m  —  sinn-^, 
worin  die  Schwingungsdauer 

(2)  T  =  " 


ist.     Setzen  wir 

J.  =  Jf  sin  z/,    B  =  M  cos  jd^ 

worin  M  eine  positive  Gonstante ,  z/  einen   zwischen  0  und   2  % 
gelegenen  Winkel  bedeuten  möge,  so  erhalten  wir 
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ycy 
b 


(3)  W  =  Mmi  (-^  4-  ^)  81^  ^ —  sin  n 

M  heisst  die  Amplitude  der  Schwingang  und  die  Grösse 

— 7fr  +  ^'^  oder  vielmehr  ihr  Ueberschuss  über  das  nächst  klei- 
J. 

« 

nere  Vielfache  von  2n  die  Phase.  Indem  man  den  Anfangs- 
punkt der  Zeit  oder  die  Phase  um  eine  constante  Grösse  ändert, 
erhält  man  endlich  aus  (3) 

/A\  TXT-        T,-.   .    2«^    .       %x    .       ny 

(4)  W  =  M sm -^-  sinw —  sin  »-^, 

^  Tab 

und  man  sieht  daraus,  dass  W  über  die  ganze  Membran 
gleich  Null  ist,  wenn  t  gleich  einem  Vielfachen  von 
iTist. 

Wenn  andererseits  x  gleich  einem  Vielfachen  von  a/m  oder 
y  gleich  einem  Vielfachen  von  b/n  ist,  so  ist  W  für  alle  Zeit 
gleich  Null.  Wir  haben  also  zwei  Systeme  gerader  Linien,  die 
den  Seiten  des  Rechteckes  parallel  sind,  in  denen  die  nach  der 
Formel  (4)  schwingende  Membran  dauernd  in  Ruhe  bleibt.  Solche 
Linien  heissen  Enotenlinien.  Sie  theilen  die  rechteckige  Mem- 
bran in  wn  rechteckige  Felder  von  den  Seiten  a/m,  b/n,  und 
W  ist  in  benachbarten  Feldern  zu  jeder  Zeit  abwechselnd  positiv 
und  negativ. 

Wenn  nun  bei  einer  zusammengesetzten  Schwingung,  die 
durch  eine  Summe  mehrerer  Ausdrücke  der  Form  (3): 


w=^.W 


dargestellt  wird,  Knotenlinien,  d.  h.  Linien,  in  denen  w  dauernd 
gleich  Null  ist,  vorhanden  sein  sollen,  so  muss  der  von  der  Zeit 
abhängige  Factor 


in  allen  Gliedern  der  Summe  (4)  derselbe  sein.  Es  muss  also 
die  Schwingungsdauer  T  und  die  Phase  in  allen  Gliedern  der 
Summe  (4)  dieselbe  sein.  Es  kann  dies,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  vorkommen,  wenn  a^  und  b^  in  rationalem  Verhältniss  stehen, 
und  man  erhält  unter  dieser  Voraussetzung  als  Bedingung  für 
die  Knotenlinien 

Biemann-Weberf  Partielle  Bifferentialgleichusgen.    II.  \ 7 
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(5)  2  M  sin  ^—  sm  -^  =  0, 

worin  sich,  wenn  --  :  -r-  =  «:d  ist,  die  Summe  auf  alle  Werthe 

m,  n  erstrecken  kann,  für  die  «m^  4~  /^^^^  einen  und  denselben 
Werth  y  hat.  Da  jedes  Glied  der  Summe  (5)  mit  einem  be- 
liebigen  Factor  M  multiplicirt  sein  kann,  so  ist  in  der  Glei- 
chung (5)  eine  grosse  Menge  voft  möglichen  Gestalten  von 
Knotenlinien  oder,  wie  man  auch  sagt,  von  Klangfiguren  ent- 
halten, deren  Discussion  aber  nicht  ganz  einfach  ist.  Wir  wollen 
einige  Beispiele  betrachten. 

§.  102. 
Klangfiguren.    I.  Beispiel. 

Nach  §.  100  (7)  ist  5  =  1«  +  2«  =  2«  +  1»,  und  wir  erhalten 
also  aus  (5)  §.  101,  wenn  wir  der  Einfachheit  halber  a  =  6=  « 
setzen, 

3f  sin  a?  sin  2  y  -f-  J/'  sin  2 ic  sin y  =  0 

oder 

(1)  sinx  siny  (Jf  cosy  -|-  M'  cosa:)  =  0; 

der  Factor  sino;  siny  verschwindet  nur  am  Rande  und  eine  freie 
Knotenlinie  erhalten  wir  also  nur  aus  der  Gleichung 

Jf  cosy  +  ^'  cosic  =  0, 
setzen  wir  jM'  =r  —  AJlf,  so  ergiebt  sich  daraus 

(2)  cosy  =  k  coso;, 

und  wir  können,  unbeschadet  der  Allgemeinheit,  X  als  einen 
positiven  echten  Bruch  annehmen.  Die  übrigen  Fälle  werden 
durch  Vertauschung  von  x  mit  n  —  x  oder  von  x  mit  y  auf 
diesen  zurückgeführt. 

Da  (2)  für  x  =  y  =  n/2  befriedigt  ist,  so  geht  die  ge- 
suchte Linie  durch  den  Mittelpunkt  des  Quadrates.  Für  x  =  0 
und  X  =  n  wird 

y  =  arccosA,        y  =  ^  —  arccosA, 


§•    103. 


Elangfiguren.    II.  Beispiel. 
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^w'älireDd  für  y  =  0   kein  reeller  Werth  von  x  vorhanden  ist. 

Die    Enotenlinie    hat   ungefähr    die    Gestalt    der    Gurve   (iv  in 

der  Fig.  38.     Sie  besteht  aus  zwei  con-  Fig.  38. 

gi-nenten   Zweigen,    deren  Tangente  im 

Mittelpunkte  unter  dem   Winkel  arctgA 

gegen  die  ^-Axe  geneigt  ist,  und  die  die 

Grrenzlinie    bei    ft    und  v    rechtwinklig 

schneidet.     Wird  A  =  0,  so  geht  diese 

Ciirve  in  die  Gerade  y  =  7c/2  über,  und 

^wenn   A  =  1  ist,  in  die   Diagonale  des 

Quadrates. 


§.  103. 
IL  Beispiel. 

10  =  1»  -f-  3»  =  3«  -f  1«: 
Die  Gleichung  für  die  Knotenlinie  wird: 

M  sin  X  sin  3 y  -|-  -^'  sin  y  sin  3x  =  0, 

oder  nach  Abwerfung  des  Factors  sin  x  sin  y,  dessen  Verschwinden 
die  Randlinien  darstellt,  mit  Rücksicht  auf  die  trigonometrische 
Formel 

sin  3  a;  =  sin  rr  (4  cos^  a?  —  1)  =  sin  a;  (2  cos  2  a?  -j-  1), 
sin  3  y  =  sin  y  (4  cos*  y  —  1)  =  sin  y  (2  cos  2  y  +  1)» 

wenn  wieder  M'  =  —  kM  gesetzt  wird 


(1) 


cos«y  —  j~  =  ^  (cos^a;  —  j\ 


Man  sieht,  dass  alle  in  der  Gleichung  (1)  enthaltenen  Curven 
durch  die  vier  Punkte 


X  = 


n 


2ä  3r      2ä 

3»    -3-;       y  —  3'     "3" 

hindurchgehen. 

Bei  der  Discussion  dieser  Gleichung  kann  man  k  als  posi- 
tiven oder  negativen  echten  Bruch  (einschliesslich  +  1)  betrachten, 
da  die  anderen  Fälle  auf  diesen  durch  Vertauschung  von  x  und 
y  zurückgeführt  werden.  Die  Randlinien  y  =  0,  y  =  «  werden 
dann  von  keiner  dieser  Curven  geschnitten,  weil  für  solche 
Schnittpunkte  cos^a;  >►  1  oder  negativ  ausfallen  würde. 

17* 


260 


Dreizehnter  Abschnitt. 


§.  103. 


Die   Schnittpunkte  der  Randlinien  x  =:  0,  x  r=: 
man  aus 

C08»y  =  — I- , 


erhält 


und  diese  Schnittpunkte  werden  also  reell,  wenn  A  >  —  1/3  ist 
Liegt  also  X  zwischen  — 1  und  — 1/3,  so  verläuft  die  Knoten- 
linie  ganz  im  Inneren  des  Rechteckes.  Die  Figuren  39  bis  45 
geben  die  ungefähren  Gestalten  einiger  dieser  Elangfiguren, 
die  in  der  Reihenfolge  der  aufsteigenden  Werthe  von  X  ge- 
ordnet sind. 


Fig.  40. 


Fig.  41. 


Fig.  42. 


Fig.  43. 
A  =  0 


Fig.  44. 
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§.  104. 
Kreisförmige  Membran. 

Wenn  die  Membran  durch  einen  Kreis  begrenzt  ist,  so  fuhrt 

xnan  zur  Integration  der  Differentialgleichung  (2),  §.  98  Polar- 

coordinaten  r,  9  in  der  rry-Ebene  ein.    Man  erhält  nach  Bd.  I, 

§.  42  (4): 

^    dW 

^  ^  r       dr         '    r«   gg)»    ' 

Hat  die  Membran  die  Gestalt  eines  vollen  Kreises  vom 
Radius  a,  so  muss  W  endlich  bleiben,  wenn  r  die  Werthe  von 
0  bis  a  durchläuft,  und  muss  dieselben  Werthe  wieder  annehmen, 
wenn  q>  um  2x  wächst.  Wir  werden  also  die  particularen  Lö- 
sungen von  (1)  in  der  Form 

(2)  W=Re*'^v 

annehmen,  worin  m  eine  ganze  Zahl  und  22  eine  Function  von 
r  allein  ist,  für  die  sich  aus  (1)  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung 

d     ^^ 


oder 


ergiebt.  Man  erkennt  hierin  die  Differentialgleichung  der  B  e  s  s  e  P  - 
sehen  Function  Jmßr)  [Bd.  I,  §.69  (12)]  und  diese  Function 
JmiJ^T)  ist  die  einzige  Lösung  dieser  Differentialgleichung,  die 
für  r  =  0  endlich  bleibt. 

Es  ist  also,  wenn  G  eine  Gonstante  bedeutet, 

(5)  W=  CJn»(fcr)6»~y 

zu  setzen,  und  damit  diese  Function  am  Rande  der  kreisförmigen 
Membran,  also  für  r  =  a  verschwinde,  ist  Tc  aus  der  transcen- 
denten  Gleichung 

(6)  J^Qcd)  =  0 

zu  bestimmen.  Diese  transcendente  Gleichung  haben  wir  im 
§.71  des  ersten  Bandes  näher  untersucht.    Wir  haben  dort  ge- 
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§.  105. 


sehen,  dass  die  Gleichung  Jn(^k)  =  0  unendlich  viele,  aber  nur 
reelle  Wurzeln  hat,  von  denen  wir  nur  die  positiven  zu  berück- 
sichtigen brauchen.  Wir  wollen  sie,  der  Grösse  nach  ge- 
ordnet, mit 

und  allgemein  mit  Am,n  bezeichnen.    Dann  haben  wir  für  k  einen 
der  Werthe 


*  = 


a 


zu  setzen,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  zu  der  reellen  Form  über- 
gehen, und  mit  A^n^n^  -Bm,»?  Cm,n^  Dm,«  wiUkürliche  Constanten  be- 
zeichnen, den  allgemeinen  Ausdruck  von  w  in  der  Form 

oostntp 


00 


(7)        w  = 


m=0    n= 


§  '^»  (^) 


^"m^n  ^v 


•'^■m^n 

\j\ßi3 

a 

+ 

■^m^n 

COS 

a 



Ctn^n 

sin 

a 

_J- 

T) 

flin 

^tn^n^* 

sinfn^ 


'm,' 


a 


sin  m  q). 


§.  105. 
Bestimmung  der  Gonstanten. 

Die  Gonstanten  Äm,H  .  .  •,  die  in  dem  Ausdruck  (7),  §.  104 
für  w  noch  unbestimmt  bleiben,  sind  aus  dem  Anfangszustande, 
d.  h.  aus  den  Werthen  von  w  und  dto/dt  für  i  =  0  zu  bestimmen. 
Wenn  für  ^  =  0 

(1)  ti;=/(r,g)) 

ist,    so    ergiebt    sich    aus    (7)  für  ^  =  0,  wenn  wir  zur  Ver- 
einfachung a  =  1  setzen: 

(2)  /(r,  (p)  =  ^e7m(Am,nr)  (ilm,n  COS  W  ^  +  JB«,n  Siu  m  9). 

Hieraus  können,  ähnlich  wie  bei  der  Fourier' sehen  Reihe, 
die  Goefficienten  A^ni  Bm,n  durch  bestimmte  Integrale  aus- 
gedrückt werden.  Es  ist  nämlich  für  irgend  zwei  ganze 
Zahlen  m,  m' 
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2n 

COS  mg)  ^inm'(pd(p  =  0, 

0 

ferner,  wenn  m  nicht  gleich  Null  ist 

%7t  in 


3 

1 


I  cos^mg^äg)  =  I  %m^m^dq>  =  n 


0  0 

und  wenn  m  von  m'  verschieden  ist: 

%n  27t 


I  cosm^  cosm'^elqp  =  0,  I  sin m  9  sin m' 9)^9  =r  0. 

0  0 

Hieraus  ergiebt  sich  für  ein  feststehendes  m: 


%n 
n 


Än,,nJm(^m,nr)  =  —       /(f,<P)  COS  W  9?  dif, 
(3) 

2  Bfn,nJm{^m,nr)  =  —     f  (fj  (p)  sin  w g)  d(p, 

0 

wobei  in  der  ersten  dieser  Formeln  für  m  =  0  die  rechte  Seite 
noch  durch  2  zu  dividiren  ist. 

Desgleichen  wenden  wir  die  Formel  an: 

(4)  ßJn,  («)  Jn^^iiß)   -   aJn^iß)  J^  +  i  («)   = 

l 
(/}«  —  a«;  [  J-^  (ar)  J^  {ßf)r  dr, 
0 
die  wir  im  §.  70  des  ersten   Bandes  bewiesen  haben.     Aus  ihr 
folgt,     wenn    k^^n    und    A«,«'    zwei    verschiedene    Wurzeln    von 
J^  (A)  =  0  sind : 

1 

(O)  e/m  i^m^nr)  Jm  C^m,n'r)rdr  =  0, 

0 

und   durch   den  Grenzübergang,  wie  er  in  Bd.  I,  §.  70,  IV  ge- 
macht ist  [Bd.  I,  §.  69  (10)]: 

(6)  J    [e/m(^m,»r)]ardrr=:    —  ^  J'm  (^m,n)  Jm^  l  (^n^n) 

0 

=  1)    [«^m  +  1  (^m.n^]*. 
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Danach  erhält  man  aus  (3) 

X,n[Jm+i(A«,n)]*  =  -  1  J  / (r, g?) e7« ( A«, «  0  COS w  g>  r  rf r  rf 9. 


0  0 


0) 

^     ^  1        lÄ 

ifm,n[^m  +  i(^i.,ii)?  =  "  J  j /(^  v)*^« (^m,H^)  sunntp r  dr d q>. 

0  0 
worin  wieder  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Formel  im  Falle 
m  =  0  durch  2  zu  dividiren  ist. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  die  Constanten  Cm,n^  ^m.« 
aus  der  die  Anfangsgeschwindigkeit  darstellenden  Function  ab- 
leiten. 

§.  106. 
Klangfiguren. 

Eine  einfache  Schwingung  wird  bei  der  kreisförmigen  Mem- 
bran durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

(1)  W=M  8in(-J-  +  J^  e7-.(-"'^-)  8inm((p  ~  <po) 

dargestellt,  worin  die  Schwingungsdauer 

^^^  ^  -  dk  =  7l~ 


ni.n 


ist.  Der  Ausdruck  (1),  verschwindet  aber,  von  t  unabhängig, 
ausser  am  Rande  noch,  wenn 

(3)  (p  —  g?o  =  — 

und  wenn 

(4)  ''  =  «r^' 

worin  h  eine  ganze  Zahl  und  Am,n'  irgend  eine  Wurzel  von  J^ 
bedeutet,  die  kleiner  ist  als  Am,n*  Als  Knotenlinien  erhält  man 
also  aus  (3)  ein  System  von  m  Radien,  und  aus  (4)  ein  System 
von  n  —  1  concentrischen  Kreisen. 

Ausser  diesen  wären  nach  (2)  Knotenlinien  nur  dann  möglich, 
wenn  A^,,  =  Am',n'  wäre,  für  irgend  zwei  von  einander  verschiedene 
m,  m\  also  nur  dann,  wenn  zwei  verschiedene  Functionen  cT«,  und 
Jm'  eine  gemeinschaftliche  Wurzel  hätten.  Dass  dies  der  Fall 
ist,  ist  sehr  unwahrscheinlich. 
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§.  107. 
Elliptische  MembraiL 

Wenn  wir  in  die  Differentialgleichung,  auf  die  wir  das  Pro- 
1t)lem  der  schwingenden  Membran  zurückgeführt  haben, 

elliptische   Goordinaten   einfuhren  wollen,    so  können  wir  nach 
Bd.  I,  §.  52 

(2)  X  -^  yi  =  co8(m  4-  ^^)? 

aJso 

^  .  a;  =  cosii  cos  iv, 

Co)  .... 

^   ^  y  =  tsmuQimv 

setzen,  so  dass  constante  Werthe  von  v  Ellipsen  entsprechen, 
unter  denen  eine,  t;  =  Vo,  als  Grenze  der  Membran  betrachtet 
werden  möge.    Aus  der  Formel 

dx^  -|-  dy^  =  sin(M  -|-  iv)  sin(u  —  iv)  (du^  -|-  dv^) 
=  (sin^ti  —  sin^iv)  (dt*»  +  dv^) 

können  wir  dann  nach  Bd.  I,  §.  41  (13)  die  Transformation  des 
Differentialausdruckes 

ableiten,  wenn  vir 

•       •  • 

e  =  e'  =  sin^w  —  sin^ii;,    e"  =  1 

setzen.  Wir  erhalten  so  die  Differentialgleichung  (1)  in  der 
Gestalt: 

Setzen  wir,  um  particulare  Lösungen  dieser  Gleichung  zu 
erhalten 

(5)  W=  UV 

und  nehmen  an,  dass  TJ  nur  von  m,  V  nur  von  v  abhänge,  so 
ergiebt  sich  aus  (4)  durch  Division  mit  UV: 

U  du^    '  y  dv^ 
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und  da  hier  die  linke  Seite  nur  von  u.  die  rechte  nur  von  r 
abhängt,  so  müssen  beide  Seiten  gleich  einer  Constanten  — ü 
sein.  Man  erhält  so  für  U  und  V  die  beiden  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen 2^  Ordnung: 

f^+(Ä^8in»u-f  A)C7=0, 
(6) 

Vt  —  (fc3  8in2it;+  A)  F=  0. 

Die  Integration  dieser  beiden  linearen  Differentialgleichungen 
gelingt  aber  nicht. 

§.  108. 
Parabolische  Begrenzung. 

Wenn  wir  zwei  Variable  w,  v  durch  die  Substitution 

(1)  a:  +  iy  =  -(w  +  ivy 
oder 

(2)  ^  =  2  ^^'  ""  ^^^'    ^  ^  ^^ 

einführen,  so  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  v  und  von  u 

,„      «=i(»'-S).   -KS— )• 

woraus  zu  ersehen  ist,  dass  sowohl  constanten  Werthen  von  u 
als  auch  constanten  Werthen  von  v  Parabeln  entsprechen. 
Alle  diese  Parabeln  haben  ihren  Brennpunkt  im  Goordinaten- 
anfangspunkte  und  ihre  Axe  in  der  Richtung  der  a;-Axe.  Die 
concave  Seite  liegt  bei  den  ersteren  nach  der  Seite  der  nega- 
tiven X,  bei  den  letzteren  nach  der  Seite  der  positiven  x.  Eine 
Membran  kann  etwa  begrenzt  werden  durch  eine  Parabel  der 
einen  und  eine  der  zweiten  Art,  w  =  Mq,  v  =  Vo  (oder  auch 
durch  drei  und  vier  Parabeln). 
Aus  (1)  ergiebt  sich 

dx'-  +  dj/3  =  (wa  +  t;2)  {du^  +  dv^), 
und  hieraus  erhält  man,  wie  bei  den  Ellipsen: 
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sl]so  die  transformirte  Gleichung  §.  98  (2): 

Setzt  man  wieder 

(5)  '        w=ür 

und  nimmt  ü  nur  von  u,  V  nur  von  v  abhängig  an,  so   erhält 
man  die  beiden  Gleichungen: 

worin  k  eine  Constante  ist. 

In  den  beiden  zuletzt  betrachteten  Fällen  sind  die  bei  ein- 
fachen Schwingungen  auftretenden  Knotenlinien  confocale  Para- 
beln, deren  Parameter  man  aus  den  transcendenten  Gleichungen 
CT  =  0,  F  =  0  erhält. 


§.  109. 

Integration,  der  Differentialgleichung  für  parabolische 

Begrenzung. 

Wenn  man  in  der  Differentialgleichung,  auf  die  wir  das 
Problem  für  den  Fall  parabolischer  Begrenzung  zurückgeführt 
haben: 

^^^  |^  +  (^*«'  +  ^)f^=o 

für  u^  eine  neue  Variable  einfuhren,  so  kommen  wir  auf  eine 
Differentialgleichung,  deren  Goefficienten  lineare  Functionen  der 
Variablen  sind,  und  die  sich  also  nach  §.  3  durch  hyper- 
geometrische Reihen  integriren  lässt.  Diese  Reihen  stellen  sich 
in  imaginärer  Form  dar.  In  reelle  Form  lassen  sich  die  be- 
stimmten Integrale  bringen,  durch  die  man  die  Function  V 
darstellen  kann. 

Wir  machen  zunächst  in  (1)  die  Substitution  [§.  3  (8)]: 
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(2)  ü  =  cv.«»««  X, 

wodurch  (1)  in  die  Form  übergeht: 

(^^  T«T  +  2»*«  ^  +  (^  +  «*)^  =  0- 

Wenn  man  nun  für  u^  eine  Variable  x  einfuhrt,  indem  man 
(4)  ^iku*z=zx 

setzt,  80  ergiebt  sich  aus  (3): 

und  dies  ist  genau  die  Form  der  Gleichung  §.  6  (3),  wenn  man 
dort 

setzt.    Die  Integrale  sind  also  [§.  6  (5),  §.  7,  I^] 

oder  wenn  man  nach  §.  13  (3)  zu  der  Darstellung  durch 
bestimmte  Integrale  übergeht  und  einen  constanten  Factor  weg- 
lässt: 

Xi=      Lim  I  sH'(l -s)4-^(^^J    **(l-Äsa:)-ids, 

0 

Xa=VJLimJs4'"'(l  — s)4-'('^^^   **(l-~Äsa;riids, 

0 

und  hierin  lässt  sich  der  Grenzübergang  unter  dem  Integral- 
zeichen ausführen.    Man  erhält  so: 

r   1  1  -  — 

X,  =      Js"^(l-s)"^(-j-^)   **.-ds, 

X,  =V^js'-^(l-s)"-^(^)   **c-ds, 
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und  folglich  nach  (2)  und  (4)  die  beiden  Integrale  der  Diffe- 
irentialgleichung  (1) 

1 


Z7,  =    \s\-'  (1  -s)r->  e-*[»-(-l)  +  i^'««i^]  d 


s 


C8) 


1 


ü,  =  «  j  sr-'  (1  —  sjf-*  c-*["'"'(— ö  +  «4  '<«i^]  ds. 

0 

Man  sieht  leicht  durch  die  Substitution  s  =  1  —  5i ,  dass 
diese  Ausdrücke  für  U^,  ü^  ungeändert  bleiben,  wenn  i  mit  — t 
vertauscht  wird,  und  so  findet  man  die  Integrale  Ton  (1)  in 
reeller  Form 

U,  =     js\-'  (1  -  s)!--'co8[ä««  (s-  i)  +ij^log  j^]ds 


(9) 


1 


üa  =  u\s^    *(1  — S)i"    ^spu^U— ^j  +  ijlogj-^jds. 


w 

\ 


Vierzehnter  Abschnitt. 

Allgemeine  Theorie  der  Difi%reiitialgleicliiLiig  der 

schwingenden  Membran. 


§.  110. 

Gleichgewichtslage  einer  Membran. 

\ 
Wir  haben  im  vorigen  Abschnitt  die  Theorie  der  Schwin- 
gungen einer  Membran  auf  die  Integration  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

(1)  Ju  +  Ä;2ti  =  0 

zurückgeführt,  mit  der  Nebenbedingung,  dass  W  am  Rande  einer 
gegebenen  Fläche  S  in  der  a;y-Ebene  verschwinden  soll.  Es  be- 
deutet hierin  ^  die  Operation 

und  ti  kann  aufgefasst  werden  als  die  Ordinate  einer  krummen 
Oberfläche,  die  sich  über  der  Fläche  8  erhebt.  Wir  betrachten 
nur  solche  Lösungen  der  Differentialgleichung  (1),  bei  der  u  und 
seine  ersten  Difierentialquotienten  endliche  und  stetige  Functionen 
von  a;,  y  sind. 

Wir  haben  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  Verschie- 
bungen der  Membran  immer  nur  unendlich  klein  seien.  Dieser 
Voraussetzung  wollen  wir  dadurch  Rechnung  tragen,  dass  wir 
uns  u  mit  einem  unendlich  kleinen  constanten  Factor  behaftet 
denken.  Es  sind  dann  von  selbst  schon  die  Differentialquotienten 
dieser  Verschiebungen  gleichfalls  unendlich  klein.     Ob  wir  ans 
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u  selbst  unendlich  klein  oder  ins  Endliche  vergrössert  denken, 
ist   dann  gleichgültig. 

Wir  können  auch  den  Fall  betrachten,  dass  u  am  Rande 
von  S  nicht  gleich  Null  ist,  sondern  vorgeschriebene  Werthe  hat. 
Es  ^würde  dann  die  Membran  nicht  durch  eine  ebene  Curve,  son- 
dern durch  eine  Raumcurve,  die  aber  von  der  Ebene  nur  un- 
endlich wenig  abweicht,  begrenzt  sein. 

Die  Gleichgewichtslage  der  Membran  wird  dann 
durch  die  Differentialgleichung 

(3)  ^M  =  0 

und  durch  die  Grenzbedingung,  dass  u  am  Rande  Torgeschriebene 
Werthe  haben  soll,  bestimmt.  Wir  wollen  zunächst  die  Eigen- 
schaften de)r  Lösungen  dieser  letzten  Gleichung  etwas  näher 
betrachten,  um  den  charakteristischen  Unterschied  dieser  und 
der  Gleichung  (1)  deutlich  hervortreten  zu  lassen. 

Die  Differentialgleichung  du  =  0  haben  wir  in  §.  136  des 
ersten  Bandes  schon  betrachtet,  wo  sie  zur  Bestimmung  des 
logarithmischen  Potentials  diente.  Dort  handelt  es  sich  um  die 
Integration  für  das  Gebiet  ausserhalb  eines  gegebenen Flächen- 
stücks,  wobei  noch  eine  Bedingung  fürs  Unendliche  hinzukam. 
Hier  betrachten  wir  immer  nur  ein  endliches  Flächenstück  iS,  auf 
dessen  Grenze  s  die  Function  u  gegeben  ist,  von  der  wir  ausser- 
dem voraussetzen,  dass  sie  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  end- 
lich und  stetig  ist.  Dies  schliesst  die  Voraussetzung 
ein,  dass  auch  die  vorgeschriebenen  Randwerthe  längs 
des  ganzen  Randes  endlich  und  stetig  sind  und  über- 
all eine  endliche  Derivirte  haben. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  auch  hier  eine  Function  u, 
die  in  einem  Gebiete  S  der  Differentialgleijchung  Ju  =  0  ge- 
nügt und  mit  ihren  ersten  Ableitungen  endlich  und  stetig  ist, 
ein  logarithmisches  Potential  (für  das  Gebiet  S)  nennen: 
.  Das  Mittel  der  Untersuchung  dieser  Functionen  bildet  der 
Gauss' sehe  Integralsatz  [Bd.  I,  §.  39  (8)]: 

|(|f  +  ^y)  '^Z  =  -  j  [Xco8(n^)  +  rco8(«y)]  ds, 

aus  dem  man,  wenn  man 

V  du       ^  du 

ox  öy 
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setzt,  die  Formel  ableitet: 

(4)     J«,^«d/+J(^__  +  __)rfy=-J«,—  ds, 

worin  u;  und  u  irgend  zwei  im  Inneren  von  S  stetige  Functionen 
sind,  d/,  d$  die  Elemente  der  Fläche  und  des  Randes  von  S  und 
n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  unter  allen  Functionen  v 
mit  denselben  Randwerthen  die  zu  bestimmen,  für  die  das  In- 
tegral 

«      «(»)=i[a"+(ii)i''/ 

den  kleinst  möglichen  Werth  hat,  so  verfahren  wir  nach  den 
Vorschriften  der  Variationsrechnung»). 

Man  ersetzt  u  in  Sl  durch  u  -\-  ew^  worin  e  eine  Gonstante, 
tc  eine  stetige  Function  mit  den  Randwerthen  Null  bedeutet  und 
ordnet  Sl(u  -\-  sw)  nach  Potenzen  von  a: 

(6)  ä(m  +  6W)  = 

^(")  +  2*  J  fe  8^  +  ^  äi)  '^-^  +  **^(«'>' 

und  wenn  nun  i2(u)  ein  Minimum  sein  soll,  so  muss  der  CoeÜi- 
cient  der  ersten  Potenz  von  £,  den  wir  die  erste  Variation 
von  Sl(u)  nennen,  verschwinden,  weil  sonst,  wenn  e  hinlänglich 
klein  und  mit  geeignetem  Vorzeichen  gewählt  wird, 

Sl{u  -\'  sto)  <  £l(u) 
wäre. 

Es  ist  also  für  die  Function  u,  die  Sl  zum  Minimum  macht, 
und  für  ein  beliebiges  am  Rande  verschwindendes  to: 

und  folglich  nach  (4) 

(8)  {  tvJudf  =  0, 

woraus  folgt,  dass  ^tt  =  0  ist. 


M  Wir  verweisen  hier  auf  das  Lehrhuch  der  Variationsreohnnng  von 
A.  Kneser,  Braunschweig^  1900. 
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Das  Integral  Sl(u)  hat  folgende  Bedeutung: 
Wenn  u  die  Ordinate  einer  über  S  ausgespannten  krummen 
Oberfläche  ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  dieser  Oberfläche 


vLnd  wenn  wir  beachten,  dass  du/dx^  du/dy  unendlich  klein  sind, 
so  ergiebt  sich,  wenn  mit  Fq  der  Flächeninhalt  des  ebenen 
Stückes  S  bezeichnet  wird,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern 
li oberer  Ordnung: 

(9)  F  =  F,-{- \Siiu). 

Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

I.  Eine  ursprünglich  ebene,  am  Rande  gleich- 
förmig gespannte  Membran  nimmt  innerhalb 
einer  von  der  Ebene  unendlich  wenig  abweichen- 
den Randcurve  eine  solche  Gestalt  an,  dass  der 
Flächeninhalt  so  klein  wie  möglich  wird^). 


§.  111. 

Der  Green'sche  Satz  für   das  logarithmische  Potential. 

« 

Wenn  z/t*  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  aus  §.   110  (4)  für  ein 
beliebiges  w: 


^)  Aus  der  Existenz  eines  Minimums  wollten  Gauss,  W.  Thomson, 
Diriohlet  und  Kiemann  auf  die  Möglichkeit  der  Lösung  der  Gleichung 
Ju  =  0  bei  beliebig  vorgeschriebenen  Randwerthen  schliessen.  Riemann 
hat  für  diese  Seh luss weise  den  Namen  „Dirichlet'sches  Principe  eingeführt. 
Dagegen  ist  mit  Recht  eingewendet  worden,  dass  für  das  Integral  Sl(u),  das 
nur  positive  Werthe  annehmen  kann,  zwar  die  Existenz  einer  unteren  Grenze, 
aber  nicht  die  eines  Minimums  evident  ist  (Riemann' s  Doctor-Dissertation, 
Art.  16  und  „Theorie  der  AbePschen  Functionen",  mathematische  Werke, 
3.  Aufl.,  S.  30,  S.  96).  Dass  Riemann  diese  Schwierigkeit  wohl  empfunden 
hat,  ergiebt  sich  aus  dem  Art.  17  der  Doctor- Dissertation,  wo  er  dem  Be- 
denken theilweise,  aber  nicht  vollständig  begegnet  (vergl.  auch  Anmerk.  6 
zu  der  Dissertation,  Werke  S.  47).  Die  Darstellung  der  eingehenden  Unter- 
suchungen, die  von  Schwarz,  C.  Neumann  und  Anderen  zu  dem  Zwecke 
angestellt  sind,  das  Dirichlet'sche  Princip  durch  strenge  Beweise  zu  er- 
setzen, liegt  nicht  in  dem  Plane  dieses  Werkes  (vergl.  die  Artikel  „Po- 
tentialtheorie" und  „Randwerth- Aufgaben**  in  Bd.  II  der  Encyklopädie  der 
mathematischen  Wissenschaften). 

Biemann-Weber,   Partielle  DifferentUlgleiohungen.    IL  28 
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und  wenn  wir  u)  =  u  annehmen : 

<=>  »(•)=i[(ii)'+a>/=-i"i-^^ 

Daraus  schliessen  wir,  dass,  wenn  u  am  Rande  verschwindeU 
68  in  der  ganzen  Fläche  S  verschwinden  muss.  Denn  es  folgt 
in  diesem  Falle  aus  (2),  dass  Sl(u)  =  0  sein  muss.  Da  die  Ele> 
mente  des  Flächenintegrals  aber  niemals  negativ  sein  können, 
so  muss 

also  u  constant  und  wegen  der  verschwindenden  Randwerthe  =  0 
sein. 

Sind  Uj,  u^  zwei  Lösungen  von  z^u  =  0  mit  denselben 
Randwerthen,  so  ist  u  =  i^  —  u,  eine  Lösung  mit  verschwin- 
denden Randwerthen,  also  identisch  0  und  folglich  Ui  =  u^.  Da- 
mit ist  bewiesen: 

IL  Ein  logarithmisches  Potential  u  ist  durch  die 
Randwerthe  innerhalb  S  eindeutig  bestimmt, 
und  wenn  die  Randwerthe  Null  sind,  identisch 
gleict  Null. 

Aus  §.110  (4)  ergiebt  sich,  wenn  man  u  mit  lo  vertauscht 
und  dann  beide  Formeln  subtrahirt: 

(3)  \{wJu  —  u^uj)df  =  —  [(w'g^  —  **  9^)^^' 

und  wenn  also  sowohl  ^u  als  ^u)  verschwinden: 

Wenn  nun  r  die  Entfernung  eines  variablen  Punktes  q  von 
einem  festen  Punkt  p  ist,  also  wenn  x,  y  und  a,  b  die  Coordi- 
naten  von  q  und  p  sind : 

r  =  i(x-  a)«  +  (y  -  by, 

so  genügt  tc;  =  logr  der  Bedingung  Ju)  =  0,  und  wir  erhalten, 
wenn  der  Punkt  p  ausserhalb  S  Hegt,  aus  (4): 

/-N  f/i         ou  d\oer\   , 
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Liegt  aber  p  innerhalb  5,  so  wird  logr  in  dem  Punkt  |>  unend- 
lich^ und  um  die  Formeln  (3),  (4)  anwenden  zu  können,  müssen  wir 
p  durch  eine  Hülle  von  dem  Gebiet  8  ausschliessen.  Diese 
Hülle  wählen  wir  kreisförmig  mit  dem  Mittelpunkt  p  und  dem 
Radius  (f  und  erhalten  aus  (4): 

0 

woraus  sich,  wenn  q  unendlich  klein  wird,  und  mit  Up  der  Werth 
von  u  in  dem  Punkt  p  bezeichnet  wird,  ergiebt: 

(6)  ^  =  ^  !(,„,,  |^-.^»|r),., 

worin  n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  bedeutet. 

Die  entsprechende  Formel  für  drei  Variable  haben  wir  in 
§.  96  des  ersten  Bandes  besprochen,  und  zur  Ableitung  des 
Green'schen  Satzes  verwandt.  Wir  bezeichnen  die  Formel  (6) 
auch  hier  als  den  Green'schen  Satz.  Er  giebt  einen  Ausdruck 
für  die  Function  u  für  einen  beliebigen  Punkt  im  Inneren  von 
5,  wenn  die  Werthe  von  u  und  du/dn  am  Rande  bekannt  sind. 

Da  nun,  wenn  p  ein  innerer  Punkt  ist,  die  in  (6)  unter  dem 
Integralzeichen  stehende  Function  und  ihre  nach  a.  und  b  ge» 
nommenen  Derivirten  beliebiger  Ordnung  in  dem  Integrations- 
intervall  durchaus  endlich  bleiben,  so  schliessen  wir  aus  (6),  wenn 
wir  eine  Function  mit  endlichen  und  stetigen  Derivirten  beliebig 
hoher  Ordnung  eine  analytische  Function  nennen: 

in.  Ein  logarithmisches  Potential  ist  in  seinem  Ge- 
biete 8  eine  analytische  Function^). 


^)  Pringsheim  hat  gezeigt  (Mathem.  Annalen  Band  44),  dass  die 
Existenz  von  endlichen  and  stetigen  Differentialquotienten  jeder  Ordnung 
nicht  genügt,  um  die  Entwiokelbarkeit  einer  Fnnction  nach  dem  Taylor'- 
sehen  Lehrsatze  zu  gewährleisten.  Wenn  man  also,  wie  es  sonst  gebräuch- 
lich ist,  unter  einer  analytischen  Function  der  beiden  Variablen  a,  b 
oder  des  Punktes  p  eine  Function  versteht,  die  in  eiuer  endlichen  Um- 
gebung eines  jeden  Punktes  Pq  im  Inneren  eines  Gebietes  S  durch  die 
Taylor 'sehe  Reihe  darstellbar  ist,  so  wird  der  Satz  III  erst  dadurch  be- 
gründet, dass  die  Functionen  logr,  ^logr/dn  in  diesem  Sinne  analytische 
Functionen  in  dem  Gebiete  S  sind,  und  dass  die  Potenzreihen  für  diese 
Functionen  gleichmässig  convergent  bleiben,  so  lange  der  Punkt  q  mit  den 
Coordinaten  x,  y  die  Peripherie  von  S  durchläuft,  so  dass  die  Integration 
(6)  auch  an  den  Potenzreihen  ausgeführt  werden  kann. 

18* 
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Wenn  wir  in  der  Formel  (1)  u?  =  1  setzen,  so  ergiebt  sich 

und  wenn  wir  daher  die  Formel  (6)  auf  ein  Gebiet  anwenden, 
das  von  einem  um  p  beschriebenen  Kreis  vom  Radius  r  begrenzt 
ist,  so  ist  logr  constant,  3logr/8w  =  — 1/r,  ds^rdd-  zu 
setzen,  und  es  folgt 

(8)  Up  =  ^{ud9, 

0 

also: 

IV.  Der  Werth  Up  des  logarithmischen  Potentials 
u  in  einem  beliebigen  Punkt  p  ist  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  aller  auf  einer  um  p  be- 
schriebenen Kreislinie  stattfindenden  Werthe. 

Hieraus  ergeben  sich  verschiedene  Folgerungen: 

V.  Das  logarithmische  Potential  u  kann  in  keinem 
Punkt  innerhalb  S  einen  Maximum-  oder  Mi- 
nimumwerth  c  haben. 

Denn  wäre  ein  solcher  vorhanden,  so  könnte  man  um  ihn 
eine  Kreisperipherie  beschreiben,  auf  der  u  überall  kleiner  oder 
überall  grösser  als  c  wäre,  im  Widerspruch  mit  dem  Satze  IV. 
Und  ebenso  schliesst  man: 

VL  Ein  logarithmisches  Potential  kann  nicht  in 
einem  endlichen  Flächenstiick  constant  sein, 
wenn  es  nicht  überall  constant  ist 

Denn  nehmen  wir  das  Gegentheil  an,  und  wählen  für  p  einen 
Punkt  an  der  Grenze  dieses  Gebietes,  so  können  wir  um  ihn 
eine  Kreisperipherie  legen,  auf  der  u  theils  gleich  c  und  theils 
nur  kleiner  oder  nur  grösser  als  c  ist,  was  gleichfalls  dem 
Satz  IV.  widerspricht.    Endlich: 

VII.   Eine   Linie  innerhalb   S,    in    der  u  einen    con- 

stanten  Werth  c  hat,  scheidet  Flächentheile, 

in   denen   u  kleiner   als   c  ist,  von   solchen,   in 

denen  u  grösser  als  c  ist. 

Denn  wäre  in  der  Nähe  irgend  eines  Punktes  p  einer  solchen 

Linie  u  zu  beiden  Seiten  kleiner  als  c,  so  könnte  man  wieder  um 

p  eine  Kreislinie  legen,  auf  der  u  nirgends  grösser,  wohl  aber 

kleiner  als  c  wird,  während  doch  Up  =  c  ist    Also  erhält  man 
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den   gleichen  Widerspruch.     Ebenso,   wenn  u  zu   beiden  Seiten 
grösser  als  c  wäre. 

Endlich  fügen  wir  noch  hinzu: 

Vni.  Die  Gleichgewichtsfläche  der  gespannten  Mem- 
bran hat,  wenn  sie  nicht  eben  ist,  überall  eine 
sattelförmige  Krümmung. 

Denn  dasProduct  der  beiden  Hauptkrümmungen  (das  Gauss^- 
sche  Krümmuugsmaass)  ist  nach  einer  bekannten  Formel: 


'■"   ['+Q'+G^)'I 


und  wegen  ^u  =  0  haben 

' und    

immer  entgegengesetzte  Zeichen. 


§.  112. 
Die  Gleichung  der  schwingenden  Membran. 

In  mehrfacher  Hinsicht  anders  wie  die  Differentialgleichung 
^u  =  0  verhält  sich  die  Differentialgleichung  der  schwingen- 
genden Membran 

(1)  Ju  +  1c^u  =  0^y 

Ein  wesentlicher  Unterschied  stellt  sich  schon  bei  folgender 
Betrachtung  heraus : 

Wenn  wir  in  der  Formel  §.  110  (4)  w  =  u  setzen,  und  an- 
nehmen, dass  u  der  Gleichung  (1)  genüge,  so  ergiebt  sich,  wenn  u 


^)  Gauss,  Disqaisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  Werke, 
Bd.  4,  S.  230  (auch  in  Ostwald's  Glassikern). 

•)  Man  vergleiche  über  diese  Differentialgleichung: 
H.  Weber,   lieber  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  etc. 

Mathematische  Annalen,  Bd.  I  (1868). 
Pockels,  Ueber  die  partielle  Differentialgleichung  Ju  -{-  k^u  =  0  (Leip« 

zig  1891). 
Poincare,    Sur  les  equations  de  la  physique  mathematique,  Rendiconti 

del  Gircolo  matematico  di  Palermo  1894. 
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mit  seinen  ersten  Differentialquotienten  stetig  ist,  was  wir  jetzt 
immer  stillschweigend  voraussetzen  wollen: 

Wäre  nun  Jc^  negativ,  so  würde  man  daraus  wie  beim  l<^a- 
rithmischen  Potential  schliessen  können,  dass  u  identisch  gleich 
Null  sein  müsste,  wenn  es  am  Rande  gleich  Null  ist,  und  dass 
also  überhaupt  die  Lösung  von  (1)  durch  gegebene  Randwerihe 
eindeutig  bestimmt  ist. 

Bei  positiven  Werthen  von  k^  ist  dieser  Schlüss  aber  nicht 
mehr  gestattet,  und  in  der  That  sind  gerade  solche  Lösungen  von 
(1),  die  am  Rande  verschwinden,  wie  wir  gesehen  haben,  bei  der 
Theorie  der  Schwingungen  der  am  Rande  eingeklemmten  Membran 
von  Bedeutung.  Es  hat  sich  in  den  früher  behandelten  Bei- 
spielen gezeigt,  dass  es  bei  gegebenen  Flächen  S  Lösungen  u  mit 
verschwindenden  Randwerthen  für  unendlich  viele,  aber  nur  discrete 
Werthe  von  h^  giebt,  und  man  sieht  leicht,  wenn  es  für  ein.  be- 
stimmtes h^  eine  Lösung  Ui  mit  vorgeschriebenen  Randwerthen 
und  eine  u,  mit  verschwindenden  Randwerthen  giebt,  dass  es 
dann  unendlich  viele  solcher  Functionen  u  mit  den  gleichen  Rand- 
werthen geben  muss,  nämlich,  wenn  k  eine  Constante  ist: 

Wenn  es  umgekehrt  für  dasselbe  k^  zwei  Lösungen  u,  Ui 
von  (1)  mit  denselben  Randwerthen  giebt,  so  ist  ihre  Differenz 
f*2  =  u  —  Wi  eine  Lösung  mit  verschwindenden  Randwerthen. 

§.  113. 
Analogen  des  Green^schen  Satzes. 

Ebenso,  wie  wir  für  die  Untersuchung  der  Differential- 
gleichung des  logarithmischen  Potentiales  eine  particulare  Lösung 
logr  benutzt  haben,  so  wenden  wir  auch  hier  eine  particulare 
Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  an.  Nehmen  wir  wie  früher 
einen  festen  Punkt  p  und  einen  variablen  Punkt  g,  deren  Ent- 
fernung   

r  =  V  (a:  —  a)a  +  (y  —  b)^ 

ist,  und   führen  um  p  Polarcoordinaten  r,  ^  in  der  Ebene   ein, 
so  erhalten  wir  aus  §.  112  (1)  [vergl.  §.  104  (1)]: 
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j,     du 

Wir  suchen  particulare  Integrafe   u;,  die  von  &•  unabhängig 
sind,  die  also  der  Differentialgleichung: 

,    dw 

3 h  **W7  =  0 

r      dr       ' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

genügen.  Dies  ist  aber  die  Differentialgleichung  für  die  BesseT- 
schen  Functionen  0^  Ordnung,  und  ihre  particularen  Lösungen 
sind  die  beiden  Functionen  Bd.  I,  §.  73: 

(3;  J{kr),       K(kr). 

Die  erste  von  diesen  Functionen  ist  für  alle  endlichen  Wertha 
von  r  endlich  und  stetig,  und  erhält  für  r  =  0  den  Werth  1, 
die  zweite  wird  unendlich  für  r  =  0,  und  zwar  so,  dass 

2 
(4)  K(hr)  = log  Ar  -|-  funct.  cont 

[Bd.  I,  §.  73  (6),  §.  74  (14)]. 

Wenn  wir  in  der  Formel  §.  111  (3): 

(.5)  J  (w^M  —  u^t€)df=—^(uj  ^  —  u^^ds 

für  u  und  w  zwei  Lösungen  der  Differentialgleichung  §.  112  (1), 
die  innerhalb  8  stetig  sind,  einsetzen,  so  ergiebt  sich: 

und  folglich: 

und  wenn  p  ausserhalb  8  liegt,  so  ist  auch 

Wenn  aber  p  innerhalb  8  liegt,  so  erhält  man  wie  oben 
§.111  mit  Rücksicht  .auf  (4) 
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(»)  ».  =  -  T 1  (^(")  P,  -  '  '-^^)  '- 

und  hieraus  kann  man  wie  in  §.  111  schliessen: 

I.  Eine  Lösung  der  Gleichung  z/m  -\-  Ä5*u  =  0,  die 
innerhalb  iS  mit  ihren  ersten  Deriyirten  end- 
lich und  stetig  ist,  ist  eine  analytische  Fanction. 

Dieser  Satz;  ist  noch  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Satze  117. 
für  das  logarithmische  Potential. 

An  Stelle  der  Function  K{hr)  können  wir  nach  (6)  auch 
andere  Functionen  setzen.  Wenn  wir  nämlich  unter  v  eine  be- 
liebige analytische  Lösung  von  ^tv  -^  k^v  =  0  verstehen ,  wie 
wir  sie  uns  leicht  in  beliebiger  Menge  durch  trigonometrische 
oder  Bessel'scbe  Functionen  herstellen  können,  und  dann 

(10)  k  =  KQcr)  +  V  . 

setzen,  so  ergiebt  sich  aus  (9): 

und  über  ein  Gebiet,  das  den  Punkt  p  nicht  enthält: 

Zum  Beweis  der  Formel  (11)  ist  es  aber  nicht  nöthig,  die 
Stetigkeit  der  Differentialquotienten  von  u  vorauszusetzen.  Das 
Wesentliche  dabei  ist  nur,  dass  die  Gleichung  (12)  für  jeden 
Theil  von  S^  der  den  Punkt  p  nicht  enthält,  befriedigt  ist. 

Lassen  wir  also  die  Stetigkeit  der  Derivirten  von  u  in  ein- 
zelnen Punkten  oder  Linien  dahingestellt,  und  zerlegen  S  in  zwei 
Bestandtheile  S'  und  S",  so  dass  diese  Unstetigkeitsstellen  alle  in 
S"  enthalten  sind,  so  wird  die  Formel  (11)  und  damit  der  Satz  I. 
für  S'  richtig  sein,  wenn  nur  das  über  die  Begrenzung  ö  von  S" 
erstreckte  Integral 

ist,  worin  wir  unter  v  die  ins  Innere  von  S"  gerichtete  Normale 
an  6  verstehen  wollen.  Da  wir  S"  auf  Linien  und  Punkte  zu- 
sammenziehen können,  und  die  Function  u  selbst  als  stetig  vor- 
ausgesetzt ist,  so  gilt  die  Formel  (11)  für  jede  Lage  des  Punktes 
p  innerhalb  S,     Wir  können  also  den  Satz  I.  so  ergänzen: 
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IL  Ist  V  =  k  —  K{1cr)  eine  überall  endliche  analy- 
tische Lösung  der  Gleichung  Jv  -|-  k^v  =  0,  und 
u  eine  stetige  Lösung  derselben  Gleichung,  deren 
Derivirte  höchstens  in  einzelnen  Punkten  oder 
Linien  unstetig  werden,  jedoch  so,  dass  die 
Gleichung  (13)  über  jede  die  etwaigen  Unstetig- 
keiten  einschliessende  Hülle  6  erstreckt,  be- 
friedigt ist,  so  ist  u  in  dem  ganzen  Gebiete  S 
eine  analytische  Function. 

Da  man  in  die  Function  k  eine  beliebige  endliche  Anzahl 
linear  vorkommender  willkürlicher  Gonstanten  aufnehmen  kann, 
so  können  wir  dieser  Function  noch  weitere  Bedingungen  vor- 
schreiben, z.  B.,  dass  sie  in  gewissen  gegebenen  Punkten  =  0 
werden  soll. 


§.  114. 
Der  Mittelwerthsatz. 

Eine  andere  Gestalt  nimmt  hier  der  Mittelwerthsatz  an,  den 
wir  in  §.  111,  IV.  für  das  logarithmische  Potential  ausgesprochen 
haben. 

Wir  wenden  die  Formeln  (8)  und  (9)  des  vorigen  Paragraphen 
auf  ein  um  p  als  Mittelpunkt  beschriebenes'  kreisförmiges  Gebiet 
vom  Radius  r  an,  und  erhalten,  wenn  wir  die  Ableitungen  der 
BesseTschen  Functionen  J(x)  und  K(x)  mit  J'{x)^  -K'(^)  ^^- 
zeichnen,  da  hier  d/dn  =  —  d/dr  ist: 

S/r  27t 

(1)  %  =  j  K(kr)  f  1^  d^  —  ^  K'{lcr)  [wd^, 

0  0 

27t  S/r 

(2)  0  =  ^  •^(^''>J|t  ^^  -  ~l-J'(^r)^ud». 

0  0 

und  wenn  wir  die  Formel  (1)  auf  die  Function  u  =  J{kr)  an- 
wenden : 

(3)  1  =  -^  [K(kr)J'{kr)  —  J(kr)K'(kr)]. 

Wenn  wir  daher  (1)  mit  J{kr)^  (2)  mit  —  K{kr)  multi- 
pliciren  und  addiren,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (3): 
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t 

2n 


(4)  u,J(]cr)  =  -^jud». 

0 

III.  Das  arithmetische  Mittel  der  Werthe  von  u 
auf  einer  Kreislinie  mit  dem  Radius  r  ist  gleich 
dem  Werthe  von  u  im  Mittelpunkt,  multipli- 
cirt  mit  der  Function  J(kr)  für  die  Kreisperi- 
pherie. 

Dieser  Satz  zeigt,  dass  sich  unsere  Function  u  anders  ver- 
hält, Yfie  das  logarithmische  Potential. 

Wenn  zunächst  Up  =  0  ist,  so  zeigt  die  Formel  (4),  dass  u 
auf  keiner  um  den  Punkt  p  gelegten  Kreisperipherie  ein  unTor- 
änderliches  Vorzeichen  haben  kann,  und  dass  also  u  auf  jeder 
solchen  Kreislinie  wenigstens  zweimal  =  0  werden  muss.    Also: 

IV.  Durch  jeden  Punkt,  in  dem  die  Function  u  ver- 
schwindet, geht  eine  Linie,  in  der  u  =  0  ist. 

V.  Eine  Linie,  in  der  u  =  0  ist,  scheidet  Flächen- 
theile,  in  denen  u  positiv  ist,  von  solchen,  in 
denen  u  negativ  ist. 

Es  kann  hier,  anders  wie  beim  logarithmischen  Potential, 
Punkte  und  Linien  geben,  in  denen  u  einen  Maximum-  oder 
einen  Minimumwerth  hat.  Diese  extremen  Werthe  können 
aber  nicht  gleich  Null  sein. 

Die  Gleichung  e7(A)  =:  0  hat,  wie  wir  in  §.  71,  Bd.  I  gesehen 
haben,  unendlich  viele  Wurzeln,  von  denen  die  kleinste  u  =  2,4048 . . . 
ist.    Wenn  wir  also  r  =  a/k  setzen,  so  folgt  aus  (4) : 

2/1 

tidd^  =  0. 


I 


0 

VI.  Es   muss   also    auf   einer    Kreisperipherie,    deren 
Radius  den  Werth  u/k  hat,  wo  auch  der  Punkt  p 
liegen  mag,  die  Function  u  ihr  Zeichen  wechseln, 
also  gleich  Null  werden,  vorausgesetzt  natürlich, 
dass   das  Gebiet   S,   in   dem    u  gegeben   ist,   eine 
hinlängliche  Ausdehnung  hat. 
Ist  die  Function  u  in  der  ganzen  unendlichen   Ebene  ge- 
geben, so  folgt  hieraus,  dass  die  Ebene  durch  Null -Linien  in 
Felder  getheilt  ist,  deren  Ausdehnung  wenigstens  in  einer  Rich- 
tung endlich  ist,  in  denen  u  abwechselnd  positiv  und  negativ  ist 


§•    X15.  HarmoniBche  Functionen.  283 

§.  116- 
Harmonische  Functionen. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  am  Rande  der  Fläche 
£f   verschwindenden  Lösungen  der  Differentialgleichung 

(1)  z/w  +  fc2w  =  0 

in  der  Fläche  S,  weil  diese  Functionen  die  einfachen  periodi- 
schen Bewegungen  der  am  Rande  eingeklemmten  Membran 
bestimmen.     Wir  nennen  sie  die  harmonischen  Functionen 
der  Fläche  S.    Sie  treten  nur  für  gewisse  Werthe  der  Con- 
stante  h^  auf,  deren  jeder  eine    einfache  Schwingungsform    be- 
stimmt.   Diese  Werthe  der  Goustanten  k^,   die   in   unendlicher 
Zahl  vorhanden  sind,  müssen  für  eine  gegebene  Form  der  Fläche 
S  bestimmt  werden,  wenn  das  Schwingungsproblem  gelöst  werden 
soll;  es  kann   dies  aber  erst  dann  geschehen,  und  zwar  durch 
Lösung  einer  transcendenten  Gleichung,  wenn  die  particularen 
Lösungen  für  ein   unbestimmtes  1c^  bekannt  sind.    Es  kann 
bei  besonderen  Formen  der  Fläche  S  vorkommen,  wie  wir  es  z.  B. 
bei  der  quadratischen  Membran  gesehen  haben,  dass  für  einen 
und  denselben  Werth  von  k^  zwei  oder  mehr  harmonische  Func- 
tionen Ui,  ti], ...  möglich  sind,  und  zwar  giebt  es  dann  immer  eine 
ganze  Schaar  aj  Uj  -j-  «j  ^a  -|-  •  •  •  mit  willkürlichen  Coefficienten 
Ol,  Os  . . .    Die  Ermittelung  solcher  Fälle  hängt  von  zahlentheoreti- 
schen Fragen  ab,  über  die  uns,  abgesehen  von  dem  einfachsten 
Fall  der  rechteckigen  Fläche,  nichts  bekannt  ist. 

Andererseits  können  für  solche  Werthe  von  ä»,  für  die  eine 
harmonische  Function  U  der  Fläche  S  existirt,  die  Randwerthe 
einer  Lösung  der  Gleichung  (1)  nicht  beliebig  vorgeschrieben 
sein;  denn  nehmen  wir  in  der  Formel*  (6),  §.  113  für  w  eben 
diese  harmonische  Function  U^  so  ergiebt  sich  für  die  Randwerthe 
von  u  die  Bedingung: 


1 


u  - —  as  =  0. 
8  n 


Für  die  allgemeine  Theorie  der  harmonischen  Functionen  ist 
die  Zurückführung  auf  eine  Minimums-Aufgabe  von  Werth,  wenn 
auch,  was  die  Beweiskraft  dieser  Betrachtung  betrifft,  dasselbe 
einzuwenden  ist,  wie  in  Bezug  auf  das  Dirichlet'sche  Princip. 
(§.  110,  Anmerkung.) 
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§.   116. 

Die  harmonische  Grundfunction. 

Wir  stellen  folgende  Aufgabe: 

I.  Es  wird  unter  allen  in  S  stetigen  am  Rande  toh 
S  verschwindenden  Functionen  eine  solche,  k 
gesucht,  die  unter  der  Bedingung 

(1)  {u^df=l 

das  Integral 

SO    klein    als    möglich    macht,    wenn    df    alle 
Flächenelemente  von  S  durchläuft. 
Dass,    wie    in    der    analogen   Aufgabe    des  logarithmischen 
Potentials,  die  Function  u  =  0  sei,  ist  durch  die  Bedingung  (1) 
ausgeschlossen.    Wir  setzen  zur  Abkürzung,  wenn  u,  w  zwei  be- 
liebige Functionen  sind: 

(3)  ß(«,«;)=J(-g-  +  ^g-)d/. 

Wir  nehmen  eine  solche  stetige  Function  u  an,  deren  Deri- 
virte  in  einzelnen  Linien  oder  Punkten,  aber  nicht  in  Flächen  un- 
stetig sein  können  und  beweisen  nun  zunächst,  um  die  Bedingungen 
für  die  gesuchte  Function  aufzustellen,  Folgendes: 

1.  Das  Integral  £l(u)  kann  noch  verkleinert  wer- 
den, wenn  es  eine  am  Rande  verschwindende 
stetige  Function  w  in  S  giebt,  deren  erste  Ab- 
leitungen endlich  sind  und  die  den  Bedingungen 
genügt,  dass 

(4)  {uwd/=0, 

(5)  ß  (w,  w)  nicht  =  0. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  es  existire  eine  solche  Function  «?, 
so  setzen  wir 

(6)  \w^df=  m. 
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^woiin  h  und  a  Gonstanten  bedeuten. 

Es  verschwindet  hiemach  U  am  Rande,  und  es  ist  nach  (4): 

und  wenn  also  sowohl  U  als  u  der  Bedingung  (1)  genügen  sollen, 
so  muss 

1  -f-Ä^a  =  Vi  —  h^m 

sein.  Hieraus  soll  die  Gonstante  a  als  Function  der  Gonstanten  h 
l3estinfmt  werden;  a  wird  reell,  wenn  h  hinlänglich  klein  ißt,  und 
^wenn  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird,  so  ist  a  =  —  \fn 
für  A  ==  0,  bleibt  also  endlich. 

Ist  a  po  bestimmt,  so  genügt  ü  der  Bedingung  (1).    Es  ist 
aber 

Ä(C0  =  (1  +  h^ay£l{u)  +  2Ä(1  +  Ä«a)Ä(ti,  «7)  +  Äaa(tc;),* 

und  hierfür  kann  man  auch  setzen: 

(8)  £1{U)  =  Ä(u)  +  2ÄÄ(ti,  i/o)  +  Ä«©, 

indem  man  alle  Tenne,  die  mit  h^  und  höheren  Potenzen  von  h 
multiplicirt  sind,  in  h^&  zusammenfasst 

Da  nun  &  und  £l{Uy  w)  endlich  sind,  so  kann  man,  wenn 
Sl  (Uy  to)  nicht  verschwindet,  h  so  klein  annehmen,  dass 
2  ^  (if,  U7)  -|-  h@  im  Vorzeichen  mit  Sl  (u,  w)  übereinstimmt,  und 
wenn  man  dann  dem  h  das  entgegengesetzte  Zeichen  giebt,  so 
wird  Sl{ü)  —  £l(u)  negativ,  also 

Ä(C7)<Ä(w), 
w.  z«  b.  w. 

Hiemach  muss  also,  wenn  Sl{u)  der  gesuchte  Minimumwerth 
ist,  für  jedes  der  Bedingung  (4)  genügende,  am  Rande  ^ver- 
schwindende w 

(9)  Sl  (u,  w)  =  0 

sein.    Wir  führen  jetzt  an  Stelle  von  w  eine  neue  Function  ij 

ein,  indem  wir 

w  =  ri  —  flu 

setzen,  und  die  Gonstante  fi  so  bestimmen,  dass  die  Bedingung 
(4)  identisch  befriedigt  wird,  nämlich  [wegen  (1)]: 


(10)  ii  =  {uridf. 
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Die  Function  rj  ist  dann  an  keine  weitere  Bedingung  ge- 
bunden, als  dass  sie  innerhalb  S  stetig  und  am  Rande  von  S 
gleich  Null  sein  soll. 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  von  w  in  (9)  substituiren ,  so 
folgt 

(11)  ä(m,  ri)  —  (iSl{u)  =  0, 

und  wenn  wir  also 

(12)  Sl{u)  =  Ä« 

setzen,  also  mit  h^  den  gesuchten  Minimumwerth  selbst, 
also  eine  Constante  bezeichnen,  so  erhalten  wir  aus  (11),  .wenn 
wir  für  fi  den  Werth  (10)  einsetzen: 

(13)  ä(m,  fj)  —  Ä»  \uridf  =  0. 

Wir  zerlegen  jetzt  die  Fläche  S  in  zwei  Theile  S'  -j-  S",  die 
an  einer  Gurve  6  zusammenstossen.    Diese  Grenzcurve  6  wählen 

Fiff  46  ^^^  ®^'   ^^^^   *^'®  etyfSi    vorhandenen    Un- 

stetigkeiten  der  Derivirten  von  u  innerhalb 
S"  liegen,  dass  die  Grenzcurve  6  höchstens 
in  einzelnen  Punkten  a,  /),  ...  mit  der 
Grenze  s  von  S  zusammenfällt  und  dass  an 
ö  die  Derivirten  von  u  stetig  sind. 

Die  Function  i;  muss  stetig  und  an  der 
Grenze  s  gleich  Null  sein.     Wir  wählen  sie 
so,  dass  ihre   Derivirten  in  S''  stetig  sind, 
lassen  sie  aber  sonst  unbestimmtr 
Das  Flächenintegral 

zerfällt  dann  in  zwei  Theile  Sl'  (w,  iy),  Ä"  (u,  i;),  in  denen  df  die 
Elemente  df,  df"  von  S'  und  S"  durchläuft  Verstehen  wir 
noch  unter  v  die  ins  Innere  von  S"  gerichtete  Normale 
an  <;,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Satz  §.110  (4),  da  die  Ableitungen 
von  u  in  S',  die  von  tj  in  S"  stetig  sind: 

Sl"(u,  ,)  =  _  j M zfij <?/"-[«  1^  d«, 
und  daraus  durch  Addition  nach  (13): 
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(14)  [ij(^«  +  &««)d/'  +  Jtt(^ij  +  Ä«ij)d/" 

Nehmen  wir  zunächst  rj  innerhalb  S"  und  an  der  Grenze  6 
gleich  Null  an,  so  ergiebt  sich 


1 


i;(z/w  +  Ä2u)d/  =  0, 


und  da  rj  in  S\  abgesehen  von  dem  Grenzwerth  Null,  willkürlich 
ist,  so  folgt  hieraus 

(15)  ^u-^k^u  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  hierdurch  zunächst  nur  für  die  Fläche 
S'  bewiesen.  Da  aber  S'  jeder  Theil  von  S  sein  kann,  mit 
etwaigem  Ausschluss  solcher  Linien  und  Punkte,  in  denen  die 
Ableitungen  von  u  unstetig  sind,  so  ist  die  Gleichung  (15)  in 
der  ganzen  Fläche  S  befriedigt 

Wir  machen  in  der  Formel  (14)  noch  eine  zweite  Annahme 
über  fj.  Wir  nehmen  einen  willkürlichen  Punkt  p  innerhalb  S' 
an,  und  nehmen  eine  Function  X  wie  im  Satz  §.  113,  IL,  d.  h. 
eine  Lösung  der  Gleichung 

^k  -\-  Jen  —  0, 

die  im  ganzen  Gebiete  S,  mit  Ausnahme  des  Punktes  p  endlich 
und  stetig  ist,  und  im  Punkt  p  logarithmisch  unendlich  wird. 

Wir  nehmen  rj  =  k  innerhalb  iS"  und  setzen  rj  willkürlich, 
jedoch  stetig,  in  das  Gebiet  S'.  bis  zum  Rande  s  fort,  so  dass  17 
am  Rande  s  den  Werth  Null  erhält.  Dies  ist  möglich,  wenn  wir 
k  in  den  etwa  vorhandenen  Berührungspunkten  a,  /3,  . . .  von  $ 
und  6  gleich  Null  annehmen,  was  nach  der  Schlussbemerkung  in 
§.113  gestattet  ist.    Es  ergiebt  sich  dann  aus  (14): 

und  damit,  mit  Rücksicht  auf  §.  113,  IL  der  Satz: 

2.  Die  am  Rande  von  8  verschwindende  stetige 
Function  m,  die- dem  Integral  £l(u)  unter  der 
Bedingung  (1)  den  kleinsten  Werth  h^  ertheilt, 
ist  eine  analytische  Lösung  der  Differential- 
gleichung 

zfu  +  Tc^u  =  0. 
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Es  ist  also  u  eine  harmonische  Function  der  Fläche  S.  Wir 
nennen  sie  die  harmonische  Grundfunction. 

Aus  2.'  ergehen  sich  über  diese  Function  noch  weitere  Folge- 
rungen : 

3.   Die  harmonische  Grundfunction  hat  innerhalb 
S  überall  dasselbe  Vorzeichen. 

Wenn  nämlich  die  Function  u  theils  negativ,  theils  positiv 
wäre,  so  müsste  eine  Linie  l  existiren,  an  der  u  =  0  ist,  und 
wir  könnten  eine  Function  u'  bilden,  die  überall,  wo  u  positiv 
ist,  mit  u  übereinstimmt,  und  wo  u  negativ  ist,  =  —  u  ist.  Es 
ist  dann 

ti'»  d/  =  1,    Ä  (u')  =  Sl(u)  =  kK 


1 


An  der  Linie  l  können  aber  die  Diiferentialquotienten  von 
u'  nicht  immer  stetig  sein,  weil  u'  zu  beiden  Seiten  von  l  das- 
selbe Zeichen  hat,  was  nach  §.  114,  V.  bei  einer  der  Differential- 
gleichung ^M-j-Ä^w  =  0  genügenden  Function  mit  stetigen  Diffe- 
rentialquotienten nicht  möglich  ist.  Es  würde  also  £l(u')  nach 
dem  Satze  2.  durch  Abänderung  von  w'  noch  verkleinert  werden 
können,  was  der  Voraussetzung  widerspricht,  dass  ß(w)  =  iQ(t*') 
der  kleinste  Werth  dieses  Integrals  sei.  Der  harmonischen 
Grundfunction  entspricht  eine  mögliche  Schwingung  der  Mem- 
bran, die  wir  die  Grundschwingung  oder  (in  akustischer 
Anwendung)  den  Grundton  nennen;  Linien,  in  denen  die 
Function  u  gleich  Null  wäre,  würden  bei  dieser  Schwingung 
Knotenlinien  sein.    Wir  haben  also  den  Satz: 

4.  Die  Grundschwingung  hat  keine  Knotenlinien, 
und  ferner: 

5.  Die  harmonische  Grundfunction  kann  in  keinem 
Punkte  im  Inneren  von  S  verschwinden. 

Denn  die  Annahme,  dass  u  in  einem  Punkte  p  gleich  Null 
sei,  widerspricht  nach  4.  dem  Satze  §.  114,  IV.  und  hieraus  folgt: 

6.  Es  giebt  für  ein  gegebenes  Gebiet  8  nur  eine 
harmonische  Grundfunction,  wenn  wir  von  einer 
blossen  Aenderung  des  Vorzeichens  absehen. 

Angenommen,  wir  hätten  zwei  solcher  Functionen  Wj,  ti,,  die 
nicht  in  constantem  Verhältniss  stehen,  die  also  den  Differential- 
gleichungen 
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genügeD.    Wir  bezeichnen  mit  A,  c  Constanten  und  setzen 

Dann  kann,  wenn  h  von  Null  verschieden  ist,  u  nicht  identisch 
Tersch winden  und  es  ist 

<17)  Ju-^h^u  =  0. 

Für  jedes  c  lässt  sich  die  Constante  A,  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, eindeutig  so  bestimmen,  dass 


1 


u^df  =  1 


wird.  Dann  ergiebt  sich  aber  aus  (17)  durch  Multiplication  mit 
udf  und  Integration  über  S  nach  §.  110  (4),  wenn  dort  w  =  u 
gesetzt  wird: 

a(u)  =  Ä». 

Es  würde  also  u  für  jede  Annahme  über  c  eine  harmonische 
Grundfunction  sein.  Nun  kann  man  aber  c  so  bestimmen,  dass 
u  in  einem  beliebigen  Punkte  ^von  S  verschwindet,  was  mit  dem 
Satze  5.  im  Widerspruch  steht. 


§.  117. 
Die  höheren  harmonischen  Functionen. 

Nachdem  die  harmonische  Grundfunction  u  der  Fläche  S 
bestimmt  ist,  kommt  man  zu  den  höheren  harmonischen  Func- 
tionen von  S  auf  folgendem  Wege: 

II.  Es  wird  unter  allen  in  S  stetigen  am  Rande 
von  S  verschwindenden  Functionen  eine  solche, 
Wi,  gesucht,  die  unter  den  Bedingungen 

(1)  iuidf  =  1,         iuuidf  =  0 

dem  Integal  Sl(ui)  einen  kleinsten  Werth  ki  er- 
thöilt. 

Aus  der  zweiten  der  Bedingungen  (1)  ersieht  man  zunächst, 
dass  die  Function  ti^  von  der  Function  u  verschieden  sein  muss, 
und  daraus  folgt 

(2)  k  <  Äi. 

Biemann- Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.    U.  19 


290  Vierzehnter  AbBchnitt.  §.  117. 

Man  zeigt  zunächst,  genau  wie  bei  dem  Beweise  des  Satzes 
1.  im  vorigen  Paragraphen,  dass  die  Function  Ui  für  jede  stetige 
Function  w  in  S,  die  den  Gleichungen  genügt: 

(3)  \uwdf=0,         \u^wdf=0, 

die  Bedingung 

(4)  £l(ui,w)  =  0 

befriedigen  muss. 

Hierauf  setzt  man 

(5)  w  =^  ri  —  flu  —  fi'i  Wj, 

und  bestimmt  die  Constanten  fi,  Hi  so,  dass  die  beiden  Be- 
dingungen (3)  identisch,  für  jedes  ri  befriedigt  sind,  nämlich, 
wegen  (1)  und  §.  116  (1): 

(6)  (i  =;J  tjudf,       fi^  =  \riui  df\ 

dann  ergiebt  sich  aus  (4): 

'^(^1»  ^)  —  f^-^C^i»  w)  —  fti  «0(^1)  =  0 
und  da  nach  §.  116  (9): 

Ä(ui,  w)  =  0, 
und  nach  der  Voraussetzung 

(7)  a(«,)  =  Äi» 
ist,  so  folgt  hieraus 

•^(wi,  1?)  —  f*i*i^  =  0, 
und  endlich  nach  (6): 

Hieraus  aber  können  wir  genau,  wie  wir  im  vorigen  Para- 
graphen den  Satz  2.  bewiesen  haben,  schliessen: 

7.   Die   Function   Wi   ist    eine   analytische   Lösung 
der  Differentialgleichung 

die  am  Rande  von  S  den  Werth  Null  hat 
Diese  Function  kann  im  Gegensatz  zu   der  Grundfunction  »» 
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(§.   116,  3.)  nicht  in  der  ganzen  Fläche  S  dasselbe  Zeichen  haben, 
mrie  aus  der  zweiten  Gleichung  (1)  unmittelbar  zu  ersehen  ist. 

Der  Function  Ui  entspricht  eine  mögliche  Schwingung  der 
Id.embran,  die  die  erste  Oberschwingung  oder  der  erste 
O Nerton  heisst. 

8.   Die  erste  Oberschwingung  hat  immer  Knoten- 
linien. 

Wir  können  auch  nicht  schliessen,  dass  es  nur  eine  solche 
Function  Ui  giebt.  Wir  haben  im  Gegentheil  an  dem  Beispiele 
des  Rechteckes  gesehen,  dass  es  Fälle  giebt,  in  denen  zu  einem 
'bestimmten  Werthe  von  A;^  mehrere  harmonische  Functionen  ge- 
Iiören.  Diese  Fälle  haben  aber,  wie  jene  Beispiele  zeigen,  den 
Charakter  von  Ausnahmefällen,  d.  h.  die  Begrenzung  der  Fläche 
S  ist  an  irgend  eine  bis  jetzt  nicht  bekannte  tiefliegende 
algebraische  Bedingung  geknüpft. 

Man  kann  auf  diese  Weise  unbegrenzt  weiter  gehen,  und  es 
wird  genügen,  wenn  wir  noch  den  nächsten  Schritt  beschreiben. 

III.  Es  wird,  nachdem  die  beiden  ersten  Schwingungs- 
functionen  u,  u^  gefunden  sind,  unter  allen 
stetigen  am  Rande  von  S  yerschwindenden 
Functionen  eine  solche,  ti^,  gesucht,  die  unter 
den  Bedingungen 

(9)  (w2d/=l,       {uu,df=0,      {u,u^df=0 

dem   Integral   £1(11^)   einen   kleinsten   Werth   Jc^ 
ertheilt. 

Diese  Function  kann  wegen  (9)  mit  keiner  der  beiden  Func- 
tionen ti,  tii,  noch  auch  mit  einer  linearen  Verbindung  von  ihnen 
mit  Constanten  Goefficienten  identisch  sein,  und  da  die  Be- 
dingungen (9)  die  Bedingungen  der  Aufgabe  IL  einschliessen, 
80  ist 

(10)  Ä;  <  Äi  ^  fca. 

Man  zeigt  zunächst  wie  oben,  dass 

(11)  Ät(wa,  to)  =  0 
sein  muss  für  alle  den  Bedingungen 

(12)  \uwdf=0,       \  Uiivdf  =  0,       \u^tvdf=0 

19* 
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genügenden  Functionen  k;,  und  setzt  dann 

(13)  w  =  ri  —  fiM  —  f*iWi  —  ftjW,, 
worin,  damit  (12)  befriedigt  sei, 

(14)  (i=\7iudf,     f*i=Ji7«id/,    /t,  =  jijti,d/ 

zu  setzen  ist,  und  dann  ergiebt  sich   auf  demselben  Wege   wie 
oben  der  Satz 

9.  Die  dritte  harmonische  Function  ti^  ist  eine 
am  Rande  verschwindende  analytische  Lösung 
der  Differentialgleichung 

Es  kann  also  hier  der  Fall  eintreten,  dass  k^  =  k^  wird, 
dann  nämlich,  wenn  die  Bestimmung  von  u^  nicht  eindeutig  ist, 
man  aber  zunächst  eine  dieser  Functionen  für  Ui  beliebig  aus- 
gewählt hat.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  ist  auch  <hUi  -]-  a^u^  für 
beliebige  constante  Coefficienten  a^,  a2  eine  zu  demselben  ki  ge- 
hörige harmonische  Function.  Geht  man  dann  zur  Bestimmung 
einer  dritten  Function  t^  über,  die  unter  den  Bedingungen 


(15) 


j"3-d/=  1,      juu,df=0,       jwiW,d/  =  0, 


das  Integral  Sl{u2)  zu  einem  Minimum  k^  macht,  so  erhält  man 
die  nächste  harmonische  Function,  und  es  ist  durch  (15)  nicht 
nur  ausgeschlossen,  dass  n^  mit  u  oder  u^  oder  u^  identisch 
werde,  sondern  auch  dass  W3  von  m,  u^  und  «2  linear  abhängig,  d.  h. 
in  der  Form  u^  z=  ati  -\-  a^  m^  -]-  a^  u^  enthalten  sei. 

Man  kann  auf  diese  Weise  weiter  schliessen,  und  erhält  eine 
unbegrenzte  Reihe  positiver,  stets  wachsender  oder  wenigstens 
nie  abnehmender  Werthe  von  fe: 

und  zu  jeder  dieser  Constanten  erhält  man  eine  analytische,  am 
Rande  verschwindende  Lösung  der  Differentialgleichung: 

(17j  ^tii-\-  kftii  =  0. 
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Diese  Functionen  geben  die  höheren  Oberschwingongen  der 
iVIembran. 

Alle  höheren  Oberschwingungen  haben  Knoten- 
linien. Durch  diese  Knotenlinien  wird  die  Fläche  S  in  Felder 
getheilt,  in  denen  die  entsprechende  Function  Ui  abwechselnd 
positive  und  negative  Werthe  hat. 

Durch  die  Differentialgleichung  selbst  sind  die  harmonischen 
Functionen  nur  bis  auf  einen  constanten  Factor  bestimmt;  bis- 
her haben  wir  diesen  Factor  durch  die  Bedingung 

(18)  [tiM/=l 

bestimmt,  und  wir  wollen  daran  auch  jetzt  noch  festhalten. 

Ueber  die  Knotenlinien  der  höheren  Oberschwingungen  lässt 
sich  nicht  viel  Allgemeines  sagen.  Die  bekannten  Beispiele 
sprechen  dafür,  dass  die  %,  k^^  A^s,...  der  Reihe  (16)  mit  dem 
Index  ins  Unendliche  wachsen,  und  dass  es  also  unter  einer  be- 
stimmten endlichen  Grenze  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ihnen 
giebt  Ist  dies  richtig,  so  folgt  auch,  dass  es  zu  einem  be- 
stimmten h  nur  eine  endliche  Anzahl  linear  unabhängiger  har- 
monischer Functionen  giebt.  Unter  gewissen  allgemeinen  Vor- 
aussetzungen über  die  Gestalt  des  Gebietes  S  hat  Poincare 
hierfür  einen  Beweis  gegeben  (in  §.  V.  der  auf  S.  277  citirten 
Abhandlung). 


§.  118. 

Entwickelung  einer  Function  nach  harmonischen 

Functionen. 

Sind  u  und  v  irgend  zwei  harmonische  Functionen  der  Fläche 
S,  so  ist,  wenn  A;,  X  die  entsprechenden  Constanten  sind: 

z/m  +  k^u  =  0,        ^v  4-  k^v  =  0, 

und  daraus  folgt,  wenn  man  die  erste  mit  vd/,  die  zweite  mit 
—  M  df  multiplicirt,  addirt  und  über  die  Fläche  S  integrirt : 

Uv^u  —  uJv)df=  (A2  —  'k^)[uvdf. 
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Die  linke  Seite  ist  aber  hier  gleich  Null  [nach  §.  111,  (3}] 
und  es  folgt  also,  wenn  X  von  k  verschieden  ist: 


(1)  {uvdf=0. 


Hieraus  können  wir  zunächst  schliessen,  dass  es  keine  har- 
monische Function  geben  kann,  die  zu  einem  imaginären  k  gehört. 
Denn  wenn  k  complex  ist,  und  k  zu  k  conjugirt  imaginär,  so  ist 
k  von  A  verschieden,  und  u  und  v  sind  gleichfalls  conjugirt 
imaginär,  oder  können  wenigstens  so  angenommen  werden«  Dann 
ist  aber  uv  wesentlich  positiv,  und  die  Gleichung  (1)  ist  unmög- 
lich. Dass  k  nicht  rein  imaginär,  d.  h.  k^  negativ  sein  kann, 
haben  wir  schon  oben  nachgewiesen  (S.  278). 

Wir  nehmen  nun  die  Reihe  der  auf  einander  folgenden  Werthe 

und  zu  jedem  die  zugehörige  harmonische  Function 

(3)  W,  Ml,  M,,  Mj  .  .  ., 

die  wir  der  Bedingung 

(4)  ^u?df=l 

unterwerfen.  Wir  sehen  zunächst  von  dem  Falle  ab,  dass  zu 
einem  ki  mehrere  harmonische  Functionen  gehören.  Dann  ist, 
wenn  h  von  i  verschieden  ist: 

(5)  l  Uh  Ui  df  =  0. 

Es  sei  nun  ^{x^y)  eine  in  der  Fläche  S  willkürlich  ge- 
gebene Function.  Wir  suchen  die  Constanten  a,  a^,  o^  ...  so  zu 
bestimmen,  dass 

(6)  <p {x,  y)  =  au-\-  a^  ti^  +  «2 ^«2  H » 

d.  h.  wir  suchen  <p{x^y)  in  eine  unendliche  Reihe  zu  ent- 
wickeln, die  nach  den  harmonischen  Functionen  fort- 
schreitet. 

Ueber  die  Möglichkeit  einer  solchen  Entwickelung  können 
wir  im  Allgemeinen  nichts  aussagen.  Setzen  wir  aber  diese 
Möglichkeit  voraus,  so  können  wir  aus  (4)  und  (5),  ebenso 
wie  bei  der  Fourier'schen  Reihe,  die  Coefficienten  a,  aj,  Oj  ... 
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bestimmen.    Es  ergiebt  sich  nämlich,  wenn  wir  mit  u^df  multi- 
pliciren  und  über  8  integriren 

(7)  a*  =  1  9 {x,  y) Uk df. 

Wenn  wir  aber  jetzt  annehmen,  dass  zu  einem  Werthe  kh 
mehrere,  etwa  v,  linear  unabhängige  harmonische  Functionen  ge- 
hören, so  wird  das  eine  Glied  anUh  der  Reihe  (6)  durch  den 
Complex 

ahUk  +  ahUk  H a?'^^^ 

ersetzt.    Setzen  wir  dann 


(8)  ^uru(^>d/=W,,a, 


SO  wird  im  Allgemeinen  u?^,«,  nicht  verschwinden.  Wir  erhalten 
zur  Bestimmung  der  Goefficienten  a^,  ah^  ...  das  System  der 
linearen  Gleichungen: 

I  ip(x,  y)uxdf=  a^Wi^x  +  ai'u;2,i  -\ 1-  a(;>M?^^, 

9 {x,y)u^;i^ df  =  an  m;,,^  +  «ä  M;a,r  H 1-  o^;')  w^^. 

Dass  die  Determinante  dieses  Systems 

nicht  verschwinden  kann,  ergiebt  sich  so:  wenn  ^  =  0  wäre,  so 
könnte  man  die  Constanten  Ci,  Oj,  ...  Cv  so  bestimmen,  dass 

wäre  für  i  =  1,  2  •••  V,  und  da  Wi^je  =  wjc^i  ist,  so  erhält  man 
hieraus  auch  durch  Multiplication  mit  c»  und  Summation 

2  ^hlcCiCjc    =   0 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  (8)  von  Wi^ici 

(Vc.M«)»d/=0. 


296  Vierzehnter  Abschnitt.  §.    HS. 

Daraus  aber  würde  folgen: 

was  der  Annahme  widerspricht,  dass  die  tii^,  u^,  ...  linear  unab- 
hängig sind. 

Man  kann  aber  auch  die  Repräsentanten 

der  linearen   Schaar  so  auswählen,  dass  auch  in  diesem    Falle 
das  Integral  Wq^o  verschwindet,  wenn  g  von  6  verschieden  ist 


VIERTES   BUCH. 


ELEKTRISCHE  SCHWINGUNGEN. 


Fünfzehnter  Abschnitt. 
Elektrische   Wellen. 


§.  119. 
Die  MaxweH'schen  Gleichungen. 

Die  MaxweH'schen  elektromagnetischen  Grundgleichnngen, 
die  Yrir  im  achtzehnten  Abschnitt  des  ersten  Bandes  besprochen 
*haben,  erheben  den  Anspruch,  dass  aus  ihnen  alle  Erscheinungen 
nicht    nur    aus   dem   Gebiete  der  Elektricität  und  des  Magne- 
tismus, sondern  auch   die  Lichterscheinungen  abgeleitet  werden 
können,  und    das   durch  die   berühmten  Hertz' sehen  Versuche 
eröffnete    Gebiet    der    elektrischen    Schwingungen     stellt    auch 
erfahrungsmässig    eine    Verbindung   zwischen   diesen   beiden   Er- 
scbeinungsgebieten  her.   Ohne  die  allgemeinen  Grundlagen  dieser 
grossen   Theorie    anzugreifen,    muss    aber    doch   hervorgehoben 
werden,  dass    manche  von   den  Voraussetzungen   im  Einzelnen 
hypothetisch  oder  thatsächlich  unrichtig  und  nur  Annäherungen 
sind,  und  dass  Manches  auch,  namentlich  in  Bezug  auf  die  Grenz- 
bedihgungen,   noch  völlig  unbekannt  und   dunkel  ist.     Bei  der 
grossen  Bedeutung,  die  diese  Gleichungen  für  unsere  ganze  phy- 
sische  Weltanschauung    haben,    ist   es   eine    Hauptaufgabe    der 
mathematischen   Physik,  ihre  Integration   möglichst  zu  fordern, 
und  die  Gesetze  der  Erscheinungen  daraus  abzuleiten,  eine  Auf- 
gabe, deren   Lösung  kaum   erst  in   Angriff  genommen   ist,  und 
die  dem   Mathematiker    noch    Fragen    und    Probleme    in    Fülle 
bietet.     Einige  dieser  Probleme  sollen  im  Folgenden  besprochen 
werden. 

Wir  haben  im  §.  152  des  ersten  Bandes  das  elektromagnetische 
Grundgesetz  durch  zwei  Vectorgleichungen  ausgedrückt: 
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I.  ccurl5W  =  6l|  +  4ÄA6, 

et    ' 

IL  c  cur!  €  =  —  ii  -^j-  • 

Hierin  bedeutet  @  den  elektrischen,  3Jl  den  magnetischen 
Kraftvector,  c  die  Lichtgeschwindigkeit,  X  die  Leitfähigkeit. 
e  die  Dielektricitätsconstante,  ft  die  Permeabilität.  Die  Grössen 
c,  A,  £,  ft  sehen  wir  jetzt  als  constant  an. 

Aus  L  folgt  (Bd.  I,  §.  158) 

6  — 5- 1-  4  Ä  X  div  S  =  0, 

et 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung 

IIL  div  6  =  0 

für  alle  Zeit  befriedigt  ist,  wenn  wir  sie,  wie  wir  jetzt  tbun 
wollen,  am  Anfang  als  erfüllt  voraussetzen.  Diese  Bedingung 
besagt,  dass  nirgends  im  Felde  Elektricität  mit  räumlicher  Dichtig- 
keit vorhanden  ist. 

Ebenso  besteht  im  ganzen  Felde  die  Gleichung 

IV.  div  5DI  =  0. 

Aus  L  und  IL  können  wir  nun  leicht  den  Vector  3Jl  elimi- 
niren,  wenn  wir  L  nach  t  dififerentiiren ,  und  dann  IL  benutzen. 
So  erhalten  wir 

(1)  —  c*  curl  curl  iB  =  €(i  -  —-  -j-  43rA/i  ^y. 

et  et 

Um  hieraus  explicite  Gleichungen  herzuleiten,  bilden  wir  die 
a;-Gomponente  von  curl  curl  6.    Diese  ist  (Bd.  I,  §.  87) 

dy  \  dx         dy  )       dz  \  de  dx  )' 

und  wenn  wir  hierzu  d^Ese/dx^  addiren  und  subtrahiren,  so 
folgt: 

dx 


-divg  — z:/JE;^. 


Wir  erhalten  also  aus  (1)  mit  Rücksicht  auf  III.  die  drei 
Gleichungen 


§.   119.  Die  Maxwell'Bchen  Gleiobungen.  BOX 

<:2)  c^dE,  =  Bf,.^-^  +  ^^^t^^^ 

(3)  c>JE,  =  si.^^-\-AnX^^, 

(4)  c^JE.  =  5^^  +  4«A^^^, 
'WOZU  noch  aus  III  kommt: 

^^^  dx   ^   dy    ^   dz    ^^' 

Hat  man  aus  diesen  Gleichungen  den  Vector  @  bestimmt,  so 
erhält  man  aus  IL  die  Componenten  von  9R  durch  Quadraturen 
in  Bezug  auf  die  Zeit,  und  die  Integrations'constanten,  die  Func- 
tionen des  Ortes  sind,  werden  durch  die  Anfangswerthe  von  Mx^ 
Myy  Mg  bestimmt.  Sind  die  Anfangswerthe  von  JBa.,  JSy,  J?,, 
Mx^  My,  Mg  gegeben,  so  erhalten  wir  aus  I.  die  Anfangswerthe 
von  d Ex/dt,  dEy/dt,  dEg/dt,  und  aus  Bd.  I,  §.  156  folgt, 
dass  die  Lösungen  von  (2),  (3),  (4)  eindeutig  bestimmt  sind, 
wenn  diese  Anfangswerthe  im  ganzen  Räume  gegeben  sind.  Er- 
füllen diese  Anfangswerthe  die  Bedingung  (5)  und  die  durch 
Differentiation  nach  t  daraus  hervorgegangene  Gleichung,  so 
bleibt  diese  Gleichung  für  alle  Zeit  erfüllt,  und  braucht  nicht 
weiter  berücksichtigt  zu  werden.  Hiernach  erfordert  die  Lösung 
des  Problems  die  Integration  der  Differentialgleichung 

(6)-  c»z/I7=6^^  +  4n;Afi|^ 

mit  den  Nebenbedingungen,  dass  ü  und  dU/dt&iT  t  =  0  in 
gegebene  Functionen  des  Ortes  übergehen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  U  nur  von  einer  Coordinate 
X  abhängt,  nimmt  die  Gleichung  (6)  die   einfachere  Gestalt  an: 

und  stellt  die  Fortpflanzung  einer  ebenen  Welle  in  einem  ab- 
sorbirenden  Medium  dar.  Das  in  diesen  Gleichungen  auftretende 
Glied  4t7cXiidU/dt  bedingt,  wenn  k  von  Null  verschieden  ist. 
einen  Energieverlust  und  stellt  eine  Absorption  oder 
Dämpfung  dar. 
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§.   120. 

Die  Wellengleichung. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Vorgang  im  freien  Aether,  unJ 
setzen  demnach  a  =  jli  =  1,  k  =  0,  Dann  nimmt  die  Gleichung 
(6)  des  vorigen  Paragraphen  die  ^einfachere  Gestalt  an: 

(1)  «*^^=T#- 

CT  soll  mit  seinen  ersten  Differentialquotienten  stetig  sein,  und 
es  sind  noch  die  Nebenbedingungen  zu  erfüllen: 

(2)  .     V=f{x,y,z)     I 

(3)  -g7  =  -^(^^  y.  ^)  J 

wir  nehmen  /  und  F  als  im  ganzen  Baume  gegebene  Functionen 
des  Ortes  an,  suchen  also  die  Ausbreitung  einer  ursprünglichen 
Gleichgewichtsstörung,  die  sich  möglicherweise  auch  auf  einen 
endlichen  Raumtheil  beschränken  kann,  ohne  Berücksichtigung 
von  sonstigen  Grenzbedingungen. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt  sich  allgemein  in  folgender 
Weise  durchführen: 

Wir  nehmen  irgend  einen  Punkt  p  mit  den  Coordinaten 
a^,  yi,  je?!  im  Räume  und  führen  um  diesen  Punkt  als  Mittel- 
punkt Polarcoordinaten  ein,  indem  wir 

X  —  a?!  =  r  sin  -ö"  cos  (p 

(4)  y  —  2/1=^  sin  %^  sin  9 

e  —  ^1  =  r  cos-ö" 

setzen.    Dann  erhalten  wir  nach  Band  I,  §.  42  (11) 

^o;      ^u—^     gra    "•    r^sin-ö-        d%'       "^  r«  sin« -ö-  8  9)« " 

Wenn  wir  diesen  Ausdruck  mit  dem  Oberflächenelement 
einer  Kugel  vom  Radius  r 

do  =  r^d(D  =  r«  mi^d%^  d<p 

multipliciren,  über  die  ganze  Kugel  integriren  und 

(6)  a  (r)  =  {-  j  Udm 
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setzen,  so  ergiebt  sieb,  da 


ist: 


J  Udcj  =  r 


r2    C 


4 
und  folglicb  aus  (1): 

eine  Gleicbung,  die  der  Form  nach  mit  der  der  schwingenden 
Saite  übereinstimmt. 
Setzen  wir  noch 


r 

4 


— -  J  F{x,y,^)dtD  =  0{r), 

so  sind  (p  (r),  <I^  (r)  Functionen  von  r,  die  zugleich  mit  /  und  F 
gegeben  sind,  aber  nur  für  positive  Werthe  von  r,  und  wir 
erhalten  nach  (2)  und  (3)  für  Ä  die  Nebenbedingungen 

(9)  Ä  =  9>(r),    |^  =  <P(r)  für  ^  =  0,    r>0. 

Dazu  kommt  aber  noch  aus  (6)  die  Bedingung 

(10)  ß  =  fl        für  r  =  0. 

Die  Bedingungen  für  die  Function  Sl  hängen  aber  auch  noch 
von  den  Coordinaten  x^^  y^,  Zi  ab,  und  wenn  man  £1  als  bekannt 
annimmt,  so  erhält  man  aus  (6) 

(11)  U{x„y„z,)  =  ^i^-i''^-- 

r  —  O        ^ 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  (7)  mit  den  Neben- 
bedingungen (9),  (10)  haben  wir  aber  im  §.  85  allgemein  durch- 
geführt. Es  ergiebt  sich  nach  der  dort  angewandten  Methode, 
wenn  q>  (r)  und  0  (r)  für  negative  Argumentwerthe  durch  die 
Gleichungen 
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(12)  ip{-r)  =  -  <)p(r),        a>(-r)  =  -  *(r) 
definirt  werden, 

(13)  a  =  \Mr+ct)  +  9('--cO]  +  ^  ^^{r)dr, 

und  die  Anwendung  von  (11)  ergiebt  mit  Rücksicht  auf  (12) 

(14)  U{x,,  y„  ^0  =  q>'{ct)  +  j  0{ct), 

wenn  9'  (r)  den  Di£Ferentialquotienten  von  9  (r)  bedeutet  *).    Aus- 
führlicher dargestellt  ist  nach  (4)  und  (8) 

(15)  j^(ct)  = 

%n        n 
t 


4 


I  d(p    ^m^dd'F{Xi-^ctsmd^cos(p^yi'-{-ctsm^sin(p^Zi-^ctcos^). 


d_ 

dt 


(16)  4Ä(p'(ce)  = 

^1  dq)\sin&dd'f{Xi-\^ctsm^cos%yi-\-ctBind'sm(p^0i'\-ctcos^) 

0        0 

Der  Ausdruck  (14)  für  U' setzt  sich  hiernach  aus  zwei  Theilen 
zusammen,  die  durch  (15)  und  (16)  dargestellt  sind.  Bezeichnen 
wir  zur  besseren  üebersicht  mit  |,  ly,  g  die  Cosinus*  der  Winkel, 
die  eine  vom  Punkt  p  auslaufende  variable  Richtung  mit  den 
Axen  einschliessen,  und  lassen  bei  der  Bezeichnung  der  Coordinaten 
des  Punktes  p  den  Index  1,  der  jetzt  nicht  mehr  nöthig  ist, 
wieder  weg,  so  können  wir  die  beiden  Bestandtheile  von  U  so 
darstellen 

(17)  U,  =  ~^^  [  F{x^ctl,  y-i-ctri,  g  +  ctt)da} 

(18)  U,=^  ^^t  |/(rr  +  c^g,  y^ctri,  £r  +  c<g)jd«, 

*)  Die  Wellengleichung  tritt  auch  in  der  Theorie  der  Luftschwingungen 
von  unendlich  kleiner  Amplitude  auf.  Die  Lösung  des  Problems ,  wie  sie 
in  (14)  enthalten  ist,  wurde  zuerst  von  Poisson  gegeben  (Mcm.  de  Pinstitut, 
Bd.  III;  „Mem.  sur  la  theorie  du  son"^  Journ.  de  P^cole  Polytechn.  VII, 
1807).  Auf  anderem  Wege  ist  sie  von  Riemann  in  den  „Vorlesungen* 
(3.  Aufl.,  S.  300),  von  Kirch  hoff  [Vorlesungen  über  Mechanik,  S.  317 
(1876)]  und  von  Liouville  (Journ.  de  Math.  1856)  abgeleitet. 
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%vorin  dann  dm  das  Flächenelement  der  Einheitskugel  bedeutet, 
und  die  Integration  über  die  ganze  Einheitskugel  zu  er- 
strecken ist. 

Es  ist    also  der    Zustand    ü   im  Punkte  p  in  einem 

Augenblicke  t  nur  abhängig  von  dem  Mittelwerth,  den 

die  Functionen  F^  /  und  die  Differentialquotienten  von 

y   auf   einer   um   p    mit    dem    Radius    et    beschriebenen 

Kugelfläche  haben. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  es  haben  die  Functionen  /,  F  nur  in 
einem  endlichen  Gebiete,  das  wir  das  Erschütterungsgebiet  nennen 
wollen,  von  Null  verschiedene  Werthe  und  bezeichnen  mit  r'  und 
r"  die  kleinste  und  grösste  Entfernung  des  Punktes  p^  den  wir 
ausserhalb  des  Erschütterungsgebietes  annehmen  wollen,  von 
diesem  Gebiete,  so  ist  U  nur  so  lange  von  Null  verschieden,  als 

r'  <:ct  <:  r" 

ist;  es  ist  also  dieser  Punkt  nur  in  dem  Zeitraum  von  t'  =r'/c 
bis  ^"  =  r"/c  im  Gleichgewicht  gestört,  und  man  kann  sich  also 
vorstellen,  dass  über  den  Punkt  p  in  der  Zeit  von  V  bis  t"  eine 
Welle  hinweg  geht,  und  nach  dieser  Zeit  befindet  sich  der  Punkt 
p  wieder  in  seinem  ursprünglichen  Zustande. 

Gehört  der  Punkt  p  dem  ursprünglichen  Erschütterungs- 
gebiet an,  und  ist  r"  die  grösste  Entfernung  von  p  von  der 
Grenze  des  Erschütterungsgebietes,  so  wird  er  in  der  Zeit  V  =  r'\/c 
in  die  Ruhelage  zurückgekehrt  sein.  Ist  also  das  anfängliche 
Erschütterungsgebiet  ein  einfach  zusammenhängender  Raum,  so 
wird  sich  nach  Verlauf  einer  gewissen  Zeit  eine  schalenförmige 
Welle  bilden,  die  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  ausbreitet.  Den 
Punkt,  in  dem  zuerst  wieder  Ruhe  eintritt,  und  den  Zeitpunkt, 
wann  dies  geschieht,  erhält  man,  wenn  man  den  Punkt  aufsucht, 
in  dem  die  grösste  Entfernung  r"  von  der  Grenze  des  Er- 
schütterungsgebietes einen  möglichst  kleinen  Werth  hat.  Ist 
z.  B.  das  ursprüngliche  Erschütterungsgebiet  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  a,  so  wird  die  vordere  Grenze  der  Erschütterung  mit  der 
Geschwindigkeit  c  fortschreiten.  Die  schalenförmige  Welle  wird 
im  Mittelpunkt  beginnen  und  zwar  zu  der  Zeit  t  =  a/c.  Die 
Dicke  der  Schale  ist  constant  =  2  a. 

Um  in  allgemeineren  Fällen  die  Grenze  des  Erschütterungs- 
gebietes in  einem  bestimmten  Augenblicke  t  zu  finden,  hat  man 
zu  der  Grenze  des  ursprünglichen  Gebietes  Parallelflächen  zu 
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construiren,  indem  man  auf  der  Normale  nach  beiden  Seiten  die 
Strecke  et  aufträgt. 


§.  121. 
Die  Differentialgleichung  für  die  gedämpfte  Welle. 

Wir    beschäftigen    uns   jetzt  mit  der  Integration    der    all- 
gemeineren Gleichung  (6),  §.  119,  die  wir  so  darstellen: 

Sie  geht  in  jene  Form  über,  wenn  wir  a^  =  f/i,  ß  =  2xXii 
setzen;  wir  wollen  c^^  a^,  ß  hier  als  positive  Constanten  betrachten, 
und  wenn  wir  daran  festhalten,  dass  c  eine  Geschwindigkeit  sei, 
so  ist  a  eine  Zahl,  ß  eine  reciproke  Zeit.    Diese  Gleichung  wäre 
für  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  einem  absorbirenden  Medium 
anzuwenden,  in  dem  die  Absorption  durch  den  Coefficienten   ß 
gemessen  wird.    Auch  die  Elektricitätsbewegung  in  Leitern  wird 
durch  diese  Gleichung  bestimmt    Setzt  man  a  =  1,  /J  =  0,  so 
erhält  man  die  Wellengleichung,  die  wir  im  yorigen  Paragraphen 
behandelt  haben.    Für  a  ==  0  erhalten  wir  die  Gleichung  für  die 
Wärmeleitung  (§.  32). 

Wir  betrachten  zunächst  den  speciellen  Fall  [§.  119  (7)], 
dass  die  Function  U  nur  von  einer  räumlichen  Coordinate  x  ab- 
hängig ist,  die  Gleichung  (1)  also  die  Form  annimmt: 

d^U  d^U  du 

Diese  Gleichung  gilt  für  die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  in 
einem  unbegrenzten  Medium.  Sie  gilt  auch,  wie  wir  später  noch 
genauer  begründen  werden  (§.  128),  unter  gewissen  vereinfachenden 
Voraussetzungen  für  die  Bewegung  der  Elektricität  in  Drähten, 
und  wird  aus  diesem  Grunde  auch  die  Telegraphengleichung 
genannt. 

Die  Gleichung  (2)  wird  auf  "eine  etwas  einfachere  Form  ge- 
bracht durch  die  Substitution 

(3)  ü  =  e    ^'u. 

Es  ist  dann 
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dt  -^    \dt    «*V' 

dt^  \dt*        ««  dt  "^a*    y' 

und  wir  erhalten  aas  (2) 

oder  wenn  man 

(5)  -j  a;  für  rr,  -g-  y  für  * 
setzt: 

(^)  8^-8^  +  ^  =  ^- 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Diffe- 
rentialgleichung der  schwingenden  Saite  durch  Anwendung  der 
Rie  mann 'sehen  Methode  integriren. 

Die  einfachste  Annahme  über  die  Nebenbedingungen  wäre 
die,  dass  U  und  dU/dt  für  ^  =  0  in  Functionen  von  x  über- 
gehen, die  für  alle  Werthe  der  Variablen  gegeben  sind.  Das- 
selbe gilt  dann  auch  für  u  und  du/dy  fiir  y  =  0.  Es  können 
aber  auch,  ähnlich  wie  bei  der  schwingenden  Saite,  noch  Grenz- 
bedingungen dazu  kommen.  Wir  wollen  zunächst,  wie  in  §.  90, 
die  Annahme  machen,  dass  an  einer  nicht  geschlossenen  Linie  c 
die  Function  u  und  ihr  nach  der  Normale  von  c  genommener 
Differentialquotient  du/dn  gegeben  sei.  Es  sind  damit  zugleich 
die  beiden  partiellen  Ableitungen  du/dx^  du/dy  an  der  Curve 
e  gegeben.    Wenn  wir  eine  particulare  Lösung  v  der  Gleichung 

(6)  annehmen,  also 

(^>  8-^-^-8^  +  "  =  ^ 

setzen,  so  ergiebt  sich 

/ö^u    _    c^u\  ___      /d^  _  dH\  _ 
^\dx^  dy^J       '^\dx^       dyy~ 

^  /    du         dv\        ^(    du         dv\ 

d  \v w^— )        d(v W--  ) 

\    8a?  dxj V_^/ dyl  ^  ^ 

dx  '  dy 

20* 
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§.  121 


und  daraus  durch  Anwendung  des  Gauss'schen  Satzes 

«)   K('S-l^)^»+("l?-l)H=''' 

Über  die  Begrenzung  eines  Gebietes,  in  dem  u,  v  stetige   Func- 
tionen mit  stetigen  Derivirten  sind. 

Um  ein  passendes  Gebiet  abzugrenzen,  nehmen  wir,   wie  im 
§.  90,  den  Punkt  p  mit  den  üoordinaten  x^^  yi,  für  den  die  Func- 
tion u  bestimmt  werden  soll,   und 
ziehen  von  ihm  aus  die  Geraden 


(9) 


Fig.  47. 


X  "  y  =  Xi  —  yi, 

^  +  y  =  ^  +  yi 

bis  zum  Schnitt  os,  ß,  mit  der  Curve 
c.  Auf  die  Begrenzung  des  drei- 
eckigen Gebietes  (a,  /J,  p)  (Fig.  47) 
wenden  wir  die  Integralformel  (8)  an. 
Nun  ist  dx  =  dy  auf  der  Linie 
x(a,  p)  und  dx  =  —  dy  auf  der 
Linie  (/3,  p),  und  das  Integral  (8) 
zerfallt  also  in  drei  Theile,  von  denen  der  erste  über  die  Curve  c 
erstreckt  ist: 

C 

—  l  (vdu  —  tidv)  —    I  (vdu  —  udv)  =  0. 

Wenn  es  gelingt,  die  particulare  Lösung  v  so  zu  bestimmen, 
dass  an  den  Linien  (9)  t;  =  1  ist,  so  ist  an  diesen  Linien  dv  =  0 
und  aus  (10)  folgt 

(11)  2Up  =  Ua-\-  Uß 


+ 


fr/    du         dv\.      ,    /   du         dvV]  , 

\\v u-^^]dy  -{-  (v 1*:^— )    dx, 

J  L\    äx         ex)    ^  ^   \   dy  dyj] 


wodurch  Up,  d.  h.  der  Werth  der  Function  u  in   dem   Punkte 
^1)  Vi  durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt  ist. 
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§.  122. 
Bestimmung  der  particularen  Lösung  v. 

Die  Anwendung  der  Formel  (11)  des  vorigen  Paragraphen 
setzt  die  Kenntniss  einer  Function  v  voraus,  die  den  Bedin- 
gungen genügt: 

die  an  den  beiden  Geraden 

(2)     (x  —  x^)  ~  (j/  -  y^)  =  0,      (x^  x^)  +  (t/  —  yO  =  0 

den  Constanten  Werth  1  hat,  und  in  dem  zwischen  diesen  Ge- 
raden enthaltenen  Winkelraum  (ajp/3)  (Fig.  47)  mit  den  ersten 
Derivirten  endlich  und  stetig  ist.  Diese  Bedingungen  sind  wesent- 
lich einfacher  als  die  für  die  Function  ü,  da  sie  nichts  mehr 
von  der  Curve  c  und  nichts  von  den  an  dieser  Curve  will- 
kürlich gegebenen  Bedingungen  für  u  enthalten. 

Um  die  Function  v  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  die 
Fimction 


(3)  z  =  V(y  -  yiY  -  {X-  x,y 

an  beiden  Linien  (2)  verschwindet,  und  in  dem  Gebiete,  in  dem 
V  zu  bestimmen  ist,  reelle  Werthe  hat,  weil  hier 

(y  —  Vi)  —  (^  —  ^i)  ^nd  (y  —  Vi)  +  (^  —  ^) 
beide  negativ  sind.    Wir  wollen  versuchen,  die  Gleichung  (1)  unter, 
der  Voraussetzung  zu  integriren,   dass  v  eine  Function  von   z 
allein  sei.    Es  ergiebt  sich  bei  dieser  Annahme 

dv  dv  X  —  Xy  dv dv  y  —  yi 

dx"  ~~ 


dz 

z      ^            dy       dz       z 

82  t; 

z  dz  (x — Xi)^       1  dv 

dx^ 

dz           z             z  dz  * 

d^v 
dy^ 

^Idv 

z  dz  (y  —  yi)^       1  dv 

dz            z              z  dz'* 

und  hiemach  geht  (1)  in  die  Differentialgleichung  mit  der  einen 
unabhängigen  Variablen  z  über: 
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d-  — 
0  dz 2dt^,       ^ 

de  z  dz  ~^  ' 

oder 

und  dies  ist  die  Differentialgleichung  für  die  Bessel'sche  Func- 
tion der  Ordnung  0  und  vom  rein  imaginären  Argument  iz 
[Bd.  I,  §.  68  (4),  §.  69  (13)] 

(5)         V  =  J(ie)  =  1  +  |-^  +  ^^^  +  ^,^,  g,  H , 

die,  wie  von  der  Function  v  verlangt  wurde,  für  ^gr  =  0  in  den 
Werth  1  übergeht. 


§.  123. 
Gegebener  Anfangszustand  im  unbegrenzten  Mitte). 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  dass  der  Anfangs- 
zustand für  alle  W.erthe  von  x  gegeben  sei,  dann  haben  wir  an 
Stelle  der  Gurve  c  die  a;-Axe  zu  setzen,  und  es  ist  also 

(1)  M=/(flj),       ^  =  Fix)     füry  =  0, 

• 

worin  f(x)  und  F(x)  gegebene  Functionen  von  x  sind. 

Die  Abscissen  der  Punkte  a,  ß  in  §.  121  (11)  sind  dann 
Xi  —  Vu  ^  -j-  Vi  ^^A  6s  ist  in  dem  Integral  dy  =  0  zu  setzen. 
Es  wird  fiir  y  =  0 

und  folglich  nach  §.  121  (11) 


»i  +  yi 


(3) 


2u(x,yi)  =f{x,  —  y,)  +  f{x^  +  y,)  +  j  vF{x)d. 


*i— yi 


«i  +  yi 


+y'ljS-^(^)'^^' 


worin 
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^4^  i  ^  —  1  4-  -^  4-         ^*  I 

^^  z  dz        2  "^  22.4    '    22.42.6    ' 

iur  ir  =  0  endlich  bleibt. 

Um  von  der  Bedeutung  dieses  'Resultates  eine  Anschauung 
zu  bekommen,  wollen  wir  annehmen,  die  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung sei  auf  ein  endliches  Gebiet  beschränkt.  Es 
seien  also 

f(x)  =  0,    F{x)  =  0,    wenn  x  <ihi  oder  x  >>  Aj? 

worin  Äi  und  h^  die  Abscissen  gegebener  Punkte  sind.  Wir 
nehmen  nun  einen  bestimmten  positiven  Werth  y^  von  j/,  d.  h. 
einen  bestimmten  Zeitpunkt.  Dann  zeigt  die  Formel  (3),  dass 
<*(^n  Vi)  =  0  ist,  wenn 

(.5)  a?i  <  Äj  —  j/i  oder  arj  >  Äj  -f  y,. 

Es  pflanzen  sich  also  die  beiden  Enden  der  Welle  mit  con- 
stanter  Geschwindigkeit  c/u  [§.  121  (5)]  nach  vorwärts  und 
nach  rückwärts  fort.  Dies  ist  ebenso  wie  bei  der  Differential- 
gleichung der  schwingenden  Saite  oder  bei  der  ungedämpften 
Welle.  Anders  aber  verhalten  sich  die  zwischenliegenden  Theile 
des  Mediums. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  yi  bereits  grösser  als  VaC^j  —  Ai) 
geworden,  und  betrachten  einen  Werth  von  oJi,  für  den 

Äa  —  J/i  <  ^1  <  Ai  +  ^11 

also  Xi  —  2/1  <  Ai  und  a^i  -f-  j/i  >  A-j,  so  sind  f(xi  —  yi)  und 
/{Xi  +  j/i)  gleich  Null  und  es  ergiebt  sich  aus  (3) 

(6)  2w,  =  j  vF{x)dx  +  yi\j  ^/W^^- 

Es  tritt  also  hier  zwischen  den  beiden  Enden  der  Welle 
nicht  wie  bei  der  schwingenden  Saite  eine  Region  der  Ruhe  ein, 
sondern  u  behält  auch  zwischen  beiden  Enden  einen  mit  der 
Zeit  veränderlichen  Werth. 

Es  haben  also  die  beiden  fortschreitenden  Wellen  kein  hin- 
teres Ende,  sondern  in  den  von  ihnen  überschrittenen  Gebieten 
stellt  sich  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  der  Gleichgewichts- 
zustand wieder  her.  Hierin  unterscheidet  sich  also  das  Problem 
der  gedämpften  Welle  wesentlich  von  dem  der  ungedämpften, 
und  nähert  sich  dem  der  Wärmeleitung,  von  dem  es  sich  wieder 
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durch  die  endliche  FortpäanzuDgsgeschwindigkeit  des  vorderen 
Endes  der  Welle  unterscheidet. 

Wenn  wir  in  der  Formel  (3)  die  Annahme  machen 

(7)  fix)  =  -  /(-  X),        F{x)  =  -  F{-  x\ 

so  ergiebt  sich  w^  =  0  für  x,  =  0  und  jedes  beliebige  yi.  Die 
Formel  (3)  entspricht  dann,  wenn/(a;)  und  F{x)  für  positive 
W^erthe  beliebig  gegeben  sind,  z.  B.  so,  dass  sie  nur  in  einem 
endlichen  Bereich  von  Null  verschieden  sind,  einer  Beflexion 
oder  Spiegelung  der  Welle  an  der  Ebene  a;  =  0. 

Bei  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  würden  diese  An- 
nahmen zutreffen,  wenn  in  dem  reflectirenden  Medium  der  Coeffi- 
cient  k  einen  sehr  grossen  Werth  hat,  im  Vergleich  zu  dem 
Werthe,  den  er  in  den  angrenzenden  Medien  hat.  Dann  hat 
man  die  elektrischen  Kräfte  in  den  spiegelnden  Medien  wenig- 
stens nahezu  als  verschwindend  anzunehmen.  Dies  trifft  bei  der 
Reflexion  an  Metallflächen  zu. 


§.  124. 
Willkürlicher  Anfangszustand  im  Räume. 

Die  allgemeine' Differentialgleichung  für  die  gedämpfte  Welle 
[§.  121  (1)],  in  der  wir  a  =  1  setzen: 

lässt  sich  auf  den  speciellen  Fall,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen behandelt  haben,  zurückführen,  nach  derselben  Methode, 
die  wir  im  §.  120  zur  Integration  der  Differentialgleichung  für 
die  ungedämpfte  Welle  angewandt  haben.  Wir  nehmen  einen 
willkürlichen  Punkt  p  mit  den  Coordinaten  x-^^  yi,  Zy  an  und 
bezeichnen  mit  r  den  Abstand  dieses  Punktes  von  einem  varia- 
blen Punkte,  ferner  mit  d(o  das  Oberflächenelement  der  um  p 
beschriebenen  Einheitskugel.    Ist  dann 

(2)  ß(r)  =  ^j[;d(», 

so  genügt  Ä  der  aus  (1)  abzuleitenden  Gleichung  (§.  120) 

(3)  ''^  87^=  .>-+2^W-' 
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ixnd  hierza  kommen  die  Bedingungen  für  den  Anfangszustand: 
für  ^  =  0,    r>0  :  Ä  =  ^  J/(^,y,^)dG>  =  g>  (r), 


dt 
xind  für  r  =  0 

Ä  ==  0. 


Demnach  setzen  wir 

(4)  ip(-r)  =  —  <p(r),        0{-r)  =  —  0(r), 

und  können  dann  unmittelbar  die  Formel  §.123  (3)  anwenden, 
in  der  die  Functionen  ip  und  O/c  an  Stelle  von/  und  l^' treten. 
Wir  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §.  121,  (3),  (5) 

(5)  2Sl  e/**  =  q>(r  +  et)  +  q>(r  —  et) 

r-\-ct  ^  r-\-ct 

r — et  r — et 

worin  v  die  in  §.  122  (5)  bestimmte  Function  von  js  ist,  und  js 
die  Bedeutung  §.  123  (2)  hat: 

(6)  J8  =  ^  yc2 1^  ^  {X  —  r)«. 

c 

Um  den,  Werth  von  U  im  Punkte  Xi^  y^,  ^i  zu  erhalten,  hat 
man  hieraus  den  Grenzwerth  von  H/r  für  r  =  0  zu  bilden, 
für  den  man  unter  Berücksichtigung  von  (4),  (6)  und  §.  123  (4) 
den  Ausdruck  erhält: 

(7)  U  =  e-K*  [ip'iet)  +  1  <P(cO  +  §1%  (et)  + 

0  0 

worin 

ß 


=  ci  y^ 


x^. 


Von  einem  ursprünglichen  endlichen  Erschütterungsgebiete 
geht  also  auch  hier  eine  nach  allen  Seiten  fortschreitende  Welle 
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aus,  die  eine  bestimmte  vordere  Grenze  hat.  Diese  Welle  ist 
aber  nicht  schalenförmig,  sondern  das  einmal  erschütterte  Gebiet 
geht  erst  allmählich,  und  in  endlicher  Zeit  nicht  YoUkommeD, 
in  den  ungestörten  Zustand  zurück  i). 


^)  Die  Integration  der  Differentialgleich  ang  für  die  gedämpfte  Welle 
ist  auf  verBchiedenen  Wegen  behandelt  von  Poincare,  Compt.  rend.  der 
Pariser  Akademie  117  (1893);  Picard,  ebend.  118  (1894);  Birkeland, 
ebend.  120  (1895)  und  Archive  de  Geneve  t.  34  (1895). 
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Lineare  elektrische  Ströme. 


§.  125. 

Transformation  der  Maxwell'schen  Gleichungen  auf 

krummlinige  Goordinaten. 

Um  auf  speciellere  Anwendungen  einzugehen,  ist  es  noth- 
wendig,  die  Maxwell'schen  Gleichungen  auf  ein  anderes  (krumm- 
liniges) Coordinatensystem  zu  transformiren,  wozu  die  Hülfsmittel 
in  §.  -90  des  ersten  Bandes  gegeben  sind. 

Es  seien  also  wie  dort  p^  g,  r  die  Parameter  von  drei  ortho- 
gonalen Flächenschaaren ,  und  die  Variablen  seien  so  gewählt, 
dass  die  Richtungen  der  wachsenden  p,  q,  r  ein  Rechts - 
System  bilden.     Es  sei  femer  das  Quadrat  des  Linienelementes 

(1)  ds^  =  edp^  +  c'dga  +  e^'drK 

Wenn  wir  mit  Ep^  Eg^  Er^  M^^  M^^  Mr  die  Componenten 
der  elektrischen  und  magnetischen  Kraft  in  den  Richtungen 
j),  g,  r  bezeichnen,  so  erhalten  wir  auf  Grund  von  Band  I, 
§.  90  (5)  aus  den  Formeln  I,  II,  §.  119  dieses  Bandes 

}f77\H~         dT—)-'   dt  +*«^-^i" 


Vee'  \     ^P  '^a       )  ^^ 
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c   (di7'Er _ 8V7_A\  =  _  ^Mz 

}f77'\    82  ör     J  ^   dt   ' 

(^^  ^f^\     CT  dp     )-      **  8*  ' 

c     fdfe'E,  _  dfeEp\  _  _     8i^ 

Ebenso  erhält  man,  wenn  man  den  Gauss' sehen  Integral- 
satz auf  ein  von  den  Flächen  p,  p  -\-  dp,  2,  2  +  dg,  r,  r  -\-  dr 
begrenztes  Volumenelement  anwendet: 

(4)     y^'iw^^l&^^^J^i^  +  ^d^ 

^  ^        ^  dp         ^         dq         ^         dr 

und  also  aus  §.  119,  III,  IV 


(5)  d\77'Ep       dje^^eEg        dfe^Er^  ^ 

^  ^  dp        '^        öq        ~^       dr 

,ß,  ■    d]'77Mp   ,   d^eMg   ,    d^ee'Mr        ^ 

or  cq         '         dr 


§.  126. 
Axial  symmetrisches  Feld. 

Wir  wollen  diese  Formeln  auf  den  Fall  anwenden,  dass  das 
Feld  um  die  x-Axe  symmetrisch  ist,  dass  also,  wenn  wir  Cylinder- 
coordinaten  einführen  und  demnach 
(1)  y  =  r  cosO"        ;er  =  rsin^ 

setzen,  der  Zustand  unabhängig  von  %•  werde. 

Es  ist  dann 

ds«  =  dx^  -\-  r^d^^  -\-  dr\ 
und  demnach  ist  in  den  Formeln  (2)  bis  (6)  §.  125 

durch 

X,    -O",    r,         1,    r2,     1 

zu  ersetzen.     Die  sechs  Gleichungen  (2),  (3)  §.    125  reduciren 
sich  auf  drei,  wenn  wir 

E»  =  0,    Mr  =  0,    M^  =  0 

setzen,  und  Ex-^  Er^  Ms^  =  M  von  O*  unabhängig  annehmen: 
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C2) 


r     CT  ot 

c   drM_      dEr    ,.,j^ 

(3)  /dE^        ^Er\_  dM 


xind  aus  (5)  §.  125  ergiebt  sich 

*^*^  dx    ^  r     dr         "' 

während  (6)  wieder  identisch  befriedigt  ist. 

Man  kann  hieraus  eine  einzige  Differentialgleichung  für  M 
herleiten,  wenn  man  die  erste  Gleichung  (2)  nach  r,  die  zweite 
nach  X  differentürt,  beide  von  einander  subtrabirt  und  (3)  benutzt: 

Hat  man  M  gefunden,  so  kann  man  Egn  Er  aus  den  Glei- 
chungen (2)  durch  Quadraturen  in  Bezug  auf  t  finden,  wenn  die 
Anfangswerthe  gegeben  sind. 

Ebenso  kann  man  Differentialgleichungen  für  die  übrigen 
Gomponenten  ableiten,  von  denen  wir  noch  die  für  E^  anführen: 

(6)  J        dr     ,    d^E^\  d^E^    ,    ,     ,     dE„ 

\    rdr      '     dx^  j         ^      dt^     ^  ^    dt 

Diese  Gleichung  ist  keine  andere  als  die  Gleichung  §.  119(2). 
Die  Gleichung  (5)  erhält  die  gleiche  Form: 

(7)  ca^I7=a^  — +  4^A^^, 
wenn  man  sie  nach  r  differentürt  und  dann 

(8)  •  '-^  =  rU 
setzt 

§.  127. 
Elektrische  Strömung  in  einem  Draht. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  das  Feld  aus  einem 
unbegrenzten  leitenden  Cylinder  mit  kreisförmigem  Querschnitt 
vom  Radius  B  besteht,  der  in  einem  sonst  unbegrenzten  Dielek- 
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tricum  liegt.  Die  Axe  dieses  Cy linders  ist  die  x-Axe.  Eb  bat 
dann  k  einen  constanten  positiven  VVerth,  so  lange  r  <  2J  ist 
und  es  ist  A  ==  0  für  r  >  R. 

Wir  fuhren  eine  sich  unmittelbar  bietende  particulare  Lö- 
sung an,  indem  wir  E^^  Er^  M  von  z  und  von  t  unabhängig  an- 
nehmen. Dann  sind  die  Gleichungen  (3),  (4)  und  die  zweite 
Gleichung  (2)  (§.  126)  befriedigt,  wenn  wir 

(1)  J&a:  =  COnst.  Er   =0 

setzen,  und  die  erste  Gleichung  (2)  ergiebt: 

TtjT       —  '2nXE:cr  ^  ^ 

Jf= —,        r  <  ü, 

c 

er 

wonach  M  an  der  Oberfläche  des  Cylinders  stetig  bleibt. 

Es  entspricht  diese  Lösung  einer  stationären  elek- 
trischen Strömung  in  einem  unbegrenzten,  gerade  ausgespannten 
Draht. 

Die  Annahme  (1)  entspricht  der  Voraussetzung,  dass  Er  bei 
dem  Uebergang  aus  dem  Draht  ins  Dielektricum  stetig  sei;  Er  ist 
aber  unstetig,  wenn  eine  elektrische  Flächenbelegung  auf  der 
Drahtoberfläche  angenommen  wird.  Dann  würde  man  Er  ausser- 
halb des  Dielektricums  nicht  =  0,  sondern  =  const./r  an- 
zunehmen haben,  wobei  sich  die  Gonstante  aus  der  Flächen- 
dichtigkeit der  Elektricität  bestimmt. 

Nach  Bd.  I,  §.  151  ist  k  Ex  die  Dichte  des  Leitungs- 
stromes, und 

(3)  j  =  [jiExdq  =  2nk  [  rE^dr 

0 

die  Intensität  oder  Stromstärke  des  Leitungsstromes. 
Bezeichnen  wir  mit  w  den  Leitungswiderstand  der  Längen- 
einheit, mit  q  den  Querschnitt  des  Drahtes,  so  ist  [Bd.  I,  §.  165  (8)] 

(5)  «'i  =  Ij  -Exd«  =  ;^  j  rE^dr 
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Lxnd  in  (1)  ist  also  die  Gonstante  bestimmt  durch 

C6)  E^  =  wj. 

Die  Formeln  (3)  und  (5)  gelten  aber  auch  in  dem  Falle,  wo 
JEx  und  mithin  auch  j  nicht  constant  ist,  und  dienen  dann  als 
Definition  von  j.   Durch  j  wird  aber  nach  Bd.  I,  §.   151    haupt- 
sächlich die  durch  den  elektrischen  Strom  übertragene  Energie 
gemessen,  die  als  Joule 'sehe  Wärme  oder  in  anderer  Form  auf- 
tritt und  Verwendung  findet;  tvj^  ist  die  in  der  Längeneinheit  des 
Drahtes  entwickelte  Joule'sche  Wärme  (falls  von  dem  Energie- 
verlust  der  quer  verlaufenden  Ströme  abgesehen  wird)  und  es 
kommt  daher  vor  allem  auf  die  Kenntniss  von  j  an.    Nach  der 
Definition  (5)  ist  j  eine  Function  von  nur  zwei  Variablen  t  und 
X.    In  aller  Strenge  lässt  sich  aber  die  Bestimmung  von  j  nicht 
trennen   von    der    Bestimmung    der    Kraftcomponenten    für    das 
ganze  Feld,  die  von  drei  Variablen  ^,  x  und  r  abhängen.     An- 
genähert ist  dies  aber  unter  gewissen  Voraussetzungen  möglich, 
wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 


§.  128. 
Selbstinduction. 

Wir  multipliciren  die  Gleichung  (6),  §.  126  mit  rdr  und 
integriren  von  0  bis  B,  Dadurch  erhalten  wir,  mit  Rücksicht 
auf  §.  127  (3): 

und  unsere  Annahme  besteht  nun  darin,  dass  wir  in  dieser  Glei- 
chung das  erste  Glied 

vernachlässigen  dürfen.     Dann  ergiebt  sich  für  j  die  Gleichung 

also  dieselbe  Gleichung,  mit  deren  Integration  wir  uns  in  §.  121 
beschäftigt  haben,  und  für  die  wir  bereits  dort  den  Namen  der 
Telegraphengleichung   gebraucht   haben.     Sie  enthält  nur  noch 
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die  eine  unbekannte  Function  j  und  die  beiden  unabhängigen 
Variablen  rr,  t^). 

Wir  wollen  versuchen,  uns  eine  Vorstellung  davon  zu  bilden, 
inwiefern  wir  berechtigt  sind,  das  Glied  (2)  in  der  Gleichung  (1; 

*)  Nach  der  vor -Max  well 'sehen  Theorie  der  elektrischen  Ströme 
erhält  man  diese  Gleichung  auf  folgendem  Wege  (Heaviside,  On  the 
extra  current.    Electrical  Papers  Vol.  I,  p.  93): 

Es  sei  Q  die  Elektricitätsmenge ,  die  vom  Anfangspunkt  der  Zeit  bis 
zur  Zeit  t  durch  einen  Querschnitt  des  Drahtes  mit  der  Abscisse  x  ge- 
flossen ist.  Dann  ist  "bQ/bt  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene,  in  dem 
Zeitelement  dt  durch  diesen  Querschnitt  geflossene  Elektricitätsmenge, 
d.  h.  nach  der  älteren  Theorie,  die  Intensität  j  des  im  Drahte  fliessenden 
Stromes.    Also  ist  ' 

•^      ^t 

Wenn  nun  C  die  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Capacität  des 
Drahtes  ist,  so  ist  Cdx  die  Elektricitätsmenge,  die  erforderlich  ist,  um  in 
dem  Element  dx  das  Potential  v  um  die  Einheit  zu  erhöhen.   Es  ist  hiernach 

^  ^x  ^  Zx  ^r 

Die  in  dem  Element  dx  thätige  elektromotorische  Kraft  entspringt 
zum  Theil  aus  der  Spannungsdifferenz,  die  dazu  den  Beitrag  {—'bv/bx)dx 
giebt  und  der  elektromotorischen  Kraft  der  Selbstinduotion  —  s  {bj/^t)  dx, 
wenn  8  der  auf  die  Längeneinheit  bezogene  Selbstinductions-Goeffi- 
cient  ist;  und  wenn  w,  wie  oben,  der  Widerstand  der  Län(^eneinheit  des 
Drahtes  ist,  so  ergiebt  sich  nach  dem  Ohm' sehen  Gesetz: 

Eliminirt  man  v  aus  a)  und  b),  so  folgt: 

'  ^x^  ^t*    '  öi 

Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  Gleichung  (3)  überein,  wenn  wir 
setzen : 

d)  /A6  =  c*Os,        An/uX  =  c^Cw. 

Hierbei  ist  c  die  Lichtgeschwindigkeit;  C,  8,  w  sind  die  Capacität, 
der  Selbstinductionscoefficient,  Widerstand  der  Längeneinheit. 

Hier  ist  A  in  elektrostatischem  Maass  ausgedrückt.  In  den  Prodacten 
(75,  Cw  ist  die  Maasseinheit  gleichgültig.  Wenn  man  aber  X  in  elektro- 
magnetischem Maasse  ausdrückt,  so  wird  einfacher: 

e)  4  71  ^A  =  Cw. 

Der  bedenklichste  Punkt  in  dieser  Theorie  ist  der,  dass  das  Potential 
V  nicht  allein  von  der  in  dx  enthaltenen  Elektricitätsmenge,  sondern  von 
der  ganzen  elektrischen  Vertheilung  abhängt,  und  dass  also  auch  die  Capa- 
cität nicht  constant,  sondern  von  dieser  Vertheilung  abhängig  ist. 
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« 

^wegzulassen.    Es  genügt  dazu  nicht,  dass  dieses  Glied  an  sich 
klein  sei,   sondern  es    muss  klein   sein  im   Vergleich  zu  einem 
Werth,  den  wenigstens  eines  der  anderen  Glieder  der  Gleichung 
(1)  annehmen  kann,  wenn  die  Gleichung  (3)  nach  der  Vernach- 
lässigung kleiner  Glieder  noch  irgend  einen  Inhalt  haben   soll. 
Bei  den  nicht-magnetischen  Metallen  können  wir  dabei  fi  nahezu 
gleich    1    annehmen.     Wir   denken    uns   jetzt    den    Radius    des 
Drahtes  sehr  klein,  jedoch  so,  dass   die  Stromintensität  j  und 
der  Widerstand  w  endliche  Werthe  behalten.    Es  müssen  dann 
die  Schwankungen   von  Ex    innerhalb    eines    Querschnittes    hin 
länglich    klein    sein,    wenn    die    Vernachlässigung    von    (2)   ge- 
stattet sein  soll.  Um  dies  etwas  genauer  auszudrücken,  bezeichnen 
wir  mit  (dj/dt)  einen  mittleren  Werth  des  Differentialquotienten 
dj/dt  in  dem  Bereich  der  Variablen  x^  t^  in  dem  die  Differential- 
gleichung (1)  angewandt  werden  soll,  dann  ist  die  Gleichung  (3) 
zulässig,  wenn  der  Quotient 

.     dEx 

(4)  ^' 


m 

für  r  =  R  eine  gegen  1  zu  vernachlässigende  Zahl  ist. 
Hierin  können  wir  nun  nach  §.  127  (6) 


\dtj  ~  w  \  dt) 


setzen,  worin  (dEx/dt)  einen  mittleren  Werth  von  dEx/dt  im 
Bereich  der  Variablen  Xy  t  und  r  <i  R  bedeutet    Wenn  wir 

(5)  tOm  =  C^W 

setzen,  so  ist  Wm  der  Widerstand  der  Längeneinheit  des  Drahtes, 
in  elektromagnetischem  Maasse  ausgedrückt,  und  die  Zahl, 
die  klein  sein  muss,  ist  also: 

dEx 


(6) 


v)mr 


dr 


Nehmen  wir  beispielsweise  an,  es  sei  Ex  in  Bezug  auf  t 
und  r  periodisch  mit  den  Perioden  T  und  L  (ohne  damit  sagen 
zu  wollen,  dass  diese  Annahme  mit  der  Differentialgleichung  ver- 
träglich sei),  setzen  wir  also 

Riemann-Weber,  Partielle  Differentlalgleichangen.    II.  21 
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Ex  =  Ä  cos  -jfT  cos  -^r- » 

T  L 

worin  Ä  von  r  und  t  unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich,  dass 

L 

eine  kleine  Zahl  sein  müsste.  Hierin  in  u^mi^  der  elektro- 
magnetisch gemessene  Widerstand  eines  Drahtstückes  von  der 
Länge  i2,  der  durch  eine  Geschwindigkeit  gemessen  wird,  und 
dieser  Widerstand  muss  also  klein  sein  im  Vergleich  zu  L/T, 
was  wir  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  angenommenen 
Wellenbewegung  bezeichnen  können. 


§.  129. 

Integration   der  Telegraphengleichung   durch   die 
Methode  der  Particularlösungen. 

Im  §.  121  haben  wir  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen nach  der  Biemann'schen  Methode  behandelt  und  unter 
gewissen  Voraussetzungen  über  die  Nebenbedingungen  integrirt. 
Es  bietet  aber  die  Behandlung  nach  der  Fourier^schen  Me- 
thode neue  Gesichtspunkte  und  soll  hier  daher  noch  kurz  be- 
sprochen werden.  Wir  suchen  also  zunächst  particulare  Lösungen 
der  Differentialgleichung 

indem  wir  setzen 

(2)  j  =  ^e«<«*  +  ^«), 

worin  A,  a,  ß  reelle  oder  imaginäre  Constanten  sind.  Um  diesen 
und  allen  daraus  abgeleiteten  Ausdrücken  eine  physikalische 
Bedeutung  zu  geben,  braucht  man  nur  den  reellen  Theil  bei- 
zubehalten. 

Die  Differentialgleichung  (1)  wird  durch  den  Ausdruck  (2) 
befriedigt,  wenn  die  Constanten  a,  ß  der  Bedingung  genügen  : 

(3)  iiEß^  —  4:n^Xiß  -^  a^c*  =  0. 

Wir  wollen  zunächst  a  reell  annehmen.  Dann  ist  die  durch 
(2)   dargestellte    Function   j    in   Bezug   auf  x  periodisch.      Die 
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Periode  2  3r/a  heisst  die  Wellenlänge;  ß  wird  aus  der  quadra- 
tischen Gleichung  (3)  bestimmt,  aus  der  sich 


ergiebt 

Man  erhält  also  zwei  Werthe  /3i,  /S,  für  /3,  und  die  beiden 
Werthe  ißi^  iß^  sind  entweder  conjugirt  imaginär,  wenn 

oder  reell,  wenn 

(6)  «•<^. 

immer  aber  sind  die  reellen  Theile  von  iß^^  iß^  negativ.  Es 
findet  also  eine  zeitliche  Dämpfung  des  anfangs  vorhan- 
denen periodischen  Zustandes  statt,  im  ersten  Fall,  (5),  unter 
immer  schwächer  werdenden  zeitlichen  Oscillationen ,  im  zweiten 
Falle,  (6),  ohne  Oscillationen. 

Wenn  ein  beliebig  gegebener  Anfangszustand  durch  die 
particulare  Lösung  (2)  dargestellt  werden  soll,  so  können  wir 
a  alle  reellen  Werthe  von  —  qo  bis  -|-  ^  durchlaufen  lassen 
und  dann  den  Fourier'schen  Lehrsatz  anwenden.  Wir  haben 
dann  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass  j  und  djldt  für  t  =  0  in 
gegebene  Functionen  von  x  übergehen ,  die  wir  mit  ^o  (^)i  io  (^) 
bezeichnen.  Wir  setzen  nach  (2),  indem  wir  mit  A^t  Äf  Func- 
tionen von  a  bezeichnen: 

r 

(7)  j=      (Ac</*>' +  ^c'^Oe^'d«, 

—  00 
■f-  00 

—  00 

und  wenn  wir  den  Fourier'schen  Lehrsatz  in  der  Form  an- 
wenden (§.  76): 

4-00        +00 

(9)  fix)  =^^  du  j/(|) e*«(-& dl, 

—  00  —00 

so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Functionen  A^^  A^  die  beiden 
Gleichungen: 

21* 
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+  » 


(10) 


^i  +  ^s  =  2^|;«(S)«-'«^d| 

—  go 

+  00 

/Ji  ^i  +  /Ja  ^»  =  -  ^  j  ji  (I)  e-'"«  d l 


00 


Die  zweite  Annahme,  die  wir  machen,  wenn  nicht  der  An- 
fangszustand, sondern  eine  bestimmte  Form  der  Abhängigkeit 
von  der  Zeit  gegeben  ist,  besteht  darin,  dass  ß  reell,  also  die 
particulare  Lösung  (2)  in  Bezug  auf  die  Zeit  periodisch  ist  Die 
Periode  2  7t/ß  heisst  dann  die  Schwingungsdauer.  Aus  (3)  er- 
giebt  sich 

(11)  ca  =  ^iiaß^  —  4n(iliß. 

Es  ist  also  a  weder  reell  noch  rein  imaginär  (ausser  für 
ß  =  0).  Wählen  wir  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  in  (11> 
so,  dass  der  reelle  Theil  von  ia  negativ  wird,  so  verschwindet 
der  Ausdruck  (2)  für  j  für  unendlich  grosse  positive  x  und  wird 
unendlich  für  unendlich  grosse  negative  x. 

Zur  Erhaltung  dieses  Zustandes  ist  eine  fortwährende  Zufuhr 
von  Energie,  eine  Erregung  nothwendig,  die  wir  uns  auf  der 
Seite  der  negativen  x  im  Unendlichen  denken,  und  die  wir,  da- 
mit ihr  Einfluss  im  Endlichen  noch  merklich  sei,  unendlich 
gross  annehmen  müssen. 

Einen  allgemeinen,  dieser  Vorstellung  entsprechenden  Aus- 
druck erhalten  wir,  wenn  wir  Ä  als  eine  willkürliche  Function 
von  ß  annehmen,  und  das  Integral  bilden 

+  00 

(12)  j  =  [^e»(«^+^*)d/J, 


—  00 


und  nun  kann  man  die  Function  A  etwa  so  bestimmen,   dass  j 
für  X  =  0  eine  gegebene  Function  von  t  wird. 


§.  130. 
Bestimmung  des  elektromagnetischen  Feldes. 

Ist  j  durch  Integration  der  Gleichung  (3),  §.  128  als  Func- 
tion von  X  und  t  bekannt,  so  bleibt  noch  übrig,  den  Zustand  des 
ganzen  elektromagnetischen   Feldes  zu  ermitteln.     Dazu  genügt 
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die  Kenntniss  der  magnetischen  Kraft  Jlf,  die  als  Function   von 
^,  X  und  t  zu  bestimmen  ist.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

Cl)  rJf=P, 

so  ergeben  die  Gleichungen  §.  126  (2),  (5): 

(2)  c_  =  -e-g-^^  -4«ArÄ., 

und  für  den  Raum  des  Dielektricums,  wo  A  =  0,  e  =  ^  =  1  ist: 

(3)  "  V'"ä7  7()T  +  äi^j  =  äF' 

Die  Gleichung  (2)  wollen  wir  zwischen  den  Grenzen  0  und 
jB  integriren  und  erhalten,  da  M  und  um  so  mehr  P  für  r  =  0 
verschwindet,  wenn  wir  mit  Po  den  Werth  von  P  für  r  ^=^  R 
bezeichnen,  mit  Rücksicht  auf  §.  127  (3) 

worin  sich  c  und  k  auf  den  Draht  beziehen.  Denken  wir  uns  j 
als  Function  von  x  und  t  bekannt,  so  ist  die  Gleichung  (4)  eine 
Grenzbedingung,  die  sich  auf  r  =  ü  bezieht.  Wenn  wir  aber 
i2  als  unendlich  klein  annehmen,  so  können  wir  unter  P^  auch 
den  Werth  von  P  für  r  =  0  verstehen ,  und  wir  werden ,  wenn 
wir  die  Gleichung  (3)  mit  dieser  Grenzbedingung  integriren,  eine 
Lösung  erhalten,  die  für  Werthe  von  r,  die  im  Vergleich  zu  R 
gross  sind,  eine  brauchbare  Annäherung  giebt. 

Ausserdem  wollen  wir  noch  die  Bedingung  hinzu- 
nehmen, die  wir  im  Falle  des  stationären  Zustandes 
bewährt  gefunden  haben,  dass  P  für  r  =  oo  nicht  un- 
endlich werden  soll. 

Um  die  Differentialgleichung  (3)  zu  integriren,  suchen  wir 
particulare  Integrale.     Wir  setzen 

(5)  P  =  e«(«*+.'*«C, 

worin  a,  ß  Gonstanten  sind,  und  Q  eine  Function  von  r  allein 
sein  soll.    Dadurch  ergiebt  sich,  wenn 

(6)  y2  =  «2  _  ^^ 

gesetzt  wird,  für  Q  die  Differentialgleichung 

(7)  rAl-^-y««2=0. 
^  ^  dr  r    dr        '    ^ 
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Wenn  wir  hierin 

(8)  C  =  r^ 

setzen,  so  erhalten  wir  durch  Integration  nach  r,  wobei  die 
additive  Gonstante  Null  gesetzt  werden  kann,  für  V  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

(9)  JL_Jl!L_y25r=o 
^  ^  r      dr  ' 

oder 

Dies  ist  aber  die  BesseTsche  Differentialgleichung  mit  den 
beiden  particularen  Integralen  J(iyr)^  K{iyr),  und  nach  Bd.  I^ 
§.  73  (5),  (6)  hat  diese  Gleichung  also  auch  ein  particulares 
Integral  der  Form:  

(11)  ^=e^rryjLs(2yr). 

Ein  zweites  particulares  Integral  erhält  man  daraus,  wenn 
man  y  in  — y  verwandelt.  Da  aber  5**  für  ein  unendlich  grosses 
r  nicht  unendlich  werden  darf,  so  können  wir,  so  lange  wenig- 
stens y  nicht  rein  imaginär  ist,  nur  das  eine  dieser  beiden 
Integrale  beibehalten,  nämlich  das,  in  dem  y  einen  positiven 
reellen  Theil  hat.  Dann  verschwindet  W  für  ein  unendliches  r. 
Denn  8{g)  hat  für  ein  unendliches  jer,  wie  im  §.  75  des  ersten 
Bandes  nachgewiesen  ist,  einen  endlichen  Werth. 

Im  Bd.  I,  §.  74  haben  wir  die  Entwicklung  gefunden 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

V  2vlogief  +  l  — 2i/c.  /^y 

und  wenn  man  hierin  e  =  2yr  setzt,  so  erhält  man  einen  Aus* 
druck,  der  in  (5)  für  Q  gesetzt  werden  kann.  Der  Werth  von 
Q  wird  also  =  1   für  ;?  =  0.     Diese   Function    Q  kann  dann 
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noch  mit  einem  Factor  multiplicirt  werden,  der  eine  willkürliche 
Function  von  ex,  ß  ist. 

Nehmen  wir  als  einfachstes  Beispiel  für  j  einen  der  Aus- 
drücke anB  §.  129: 

(13)  j  =  ^c»(««+/*'> 

mit  der  Bedingung: 

14)  ^sß^  —  Ax^Xiß  —  a^c^  =  0, 

so  ergiebt  sich  aus  (4) 

(15)  cPo  =  -2a(i  +  ^)  e<(-+.^'), 

und  folglich,  wenn  Q(ig)  die  durch  (12)  deiinirte  Bedeutung  hat: 

(16)  cP  =  — 2^(l  +  J^^^'^"""^^*^  Ö(y^), 

worin  y>  =  a>  —  ß^  zu  setzen  und  y  mit  positivem  reellem  Theil 
zu  nehmen  ist  Ä  kann  dann  auch  eine  complexe  Gonstante 
sein,  und  um  einen  Ausdruck  mit  realer  Bedeutung  zu  erhalten,  hat 
man  für  P  den  reellen  Theil  des  Ausdruckes  (16)  zu  nehmen. 
Diese  Ausdrücke  kann  man  dann  wie  im  §.  129  summiren,  und 
kann  so  z.  B.  einen  willkürlich  gegebenen  Anfangszustand  im 
Drahte  berücksichtigen.  Soll  auch  noch  ein  gegebener  Anfangs- 
zustand im  Felde  befriedigt  werden,  so  muss  man  eine  Lösung 
der  Gleichung  (3)  hinzufügen,  die  für  r  =  0  verschwindet  und 
gegebenen  Anfangswerthen  von  Jlf  und  dM/dt  entspricht.  Man 
setzt,  um  die  Methode  von  §.  120  anwenden  zu  können,  im 
§.  126  (7) 


=  1 


rüdr, 

0 

oder,  was  dasselbe  ist 

^  ~   rdr  ' 

und  hat  dann  auch  gegebene  Anfangswerthe  von  ü  und  dU/dt. 
Diese  Lösung  lässt  sich  auch  durch  BesseTsche  Functionen 
mit  reellem  Argument  darstellen. 

Wollen  wir  die  elektrische  Componente  Ex  an  irgend  einer 
Stelle  des  Feldes  bestimmen,  so  führt  dazu  die  erste  Gleichung 
(2),  §.  126,  die  hier  so  lautet: 


(17) 


c  drM       dE: 


X 


r    dr  dt 
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Setzen  wir  hierin  nach  (5) 

(18)  rM  =  P  =  e»(««  +/*o  Q, 
so  folgt  durch  Integration  in  Bezug  auf  t : 

(19)  £,  =  -  -^-  ^  c*(«-+^*), 
^    ^  tßr  dr  ' 

und  nach  (7)  und  (8)  ist 

also  erhalten  wir 

(20)  -B.  =  —  ^'  c<(«^+/**>  W. 

Diese  Kraft  ist  es,  die  in  einem  etwa  an  der  Stelle  x^  r  an- 
gebrachten, zu  dem  ersten  parallelen  Draht  eine  inducirende 
Wirkung  hat,  und  die  Formel  (11)  zeigt,  nach  welchem  Gesetz 
diese  Induction  mit  wachsender  Entfernung  r  der  beiden  Drähte 
abnimmt. 

§.  131. 

Nachweis  der  Uebereinstimmung  der  beiden   Lösungen 

der  Telegraphengleichung. 

Die  Lösung  der  Telegraphengleichung  bei  gegebenem  Anfangs- 
zustand, die  wir  im  §.  129  (7),  (10)  gefunden  haben,  hat  eine  ganz 
andere  Form,  wie  die  durch  die  Rie  mann 'sehe  Methode  (§.  123) 
erhaltene,  obwohl  die  Grenzbedingungen  ganz  dieselben  sind. 
Es  ist  nun  von  Interesse,  diese  beiden  Resultate  mit  einander 
zu  vergleichen  und  auf  einander  zurückzufuhren. 

Zu  diesem  Zweck  stellen  wir  zunächst  die  beiden  Formen 
zusammen.  Es  handelt  sich,  wenn  wir  die  geeigneten  Variablen 
einführen,  um  die  Integration  der  Differentialgleichung: 

w  gr«-8F  +  ^  =  ^ 

unter  der  Bedingung,  dass 

(2)  füry  =  0:    u=f(x),       ^  =  F(x) 

sei,  wo  f{x)  und  F{x)  gegebene  Functionen  von  x  sind. 

Der  Lösung,  die  wir  im  §.  123  (3)  erhalten  haben,  geben  wir 
die  folgende  Form,  indem  wir  x^,  y^  durch  x,  y  und  die 
Integrationsvariable  x  durch  £  ersetzen: 
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(3)  2«=/(a;-y)+/(a;  +  y) 

x+y  ac  +  V 

X — y  X — V 

"Worin 


(4)  ^  =  Vy»  —  {X—  1)-^ 

(5)  i;  =  «/"(iif)    (Bessel'sche  Function), 
und  hierfür  können  wir  auch  setzen 

(6)  2«  =  j  t;F(«d|  +  ^  I «/(l)d|. 

x—y  x—y 

Die  Gleichung  §.  129  (1)  geht  aber  in  (1)  über,  wenn  wir 

c  =  1,    ^  =  1,     £  =  1,     2jnrA=l,    j  =  €r'*u 

setzen  und  dann  y  für  t  schreiben.    Die  Gleichung  §.   129   (3) 
wird  jetzt 

ßi  —  2iß  —  u^  =  0 

und  ergiebt  

iß  =  —  l±  i^a^  —  h 

Hiernach  erhalten  wir  aus  §.  129  (7),  wenn  wir 

Ä  =  A^  +  Ä^,    B  =  i{Ai  —  Ai) 
setzen: 

+  • 

(7)  u=  \[Ä  cosyyaa_  i  4.  Bsiny^a^  —  l]e«'«*da, 

— 00 

und  für  die  Functionen  Ä^  B  von  a  erhält  man  aus  §.  129  (10) 
oder  aus  dem  Fouri  er 'sehen  Lehrsatz  (§.  76): 

+  00 

(8) 


«0 
+  00 


also: 


27C\a^  —  1  J 

00 


(9)  2w   = 

+  •    +  00  r 

/(l)  cosy>/^^?^l  +  -^JL  siny  V^^i^ 

ya2 — 1 


+  •  +00 


OD        —  00 
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Dies  können  wir  endlich  auch  so  darstellen: 
(10)  2«  =  i  fV«  fdl  Fi^l^^ME^  e'-<-ö 

^  «J      J  V«»  — 1 


—  OD  — 00 

4-00  •(-  OD 


«  8y  J        J  Va»  -  1 


—  00 


Zum  Nachweis  der  Uebereinstimmung  von  (6)  und  (10)  ge- 
nügt es  also,  wenn  für  eine  willkürliche  Function  /(f)  die 
Richtigkeit  der  Relation 

(11)  ij  d«jdi/(i)^^BM£z--i«<-(«-ö=jt,/(i)di 

—  00       —  00  '  «  — y 

bewiesen  werden  kann,  in  der  v  durch  (4)  und  (5)  bestimmt  ist. 
Der  Beweis  dieser  Formel  lässt  sich    mit  Hülfe   eines  be- 
stimmten   Integrals    aus    der   Theorie  der  Besser  sehen  Func- 
tionen führen. 

Wir  haben  nach  Bd.  I,  §.  68  (6): 

(12)  J(X)  =r  -L    f  g.xooB«  da) 


—  n 


und  daraus,  wenn  r,  9  gegebene  Grössen  sind: 

n 

(13)  I  J{r  sin  q>  sin  %)  g^roosycoi^  ^\^  ^  d»  = 

0 

__    (     L<r(oo«9cof^+>in9fiii^cota)    siU^  d^  dfO. 

2^  J    J 

0    —n 

Wir  wollen  nun  9,  d-  als  Seiten,  oi  als  den  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkel  in  einem  sphärischen  Dreieck  (abc) 
(Fig.  48)  betrachten,  so  dass,  wenn  0  die  dem  Winkel  to  gegen- 
überliegende Seite  bedeutet, 

(14)  CO8  0  =  cosqp  cos-ö"  -\-  sin 9  sin-^  cos© 

ist,  während  %m^  d&  da  =  do  ein  Flächenelement  bei  c  auf 
der  Einheitskugel  ist.     Demnach  ergiebt  das  Integral  (13) 
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n 

[  /(r  sin  9  sin^)  ^'•■«»■^'«»■^  sin-^  d^  =  ^  j  e**'«»"*  do, 

0 

worin  die  Integration  nach  do  über  die  ganze  Eugelfläche  aus- 
zudehnen ist. 

Nehmen  wir  aber  den  Punkt  h  als  Pol,  so  können  wir  dafür 
setzen,  wenn  i2  den  der  Seite  ^  gegenüberliegenden  Winkel  be- 
deutet : 

(15)  ^  f  f  e»>oo.«8in©d©dÄ  =  ?^lli:^-^, 

0     — Ä 

und  wir  haben  also,  wenn  wir 

r  cos  9  =  m,    r  sin  9)  =  n,    cos  -Ö*  =  A 

setzen,  nach  (13)  die  lutegralformel : 

+1 


,.6)        \  A.vr^).-M,  =  .^-^^-. 


—  1 


Diese  Formel  ist  zunächst  für  reelle  m,  n  bewiesen;  da  aber 
auf  beiden  Seiten  durchaus  eindeutige,  endliche  und  stetige 
Functionen,'  auch  für  complexe  tn,  n  stehen,  so  muss  diese 
Gleichung  eine  Identität  sein,  und  wir  können  darin  also  auch 
m,  n  irgendwie   complex  annehmen.     Setzen  ^xa,  48. 

wir  also  m  =  —  «y,  n  =  iy,  und  dann  noch 
X  für  yA,  so  folgt: 

sin  t/Va^  — -~1 
(17)  'V  = 

y«»  —  1 


1  j  J{i}lf~Y^)  6-«^  dA. 


— y 

Dies  wenden  wir  an  zur  Umformung  des  Ausdruckes 

+  00  +• 


(18) 


09         —00 


Wenn  wir  darin  die  Integrationsfolge  vertauschen,  und  für 
den  sinus  den  Ausdruck  aus  (17)  einsetzen,  so  folgt: 
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(19)  U=  ^  f/(S)d|  jdajdA  JO  V^^:=I^)e'«K.-«)-fl, 

—  00  —00      — y 

und  nach  dem  Fourier'schen  Lehrsatz  [§.  129  (9)]  ist: 

+  00       +y 

(20)  -^{da  {dkJ  (i  Vy2  —  A«)  c«««*-«)-^! 


—  OD       — y 


=  J[i  Vy'  —  (a?  —  S)' J    wenn  (x  —  g)«  <  y«, 
=  0  wenn  {x  —  |)*  >  y*. 

Demnach  folgt  aus  (19): 

«+v 
(21)  tr  =  j/(S)  J  [»•  Vy«  -ix-  |)»J  dS, 

«— y 

wodurch  die  Formel  (11)  bewiesen  ist 


Siebenzehnter  Abschnitt 

Reflexion  elektrisoher  Sohwlngungen. 


§.  132. 
Reflexion  ebener  elektromagnetischer  Wellen. 

Die  elektromagnetischen  Grundgleichungen  haben  sich  am 
besten  bewährt  bei  der  Anwendung  auf  die  Theorie  der  Versuche, 
die  Hertz  über  die  Fortpflanzung  elektrischer  Wellen  angestellt 
und  durch  die  er  alle  wesentlichenJIEigenschaften  der  Licht- 
erscheinungen auch  an  elektrischen  Wellen  nachgewiesen  hat. 
Um  einen  Ausgangspunkt  für  die  Theorie  dieser  Erscheinungen 
zu  gewinnen,  betrachten  wir  zunächst  einen  ganz  einfachen  Fall. 

In  einem  unbegrenzten  Felde  sei  ein  elektromagnetischer  Zu- 
stand, der  nur  von  einer  räumlichen  Goordinate  x  und  von  der 
Zeit  t  abhängt.  Von  den  sechs  Gomponenten  der  elektrischen 
und  magnetischen  Kraft  seien 

Ex  *=  0,        Ey  =  E^        Eg  =  0, 
Jf,  =  0,       My  =  0,        M,  =  M 

und  E  und  M  seien  Functionen  von  x  und  t. 

Die  Maxwell'schen  Gleichungen  [Bd.  I,  §.  152  (4),  (5)] 
reduciren  sich  bei  dieser  Annahme  auf  zwei: 

(1)  ''  ^^ 

^  ^  dE  ^  dM 

^  öx  ~       ^  dt' 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  ein  von  der  y^r-Ebene  begrenzter, 
sonst  aber  unbegrenzter  Leiter  mit  der  Luft  oder  dem  leeren 
Raum  in  Berührung  stehe.    Dann  sind: 
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für  rc  >  0,     «  =  li  =  1,     X  =  0, 

für  a;  <  0,    6,  fi,  A,    positive  Constante. 

Bezeichnen  wir  mit  j?,  M  die  Werthe  dieser  Functionen  auf 
der  Seite  der  positiven  x^  also  im  Dielektricum ,  mit  f ,  Jf'  die- 
selben Functionen  für  negative  x^  also  im  Leiter,  so  erhalten  wir 
noch  als  Grenzbedingung  (Bd.  I,  §.  156,  1): 

(3)  für  a?  =  0    ist      E  =  E\    M  =  W. 

Zur  vollständigen  Bestimmung  von  E  und  M  wäre  noch  die 
Kenntniss  des  Anfangszustandes  erforderlich.  Statt  dessen  sachen 
wir  particulare  Lösungen,  wie  sie  aus  der  Annahme  einfacher 
Sinus-Schwingungen  hervorgehen.    Wir  setzen  also: 

E=  Ue^^\        E'=  t7'c*«S 

worin  CT,  F,  U\  V  Functionen  von  x  allein  sind;  a  ist  eine 
reelle  Constante,  die  mit  der  Schwingungsdauer  der  Oscülation, 
T,  durch  die  Gleichung  zusammenhängt: 

2ff 
a  =  "Y' 

Die  Ausdrücke  (4)  ergeben  sich  dann  in  imaginärer  Form, 
von  der  im  Endresultat  nur  der  reelle  Theil  beizubehalten  ist 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  C,  F,  XJ\  Y\  die  gleichüsdls 
imaginär  sein  können,  erhalten  wir  nun  aus  (1)  die  folgenden  Diffe- 
rentialgleichungen : 

taF=r  — 


(iae  +  4:Xk)U'  =  —  c 


dx 

dV 
dx 


und  durch  Integration  von  (5)  erhält  man: 
(7)  ^=       «.^•  +  «,e-'^', 

^    '  i  a  %a 

—  X  ^ X 
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ipv'orin  Oi,  a^  Gonstanten  sind,  die  gleichfalls  imaginär  sein  können. 
Um  (6)  zu  integriren,  haben  wir  zwei  particulare  Integrale: 

zu  bilden,  und  erhalten   zunächst  durch  Elimination   von  a\  b' 
für  Q  -{-  iö  die  quadratische  Gleichung 

C9)         (if  +  i<iy  =  iiL  (is  +  iji)  =  -  ^«  +  2t>  Ti. 

Wenn  X  nicht  verschwindet,  so  ist  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  nicht  negativ  reell,  und  folglich  kann  q  nicht 
gleich  Null  sein.    Wir  setzen  also 

(10)  9  +  t<j  =  ^—  IIB  +  2iiiTl, 

imd  behalten  von  den  beiden  Werthen  der  Wurzel  nur  den  einen 
bei,  in  dem  der  reelle  Theil  q  einen  positiven  Werth  hat. 
Denn  bei  negativem  p  würden  die  Ausdrücke  (8)  für  ein  un- 
endlich grosses  negatives  x  unendlich  gross  werden,  was  unmöglich 
ist.    Zwischen  a'  und  V  ergiebt  sich  aus  (6)  noch  die  Beziehung 

(11)  6'  =  _a'P_+i5_. 

und  af  ist  eine  Gonstante,  die  ebenfalls  imaginär  sein  kann. 

Um  nun  das  Ergebniss  in  reelle  Form  zu  bringen,  ersetzen  wir 
Ol,  Ot,  a'  durch  aj  -f-  «^n  ««  +  ^^ai  ^'  +  *6'i  ^^d  verstehen  unter 
Ol,  6|,  09,2)],  a',  V  reelle  Gonstanten.    Dann  ergiebt  sich  aus  (7),  (4): 

und  wenn  wir  nur  den  reellen  Theil  beibehalten  für  a;  >>  0: 

(12)  E  =  üi  cos«  U  H — j  -|-  aj cosa  (t j 


und  ebenso 


— ••  6i  sin  a  u  -| —  j  —  6j  sin  a  (t j , 

(13)  Jf  =  —  Oicosa  U  -| — j  -|-  Ojcos«  (^ j 

-(-  6i  sin«  u  -| — j  —  6a  sin«  (t V 

Diese  Ausdrücke  sind  auch   in  Bezug   auf  x  periodisch, 
und  ihre  Periode  L,  die  die  Wellenlänge  genannt  wird,  hängt 
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mit  der  Schwingungsdauer  T  durch  die  Gleichung  zusammen: 

(14)  L  =  ^^  =  cT, 

wonach  das  Verhältniss  zwischen  der  Wellenlänge  und  Schwingungs- 
dauer (im  leeren  Räume  und  in  der  Luft)  gleich  der  Licht- 
geschwindigkeit ist. 

Setzen  wir  noch,  indem  wir  mit  Äi^  Ä^,  »i^  oc^  neue  Con- 
stanten bezeichnen: 

a,  =^icösai,        bi  =  A^sinui, 

(^^)  A  2.  ^       • 

ttj  =  A2COsa2',        O2  =  -AjSmaj, 
so  erhalten  wir 

E=       Acos|^a^«+|)  +  aiJ-f  ^  cos  1^«^^— 1^  +  06,1, 

M  =  — j4iC0S   auH — j  +  "i   +-^2^08  \a(t )  +  ««  (1 

wofür  wir  auch  abgekürzt  setzen: 

E  =       ^1  cos  01  -(-  A2  cos  0„ 
^    ^  M=  —  AiCos&i  -j-  A2  cos  ®j. 

Der  erste  Theil  in  diesen  beiden  Ausdrücken,  der  von  0i 
abhängt,  bleibt  ungeändert,  wenn  die  Zeit  t  um  ebenso  viel 
wächst,  als  x/c  abnimmt,  und  stellt  daher  eine  in  der  Richtung 
der  negativen  :z:-Axe  laufende  Welle  dar.  Ebenso  stellt  der  zweite 
eine  in  der  Richtung  der  positiven  x  laufende  Welle  dar.  Be- 
trachten wir  die  Ebene  a;  =  0  als  spiegelnde  Fläche,  so  können 
wir  die  erste  die  einfallende,  die  zweite  die  reflectirte 
Welle  nennen. 

Unter  der  Phase  einer  Welle,  die  durch  einen  einfachen  Cosinus 
dargestellt  ist,  versteht  man  den  Ueberschuss  des  unter  dem 
Cosinus -Zeichen  stehenden  Winkels  über  das  nächst  kleinere 
Vielfache  von  2x.  Es  haben  daher  nach  (16)  die  elektrischen 
und  magnetischen  Wellen  die  gleiche  Phase.  Dagegen  wird 
bei  der  einfallenden  und  der  reflectirten  Welle  im  Allgemeinen 
ein  Phasenunterschied  stattfinden. 

Die  absoluten  Werthe  der  Coefficienten  A^^  A^  heissen  die 
Amplituden  der  beiden  Wellen.  Nach  Bd.  I,  §.  153  ergiebt 
sich  für  die  einfallende  Welle  der  Energiestrom  in  der  Richtung 
der  negativen  a:-Axe  A^cos^®^  und  für  die  reflectirte  Welle  in 
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der  Richtung  der  positiven  x-kxe  Ä^cos^®^,  Die  Quadrate  der 
Amplituden  A^^  Ä^  heissen  die  Intensitäten  der  beiden  Wellen. 
Um  aber  die  Beziehung  zwischen  den  Phasen  und  Amplituden 
der  beiden  Wellen  zu  finden,  müssen  wir  auf  den  Vorgang  im 
Leiter,  also  auf  die  Ausdrücke  E'  und  M*  und  die  Grenz- 
bedingungen (3)  eingehen. 


§.  133. 
Eindringen  der  Welle  in  den  Leiter. 

Für  die  in  den  Leiter  eindringende  Welle,  also  für  a?  <  0, 
erhalten  wir,  wenn  wir  a'  -^  iV  für  al  in  (8)  einsetzen,  nack  (4) 
und  (11)  (§.  132): 


^^1^  <«0+^) 


2nQx 


,♦•-0+") 


,^.  E'  =       {a'  -\-ib')e  ^'    e 

(i M'  =  —  (a'  -\-  ib')(6  —  iQ)e~^^  e 
oder  wenn  wir  setzen: 

(2)  a'  -\-ib'  =  A' e""',        ö  —  i p  =  Be'> 

und  den  reellen  Theil  beibehalten: 


E'  =  A'e''^  cos \a(t  +  ^)  +  «'] , 

y,M'  =  —  BA'e  '^'^    cos  «U+^j  +  a'  +  r 


Es  dringt  also  nur  eine  Welle  in  das  Innere  des  Leiters 
vor,  und  zwar  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

ö 

Die  Schwingungsdauer  ist  dieselbe  wie  im  Dielektricum,  aber 
die  Wellenlänge  ist 

ö 

Es  findet  ausserdem  eine  Phasendilferenz  zwischen  der  elektri- 
schen und  magnetischen  Welle  statt,  die  durch  die  Grösse  r  aus- 
gedrückt ist. 

Beide  Componenten  E'  und  M'  haben  den  Factor 

Riemann-Weber,  Partiolle  Di£Ferentialgleichungen.    ü.  22 
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(4)  i)  =  e  r«    =  e^^^, 

der  mn  so  kleiner  wird,  je  grösser  —  x  wird,  der  also  rine 
Dämpfung  der  Welle  beim  Fortschreiten  bedeutet. 

Um  nun  die  Beziehung  zwischen  der  einfallenden,  der 
reflectirten  und  der  eindringenden  Welle  zu  erhalten,  müssen 
wir  auf  die  Grenzbedingungen  §.  132  (3)  zurückgehen. 

Wir  erhalten  für  rc  =  0  aus  (3)  und  §.  132  (16): 

E  =       Äi  cos (at  -\-  «i)  -f-  -4,  cos (at  -\-  Oj), 
^  M  =  —  Ai  cos  (a  ^  -(-  «i)  +  A^  cos  (« ^  +  «2)1 

JB'=        ^'cos(«^  + a'), 
^^^  .        liM'  =  —  ü^'cos(a^  +  «'  +  Ol 

und  da  für  a;  =  0  und  für  alle  Zeit  E  =  E\  M  =  M*  sein  solL 
so  folgt: 

A  cos  0^  ■=  Ai  cos  ai  -(-  -4^  cos  «j, 
^  ^  AI  sin  a'  =  -4i  sin  Ol  -4-  A^  sin  «a; 

• 

ü  -4.'  cos  («'  -[-  r)  =  ft  (-4.1  cos  «j  —  ^2  cos  oca)? 
^  JB  -4'  sin  («'  -j-  r)  =  ft  {A^  sin  «i  —  ^^  sin  a^). 

Hierin  sind  12,  r,  ^  als  gegebene  Constanten  zu  betrachten, 
die  von  der  Natur  des  Mittels  und  von  der  Schwingungsdauer  des 
einfallenden  Lichtes  abhängen  [§.  132  (10)],  und  man  hat  also 
in  (7)  und  (8)  vier  lineare  Gleichungen,  aus  denen  ^2  cos  o,. 
^3  sin  (Xj,  J.' cos  a',  J.' sin  a'  bestimmt  werden  können,  wenn 
^xcosa^,  ^isinaj,  d.  h.  Amplitude  und  Phase  der  einfallenden 
Welle  gegeben  sind.  Der  Phasenunterschied  o^  —  o,  ist  ausser 
von  den  Constanten  des  reflectirenden  Mediums  von  der  Schwin- 
gungsdauer T  abhängig. 

Der  dämpfende  Factor  D  hängt,  wie  man  aus  (4)  sieht,  vom 
Leitvermögen  X  und  von  der  Wellenlänge  L  oder  der  Schwingungs- 
dauer  T  ab.  Nehmen  wir  das  Product  TA,  was  eine  reine  Zahl 
ist,  im  Vergleich  zu  £f(  als  sehr  gross  an,  so   ergiebt  sich  aus 

§.  132  (10)  (wegen  V  27  =  1  -f  t)  der  genäherte  Werth 
also  

(9)         -T=m- 
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Je  grösser  dieser  Werth  ist,  um  so  weniger  tief  wird  die 
Welle  in  den  Leiter  merklich  eindringen,  und  bei  genügend 
grossem  Werthe  wird  man  das  Eindringen  gänzlich  vemach- 
lässigen  können.  Solche  Körper,  bei  denen  dies  gestattet  ist,  bei 
denen  also  von  dem  Eindringen  elektromagnetischer  Wellen  gänz- 
lich abgesehen  werden  kann,  heissen  nach  Hertz  vollkommene 
Leiter^),  und  die  Metalle  können  erfahrungsmässig  zu  diesen 
gerechnet  werden. 

Ob  aber  ein  Körper  als  vollkommener  Leiter  zu  betrachten 
ist  oder  nicht,  wird  ausser  von  seinem  Leitvermögen  auch  noch 
von  der  Wellenlänge  oder  der  Schwingungsdauer  der  einfallenden 
Welle  abhängen  und  wird  bei  schnelleren  Oscillationen  eher  ge- 
stattet sein  als  bei  langsamen. 

Wenn  man  einen  vollkommenen  Leiter  annehmen  darf,  so 
hat  man  sich  nur  noch  mit  der  einfallenden  und  reüectirten 
Welle  zu  befassen,  und  die  Grenzbedingung  reducirt  sich  einfach 
darauf,  dass  an  der  Grenze  des  Leiters 

E  =  0 
sein  muss. 

Die  erste  Gleichung  (5)  ergiebt  dann  für  diesen  Fall 

^  =  —  -4i ,        06a  =  «1. 

Die  magnetische  Componente  wird  an  der  Grenze  nicht  gleich 
Null,  und  es  muss,  was  auch  der  Factor  R  in  den  Formeln  (3) 
anzeigt,  noch  ein  gewisses  Eindringen  der  magnetischen  Welle  in 
den  Leiter  angenommen  werden. 


^)   Bei   den   schnellsten  von   Hertz   angewandten   Schwingungen  .ist 

T  =  22 .  10"~  *®  und  für  ein  Metall  von  hohem  Leitvermögen,  etwa  wie  Silber, 
ist  das  hier  im  elektrostatischen  Maasse  zu  messende  X  abgerundet  gleich 

~ .  10**,  folglich  ist 

X        9 .  10^"^ 


T        16  .  22 

oder  ungefähr  26 .  10^.   Für  Licht  Schwingungen  von  der  Farbe  der  Natrium- 
linie ist 

O 


und  folglich  ■=,  ungefähr  3 .  10^'. 


22' 
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■ 

§.  134. 
Kugelförmiger  Leiter. 

Wir  betrachten  nun  die  elektromagnetischen  Wellen,  die  sich 
bilden  können,  wenn  ein  vollkommener  Leiter,  wie  wir  ihn 
im  vorigen  Paragraphen  definirt  haben,  von  zunächst  noch  be- 
liebiger Gestalt  von  einem  unbegrenzten  Dielektricum  umgeben 
ist.  An  der  Grenze  des  Leiters  sind  dann  die  Tangentialcompo- 
nenten  der  elektrischen  Kraft  gleich  Null  anzunehmen,  und  hier- 
durch und  durch  den  Anfangszustand  und  durch  das  Verhalten 
im  Unendlichen  ist  nach  Bd.  I,  §.  156  die  Lösung  des  Problems 
vollständig  bestimmt. 

Um  einen  einfachen  Fall  zu  betrachten,  wollen  wir  einen 
kugelförmigen  Leiter  annehmen,  dessen  Radius  wir  mit  a  be- 
zeichnen. Wir  fuhren  dann  naturgemäss  Polarcoordinaten  r,  '9',  9 
ein,  und  erhalten  die  Gleichungen  aus  §.  125  (2),  (3).    Es  ist  dann 

und  wir  haben  dann  in  den  erwähnten  Gleichungen 

durch 

r,    ^,9,       1,    r^    r^sinaa- 

zu  ersetzen,  weil  dr,  d^,  d(p  [nach  Bd.  I,  §.  42  (6)]  ein  Rechts- 
system bilden. 

Es  ergiebt  sich  dann  nach  §.  125  (2),  (3)  für  das  Dielektricum 
das  folgende  System  von  Differentialgleichungen: 


c_    /8rsm».My  _  d_rM^\  _ 


dt 


^  ^  rsin^  \dq>  dr        J  ~    dt   ' 

c  /drM^  _  dMr\  _  dE^ 
r  \    dr  öd-  )  ~    dt    ' 

c       /dvBJnd'Eg,  _  drE^\  _  __  dMr 
r^sind'  \       d»  dq>    )  ~  dt 

f^.  c_   /dEr  _  8rsin^jgy\  _  _  dM^ 

^  ^  rsind-  \d(p  er       )~         dt 

c  (drE^  _  dEr\  _  _  dM^ 
r\dr  dd-J  ~       ~dt 
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Für  die  Oberfläche  der  Kugel,  deren  Radius  wir  mit  a  be- 
zeichneu,  haben  wir  die  Grenzbedingung: 

(3>  ^^  =  0,        E^  =  0        für  r  =  a. 

Hierzu  kommen  noch  die  beiden  Gleichungen  (5),  (6),  §.  125: 

.^^  dr^sin^Er    ,    drsin^E»    ,    drEg,        ^ 

W  — g7—  +  — aö^ h  -^-  =  0, 

,   .  gr^sin  &Mr    ,    Sj^sin^^^       drM^  _ 

Wenn  man  die  erste  Gleichung  (1)  nach  t  diiFerentiirt  und 
dann  für  dMtp/dt  oM^/dt  die  Werthe  aus  (2)  setzt,  so  ergiebt 
sich  mit  Benutzung   von  (4)  eine  Differentialgleichung   für  Eri 

dEr 


d^r^Er        ^^'°^  dif  1         d^Er 


y2a^a      I     räsin-^aö-     '     rasina^-    d(p^ 
und  aus  (3)  und  (4)  ergiebt  sich  für  Er  die  Grenzbedingung 

(7)  —l~^'-  =  0        für  r  =  a. 

Mit  Benutzung  der  Umformung  des  Ausdruckes  ^  ü  auf 
Polarcoordinaten  [Bd.  I,  §.  42  (11)]  können  wir  die  Gleichung  (6) 
auch  in  der  Form  der  Wellengleichung  darstellen: 

?)^r  E 

(8)  ^-':f  =  c»^(r^.). 

Es  kommt  ausserdem  noch  eine  Bedingung  im  Unendlichen 
hinzu,  die  von  der  besonderen  Natur  der  Aufgabe  abhängt. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  annehmen,  dass  ein  in 
der  Richtung  der  positiven  ^er-Axe  fortschreitender  ebener  Wellenzug 
auf  die  Kugel  trifft.  Im  Unendlichen  ist  dann  der  Einüuss  der 
Kugel  nicht  mehr  merklich,  und  die  Bewegung  geschieht  so,  als 
wenn  die  Kugel  nicht  vorhanden  wäre.  Wir  wollen  annehmen, 
dass  bei  der  ebenen  Welle  die  elektrische  Kraft  parallel  der 
aj-Axe  sei.  Dann  können  wir,  wenn  wir  mit  C  die  Amplitude  be- 
zeichnen, nach  §.  132  den  elektrischen  Vector  so  darstellen: 

(9)  E^  =  Ce*^(<^'-'\ 

worin  Je  eine  Constante  ist,  die  bei  einer  rein  periodischen  Be- 
wegung reell  ist,  bei  einer  gedämpften  Bewegung  einen  negativen 
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imaginären  Bestandtheil  hat.    Wäre  die  Kugel  also  nicht   vor- 
handen, so  wäre 

Er  =  Ex  cos  (r,  x)  =  Ex  sin  %•  cos  9, 

wenn  wir  das  Azimuth  9  von  der  xjer-Ebene  aus  rechnen. 

Wir  erhalten  also  für  unendlich  grosse  Werthe  von    r   die 
Bedingung 
(10)  Er  =  Ce<*<«'-'-«>«*)sina"cos9?. 

Wir  wollen  diese  Bedingung  etwas  allgemeiner  fassen  und 
annehmen,  es  sei  O  irgend  eine  gegebene  Function,  die  im  ganzen 
Felde  der  Bedingung 

(11)  1^  =  "'^* 

genügt,  der  sich  die  Function  rEr  im  Unendlichen  asymptotisch 
anschliesst    Setzen  wir  dann 

(12)  rEr  —  0  =  TT, 

so  hat  W  nach  (8)  und  (11)  den  Bedingungen  zu  genügen: 

(13)  ^  =  c«^TF. 

im  ganzen  Felde  ausserhalb  der  Kugel, 

(14)  T7  =  0    im  Unendlichen, 

(15)  ^+^  =  0    für  r  =  a  [nach  (7)]. 

Hierdurch  sind  die  Bedingungen  für  die  Componente  Er 
vollständig  von  den  übrigen  getrennt,  und  man  kann  diese  Compo- 
nente für  sich  bestimmen.  Wenn  aber  diese  Bestimmung  auch 
gelungen  ist,  so  können  damit  die  übrigen  Gomponenten  doch 
noch  nicht  ohne  neue  Integration  bestimmt  werden.  Man  muss 
etwa  noch  die  Function  Mr  ermitteln,  für  die  man  dieselbe 
Differentialgleichung  erhält  wie  für  JEr,  nämlich: 

(16)  ^^.r^  =  e»^{rMr), 

und  aus  der  ersten  Gleichung  (2)  erhält  man  als  Grenzbedingung 
die,  dass  Mr  für  r  =  a  von  der  Zeit  unabhängig  sein  soll. 
Wenn  man  Mr  und  Er  als  bekannt  ansieht,  so  erhält  man 
aus  (2)  und  (4)  Differentialgleichungen  für  Etp  und  E^,  in  denen 
nach  der  Variablen  r  nicht  mehr  differentiirt  ist 
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Wir  wollen  im  Folgenden  noch  Einiges  über  die  Integration 
der  Differentialgleichung  (16)  ausführen,  unter  der  Voraussetzung, 
d&88  Mr  an  der  Oberfläche  der  Kugel  gleich  Null  oder  gleich 
einer  gegebenen  Function  vom  Ort  und  von  der  Zeit  sein 
soll.  Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  über  Er  machen,  nur 
dass  da  nach  (7)  nicht  die  Function  Er  selbst,  sondern  dr^Er/dr 
an   der  Oberfläche  gegeben  ist. 


§.  135. 
Particulare  Integrale. 

Die  Differentialgleichung  §.  134  (16)  nimmt,  wenn  rM  ==  U 
gesetzt  wird,  auf  Polarcoordinnten  bezogen,  die  Gestalt  an: 

8»C7  _   ^  Id^rU  . ^l_   ^^^d^ 1 d^ 

^^      dt^  ~  ^   \rdri  "^  r^sin^        dd^       "^  r^sin«-^  d(p^ 

und  es  ist  leicht,  particulare  Integrale  von  ihr  zu  finden.  Wir 
setzen 

(2)  U=e*^^RZn 

und  verstehen  unter  k  eine  Gonstante,  die  reell  oder  complez 
sein  kann,  unter  Zn  eine  allgemeine  Kugelfunction  n**'- Ordnung, 
d.  h.  eine  Lösung  der  Differentialgleichung: 

csind'  *^— •*- 

(3)  -^ ^ö:-^~  +     -o^  ?-^  -i-n(n  +  l)Z^  =  0. 

Soll  dann  Zn  auf  der  ganzen  Kugelfläche  endlich  und  stetig 
sein,  so  muss,  wie  im  §.  116  des  ersten  Bandes  geseigt  ist,  n  eine 
ganze  Zahl  sein,  die  wir  ^  0  annehmen  können.  Die  Function 
Zn  enthält  [Bd.  I,  §.  115  (12)]  2n-\-l  unbestimmte  constante 
Coefflcienten,  die  hier  auch  complex  angenommen  werden  können. 

Von  jB  nehmen  wir  an,  dass  es  eine  Function  von  r  allein 
sei,  und  erhalten  daraus  nach  (1)  die  Difl'erentialgleichung  für  R: 

Auf  diese  Differentialgleichung  sind  wir  bereits  bei  der 
Theorie  der  Wärmeleitung  in  der  Kugel  gekommen  und  haben 


344  Siebenzehnter  Absohnitt.  §.  1S6. 

dort  dafür  die  Integrale  gefunden  [§.  55  (8),  §.  56  (5)]: 

j,  _  +'^  V  ^-  21^r'-*  ^(n  +  ^) 

^~            ^,\         c    )  J7  (n  -  V)  77  (,0  ' 
(5) 

_  -•:ir    -     /      2£ÄrN  — »  n{n  +  V)  _ 

^"  ^,V        c     ;  77(«-r)J2» 

Für  JR  kann  eine  lineare  Gombination  A^JR^  -\-  A^R^  dieser 
beiden  particularen  Lösungen  gesetzt  werden,  worin  A^  und  A^  auch 
complex  sein  können,  und  man  erhält  so  aus  (2)  einen  complexen 
Ausdruck,  von  dem  im  Endresultat  nur  der  reelle  Theil  bei- 
zubehalten ist. 

§.  136. 
Anfangszustand. 

Wenn  t/  an  der  Eugeloberiiäche,  also  für  r=a  verschwinden 
soll,  so  kann  man  das  Verhältniss  der  Gonstanten  A^^  A^  in 
A^  JJi  -|-  -4-2  ü,  so  bestimmen ,  dass  R  für  r  ^=  a  verschwindet. 
Man  setze  etwa: 

(1)  iE  =  B,{a)B,{r)  -  R^(a)R,(r), 

so  dass  B  reell  wird.    Dann  ergiebt  sich  aus  (2),  §.  135: 

(2)  U=€<^*R{Xni'iYn), 

wenn  Zn  =  Xn  -\-  iYn  gesetzt  ist  und  X»,  ¥„  reelle  Kugelfunc- 
tionen  bedeuten.    In  reeller  Form  ergiebt  sich 

(3)  U  =  R{XnC08kt  —  r^sinÄO- 

Für  h  ergiebt  sich  hier  nun  keine  weitere  Bedingung,  und  wir 
können  dem  k  alle  reellen  positiven  Werthe  beilegen.  Die  Con- 
stanten der  Kugelfunctionen  X«,  Yn  können  willkürliche  Func- 
tionen von  h  sein,  und  man  kann  eine  Summe  solcher  Ausdrücke 
ü  nehmen.     Es  ergiebt  sich  dann: 


OD 


(4)  ü=^  {  B{XnC08ht-lr7„3mkt)dh, 


I  «  =  0 


und  es  müssten  also,  wenn  U  =  f^  dU/dt  =  F  für  ^  =  0  ge- 
gebene Ortsfunctionen  sind,  diese  willkürlichen  Functionen  so 
bestimmt  werden,  dass 
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«0 

RY.hdk. 


n  =  0. 


Wenn  man  die  Functionen  /,  F  für  ein  unbestimmtes  r 
nach  Kugelfunctionen  entwickelt,  so  erhält  man  aus  (5)  die  Auf- 
gabe, eine  gegebene  Function  ^(r)  von  r  durch  Bestimmung 
der  Function  (p(k)  durch  ein  Integral  der  Form 

CO 

(6)  *(r)  =  {B(p(k)dk 

0 

darzustellen.  Eine  solche  Darstellung  wäre  analog  dem  Fourier'- 
schen  Lehrsätze. 

Anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  wir  eine  von  zwei  con- 
centrischen  Kugelflächen  begrenzte  Schale  betrachten,  und  an- 
nehmen, dass  an  beiden  Eugelflächen  27^  0  sein  soll.  Dann 
ergiebt  sich,  wenn  a  und  h  die  beiden  Kugelradien  sind,  aus  (1) 
die  Gleichung 

(7)  B,  (a)  R,  (b)  -  R,  (a)  R,  (ft)  =  0, 

was  eine  transcendente  Gleichung  für  h  ist,  von  der  sich  nach- 
weisen lässt,  dass  sie  nur  reelle  Wurzeln  bat.  Während  also  im 
vorigen  Falle  alle  Werthe  von  Je  vorkamen,  bleiben  hier  nur  ge- 
wisse  discrete  Werthe,  die  den  Eigenschwingungen  der 
Kugelschale  entsprechen.  Es  ergiebt  sich  dann  anstatt  der 
Gleichung  (4): 

(8)  ^  =  ^  ^B^XnCosht  +  r„sinfeO, 

worin  sich  die  Summation  in  Bezug  auf  k  auf  alle  Wurzeln  der 
transcendenten  Gleichung  (7)  bezieht,  und  die  Bestimmung  der 
Coefficienten  aus  dem  Anfangszustande  fordert  dann  die  Dar- 
stellung einer  gegebenen  Function  ^(r)  durch  eine  Reihe  von 
der  Form: 

(9)  ^(r)  =;2  Ai?fc, 

k 

worin  die  Ä]c  Constanten  sind,  wenn  mit  JSjb  die  Function  B  für 
ein  bestimmtes  Tc  bezeichnet  wird. 
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Setzen  wir  aber  in  der  Differentialgleichung  §.  135  (4)  für 
k  zwei  verschiedene  Werthe  /Cj,  fcj,  so  ergiebt  sich: 

d^rRj^  _  /n(n  +  l)  _  fcf \     p 
d^rRu,  _  /n(n+l)        ^^  ^  ^ 

und  wenn  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  r  jßfc,,  die  zweite 
mit  rR jcj^  multiplicirt  und  subtrabirt,  so  folgt: 

und  folglich  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  a  und  b, 
wenn  Jc^  und  k^  von  einander  verschieden  sind,  da  iZ^^  ük,  an 
beiden  Grenzen  verschwinden: 

(10)  {R^Ri^r^dr  =  0, 

a 

und  hierdurch  lassen  sich  in  der  Entwickelung  (9)  die  Goeffi- 
cienten  Aje  nach  der  Fourier'schen  Methode  bestimmen.  Hier- 
aus würde  sich  wohl  auch  durch  den  Grenzübergang  zu  6  =  ao 
die  Integraldarstellung  (6)  ableiten  lassen. 

§.  137. 
Periodische  Lösungen. 

Wenn  die  Function  ü  an  der  Kugeloberfiäche  gleich  einer  ge- 
gebenen Function  O  der  Zeit  sein  soll,  so  ist  dadurch  die  Function 
nicht  völlig  bestimmt,  sondern  man  kann  eine  beliebige  Lösung  hin- 
zufügen, die  an  der  Oberfläche  verschwindet,  wie  wir  sie  im  vorigen 
Paragraphen  betrachtet  haben,  d.  h.  man  kann  noch  einen  be- 
liebigen Anfangszustand  hinzufügen.  Andererseits  kann  man, 
wenn  irgend  eine  particulare  Lösung  ü  gefunden  ist,  die  an  der 
Oberfläche  in  <Z>  übergeht,  daraus  jede  andere  Lösung  herleiten, 
indem  man  einen  geeigneten  Anfangszustand  annimmt. 

Wir  wollen  hier  die  particulare  Lösung  §.  135  (2): 

(1)  U=e*^'RZn 

betrachten,  worin  wir  unter  k  eine  irgend  wie  gegebene  Con- 
stante  verstehen.  Ist  k  reell,  so  ist  durch  (1)  ein  in  Bezug  auf 
die  Zeit  periodischer  Zustand,  eine  Wellenbewegung,  dargestellt. 
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Um  die  Bedeutung  dieses  Ausdruckes  etwas  näher  zu  dis- 
cutiren,  setzen  wir,  um  in  den  Functionen  §.  135  (5)  das  Reelle 
vom  Imaginären  zu  trennen: 

a.l80 

Si  =  ScosÄp,        S,  =  iSsinfcp 
und  erhalten 

.3.  B.  -  -  iSe<^-'\ 

und  hierin  sind  S  und  q  reelle  Functionen  von  r.  Die 
Function  

verschwindet  mit  unendlich   wachsendem  r.    Die   Reihe    Si   be- 
ginnt mit  der  ( —  1)*~,  Sj  mit  der  (—  2)*«*  Potenz  yon  r;  also 
verschwindet  S^/  Si  =  tangfcp  für  ein  unendlich  wachsendes  r, 
und  folglich  nähert  sich  q  der  Grenze  Null. 
Ebenso  setzen  wir 

worin  P  und  0  reelle  Functionen  auf  der  Einheitskugel  sind,  die 
überall  endliche  Werthe  haben,  und  die  noch  4w  -[-  2  willkür- 
liche reelle  Gonstanten  enthalten.  Einen  willkürlichen  complexen 
Constanten  Factor  des  ganzen  Ausdruckes  brauchen  wir  dann 
nicht  mehr  zu  berücksichtigen. 

Wir  erhalten  demnach  aus  (1),  (3)  und  (4)  die  beiden  parti- 
cularen  Lösungen: 

oder  in  reeller  Form: 

ü, =— pscoskU-i-^  —  p  -I-  ©y 

üa  =        PScoskft  _  I  +  p  +  ©y 

von  denen  die  erste  eine  aus  dem  Unendlichen  mit  der  Ge- 
schwindigkeit c  hereinlaufende,  die  zweite  eine  mit  derselben 
Geschwindigkeit  ins  Unendliche  hinauslaufende  Welle   darstellt. 
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§.  138. 
Zusammenziehung    der    MaxweH'scheii   Gleichungen. 

Die  Integration,  die  wir  im  §.  135  durchgeführt  haben, 
lieferte  uns  zunächst  nur  die  eine  Componente  Er  oder  ilfr,  und 
es  ist  darum  ein  Verfahren  wünschenswerth,  das  uns  die  sämmt- 
lichen  Gomponenten  mit  einem  Schlage  liefert,  oder  wenigstens 
particulare  Werthe,  aus  denen  man  durch  willkürliche  Gonstanten 
die  allgemeinen  Ausdrücke  zusammensetzen  kann,  mit  denen 
man  noch  gegebenen  Grenz-  und  Anfangsbedingungen  genügen 
kann. 

Für  den  Fall  der  Polarcoordinaten  ist  diese  Aufgabe  da- 
durch complicirt,  dass  die  in  den  einzelnen  Gomponenten  auf- 
tretenden Kugelfunctionen  üicht  dieselben  Gonstanten  enthalten. 
Trotzdem  lässt  sich  auf  dem  folgenden  Wege  eine  allgemeine 
Lösung  finden. 

Für  die  Schwingungen  im  Dielektricum  (ft  =  «  =  1,  A  =  0) 
haben  wir  die  beiden  Max  well' sehen  Vectorgleichungen  (§.  119, 

I,  II): 

c  curl  M  =      — — , 

(1)  ^* 

ccurl6  =  -.g^, 

und  diese  beiden  Gleichungen  lassen  sich  zu  einer  vereinigen, 
wenn  wir  die  erste  mit  i  multipliciren  und  zur  zweiten 
addiren : 

(2)  c  curl  (6  +  m)  =  i  m^^. 

Eine  ähnliche  Reduction  lässt  sich  aber  mit  geringen  Modi- 
ficationen  auch  anwenden,  wenn  Leiter  im  Felde  sind,  voraus- 
gesetzt, dass  s^  ß^  k  Constanten  sind,  die  übrigens  in  verschiedenen 
Theilen  des  Feldes  verschiedene  Werthe  haben  können.  Es 
gelten  dann  die  allgemeinen  Gleichungen: 

c  curl  9)1  =  £  ll-f  4»A6, 

(3)  ^^ 

c  curl  6  =  —  u   _  -  . 

Ol 
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Wir  machen,  um  particulare  Integrale  zu  ermitteln,  zunächst, 
ähnlich  wie  im  §.  135,  die  Annahme: 

^worin  ISi,  ^i  Vectoren  bedeuten,  die  von  t  unabhängig  sind.  Ist 
Je  reell,  so  stellen  die  Ausdrücke  (4)  einen  zeitlich  periodischen 
Vorgang  dar.  Hat  h  einen  positiv  imaginären  Bestandtheil ,  so 
findet  eine  zeitliche  Dämpfung  statt. 

Für  @i  und  ^^  erhalten  wir  aus  (3)  die  Gleichungen: 

c  curl  gWi  =  {sik  -f  4  3rA)gi 
c  curl  6i  =  —  ftt'ÄSKi 

und  wenn  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen  mit  einem  un- 
bestimmten Constanten  Coefficienten  ö  multiplicirt  und  beide 
addirt: 

(5)        c  curl  (6i  +  (jgKi)  =  («**  +  4«A)<j6i  —  /iiÄTOi. 

Wir  bestimmen  nun  6  so,  dass 

—  ^ih  =  {sik  -f-  43rA)<ja 

wird,  also 

und  setzen  noch 

(7)  ch  =  (sik  -|-  4« A)<J  =  \—iiik(sik'^4k7tk), 

(8)  6i4-<^3Ri  =  ?L 

Dann  ergiebt  sich  aus  (5)  für  den  Vector  9t  die  Gleichung: 

(9)  curl  91  =  Ä  a, 

aus  der  nun  die  Gomponenten  von  91  zu  bestimmen  sind.  Der 
Factor  <J,  der  für  den  besonderen  Fall  A  =  0,ft  =  «  =  l  in 
±i  übergeht,  ist  durch  (6)  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  der 
Wurzel  auf  zwei  Arten  bestimmt.  Entsprechend  ergeben  sich 
aus  (7)  zwei  Werthe  von  cÄ,  die  für  den  eben  erwähnten 
speciellen  Fall  in  ip  fc  übergehen.  Demnach  sind,  wenn  91  für 
beide  Zeichen  von  ö  bestimmt  ist,  aus  (8)  ©i  und  9Ki  zu  be- 
rechnen. 

Man  erhält  natürlich  91  und  folglich  6i,  5Ri  in  complexer 
Form,  und  kann  in  den  Endformeln  (4)  noch  i  in  — i  ver- 
wandeln. 
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§.  139. 
Der  Vector  91  in  rechtwinkligen  lind  in  Polarcoordinaten. 

Die  Vectorgleichung  (9)  §.  138  liefert  in  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  die  drei  Gleichungen  für  die  Gomponenten  Ax,  A.^^  A,: 


(1)  -Vr--^'  =  ÄA, 


dy  dß 

d  Ax       dAg 

a7       Tx 


dAy        dAx_.. 

dx  cy 

Versteht  man  unter  a,  6,  c^  ot,^  ß-,  y  Gonstanten,  und  setzt 

Ax  =  ac•^«*  +  /'^'+>''^ 

(2)  ^y  =  6e»(«^  +  /»y  +  y'), 

Ag  =  c6»(''*+.^y+y'>, 

so  ergiebt  sich  aus  (1) 

by  —  c/J  =  iÄa, 

(3)  ca  —  ay  =  tÄ6, 

aß  —  6(»  =  ihc. 

Die  Elimination  von  a,  i,  o  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt 

(4)  Ä2  =  a«  +  j5»  +  y\ 

und  dann  sind  aus  (3)  die  Verhältnisse  a  \h  :  c  z\x  bestimmen. 
Führen  wir  aber  in  (9)  §.  138  Polarcoordinaten  r,  -ö",  9  ein, 
so  ergeben  sich,  wie  in  §.  134  aus  Bd.  I,  §.  90  (5)  die  Glei- 
chungen: 

1  _  /8rsin-»^y  __  drA^\ , 

r^lin ä^  V        8^  '  8  g>  / 

Diese  Gleichungen  vereinfachen  wir  weiter,  indem  wir 

Ar  =  Bre^'^v, 
(6)  A^  =  Bi^e'^v, 

A^  =  -B,,«*«^ 
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setzen,  worin  die  1}^  S^,  Btp  von  fp  unabhängig  sein  sollen. 
Unter  m  wollen  wir  eine  ganze  Zahl  verstehen,  damit  der  Vector 
^  in  Bezug  auf  9  periodisch  mit  der  Periode  2%  werde.  Ist 
m  von  Null  verschieden,  so  bekommen  wir  aus  (6)  je  zwei 
Liösungen,  die  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten 
AVerthen  von  m  entsprechen. 

Nach  dieser  Annahme  ergeben  sich  aus  (5)  für  die  B  die 
folgenden  Gleichungen: 

dr^B^  ^  Ärasin^B,  +  imrB<,, 

y-ox                   dr  sind- B(p  ,      '    <^-d     i     •     ü 

(8)  TT =  — hrsmd'B^  -f-  zmBr, 

CT 

(9)  »5^_^r  =  Ä,^^ 

Hieraus  leitet  man  zuerst  durch  Elimination  von  B^,  Btp 
eine  partielle  Differentialgleichung  für  Br  ab.  Wir  erhalten 
zunächst,  wenn  wir  die  Gleichung  (7)  nach  r,  die  Gleichung  (8) 
nach  d"  differentiiren  und  dann  subtrahiren,  mit  Benutzung  der 
Gleichung  (9): 

(10)  sin^  ----  +  r — ^ =  —  tmrB^. 

Eliminirt  man  ferner  B^  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8), 
indem  man  die  erste  mit  A,  die  zweite  mit  im /sind"  multiplicirt, 
und  dann  beide  addirt,  so  folgt 

(11)  H  — g^-^  4-  »»«  -  g-/  =  sin  *  (hH»  -  ^  Br. 

Endlich  eliminirt  man  noch  B^  aus  (9)  und  (10).  Dazu 
multiplicirt  man  (9)  mit  sind'  und  differentiirt  nach  -ö";  die  Glei- 
chung (10)  differentiirt  man  nach  r  und  subtrahirt  dann  die  erste 
von  der  zweiten;  so  folgt: 

(12)  sm^-g^  +  — g^^  =  -Ä— ^^^-m^, 
und  wenn  man  hierin  (11)  benutzt,  so  folgt 

(13)  ^''-^  +  ^^    +  (h»r> a^\B   -  0 

und  dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  für  Br. 
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Particulare  Integrale  für  Br- 

Wir  haben  jetzt  zunächst  particulare  Integrale    der  Diffe- 
rentialgleichung (13)  §.  139  zu  suchen.     Dazu  setzen  wir 

(1)  rBr=B@ 

und  nehmen  an,  dass  B  nur  von  r,  9  nur  von  d"  abhängig  sei. 
Substituiren  wir  dies,  so  ergiebt  sich  nach  Division  mit  B0: 

^^  ^'Bdr^^  ~        sin^0d>  "^  sin2«h' 

und  da  hierin  die  linke  Seite  nicht  von  -9",  die  rechte  nicht  von  r 
abhängt,  so  folgt,  dass  beide  Seiten  einer  Gonstanten,  die  wir 
mit  n{n  -\-  1)  bezeichnen,  gleich  sein  müssen.  Wir  erhalten  so 
die  beiden  Differentialgleichungen : 

Die  erste  dieser  Gleichungen  führt  auf  die  Kugelfunctionen, 
und  aus  den  Sätzen  von  Bd.  I,  §.  116  folgt,  dass,  wenn  es  sich 
um  Functionen  handelt,  die  für  alle  Werthe  von  ^,  (p  endlich 
und  stetig  sind,  n  eine  ganze  Zahl  sein  muss,  die  ^  m  ist 
Zu  diesem  Ergebnisse  gelangen  wir  auch   auf  folgendem  Wege: 

Setzen  wir  x  =  cos -9",  so  wird  die  Gleichung  (3) 

(5)  (l-a;«)'^'J-2x(l-a;*)^  +  [n(n+l)(l-a;»)-m»]  8=0. 

und  hieraus  ergiebt  sich,  dass  @  eine  P-Function  ist  mit  den 
singulären  Punkten  a;  =  -f-l,  x  =  —  l,a7=  oo.  Wenn  man 
die  Anfänge  der  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  1  — x,  l  -{-  x, 
l/x  sucht,  so  ergiebt  sich  (§.  16) 


(6) 


®  —  p 

2' 

QO, 

—  w, 

m 
2  X 

m 

^      2' 

n-^-  1, 

m 

2     / 
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Es  ist  aber  1  —  x  =  2  sin«  — ,  und  daher  können  wir  nach 
§.   17,  (2),  (3)  dafür  auch  setzen: 

I      "öl        —w, 
(7)  »  =  P 


m 


2 '  "'  2     .  ^  d 

Um  die  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  dass  die  Differenz  eines 
Elxponentenpaares  eine  ganze  Zahl  sei,  wollen  wir  m  und  n  zu- 
nächst noch  unbestimmt  lassen.  Dann  hat  die  jP- Function  (7) 
nur  einen  Zweig,  der  für  <&  =  0  endlich  und  stetig  bleibt,  und 
für  diesen  erhält  man  nach  der  ersten  Formel  §.  20  (1)  den 
Ausdruck  durch  eine  hypergeometrische  Reihe 

(8)  0  =  (ig  |)"F(-n,  n  +  1,  t»  +  1,  sin«  |) 


oder  wenn  wir 


sin«  -^  =  z 


setzen : 

m  m 

(9)  B  =  e^  {\  —  z)'  «  F(— n,  n  +  1,  m  +  1,  z), 

und  diese  Function  wird  dann  auch  in  dem  zunächst  ausr 
geschlossenen  Fall,  wenn  m  oder  n  oder  beide  ganze  Zahlen 
sind,  der  DilBFerentialgleichung  (3)  genügen.  Ist  w  positiv  oder 
Null,  so  ist  der  Ausdruck  (9)  für  j?  =  0  endlich,  während  das 
andere  particulare  Integral  bei  z  =  0  nicht  endlich  ist  Wir 
nehmen  also  jetzt  wieder  m  als  ganze  Zahl,  ^  0,  anu  Nun  muss 
aber  B  auch  iür  i^  =  sr,  also  für  j?  =  1  endlich  bleiben.  Es  ist 
ab^  nach  dem  Gauss'schep  Satze  (am  Schluss  von  §.  13) 

(10)  F( —  n,  n  4-  1,  w  4-  1,  1)  =   rrT   -  i  -  ^>, , r^i 

und  dies  ist  endlich  und  von  Null  verschieden,  und  folglich  0  für 
z  =  l  unendlich,  ausser  wenn  m  -{-  n  oder  m  —  n  —  1  eine 
negative  ganze  Zahl  ist  (§.  12).  Es  muss  also  einer  dieser  beiden 
Fälle  eintreten,  und  da  die  Vertauschung  von  n  mit  — n  —  1  in 
der  Differentialgleichung  (3)  nichts  ändert,  so  beschränken  wir 
die  Allgemeinheit  nicht  weiter,  wenn  wir  annehmen,  dass  m  —  w —  1 
eine  negative  ganze  Zahl,  also  n  eine  ganze  Zahl  und 
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(11)  n^m 
sein  soll. 

Dass  0  für  JE?  =  1  in  der  That  endlich  bleibt,  ersieht  man 
aus  der  anderen  Darstellung  (§.  7,  I,  3.): 

m  m 

(12)  ©  =  if^  (1  —  0y  F{m  —  n,  m  4-  n  +  1,  m  +  1,  ier), 

in  der  die  J'-Function  eine  ganze  rationale  Function  von  z  und 
folglich  für  if  =  1  endlich  ist. 

Diese  Functionen  9  sind  dieselben,  die  wir  schon  in  Bd.  I, 
§.  115  betrachtet  haben,  und  man  erhält,  wenn  P„  (x)  die  ein- 
fache Kugelfunction  n**'  Ordnung  bedeutet: 

(13)  e  =  (8i„^)«*gi?). 

Nachdem  @  bestimmt  ist,  ergiebt  sich  B  aus  der  Differential- 
gleichung (4).  Diese  Gleichung  haben  wir  schon  im  §.  135 
integrirt  und  haben  dort  die  beiden  Integrale  gefunden: 

(U)  R  =  e-'-t  (T2eÄr)-'-  n("-t)n(vr 

und  die  Bestimmung  yon  Br,  die  wir  hier  durchgeführt  haben, 
ist  überhaupt  nicht  wesentlich  verschieden  von  der  Bestimmung 
von  Er  oder  Mr  iiäch  §.  134,  135.  Die  Zerlegung  der  Kugel- 
function Zn  in  ihre  Bestandtheile  «*"*''  0  ist  aber  nothwendig  für 
die  Bestimmung  der  anderen  Componenten. 

§.  141. 
Bestimmung  von  Btp  und  B^. 

Aus  dem  gefundenen  Ausdruck  für  Br  lassen  sich  in  völlig 
eindeutiger  Weise,  ohne  neue  Integration,  die  zugehörigen 
Ausdrücke  von  B^^  B^  bestimmen,  die  den  drei  Gleichungen 
§.  139  (7),  (8),  (9)  genügen  müssen.     Diese  Gleichungen  sind 

(2)  »^.=  -,rB,  +  ^B„ 

(3)  %p  =  l,rB,  +  »  Ä . 

Hierin  setzen  wir  nach  §.  140  (1) 

(4)  rBr  =  B® 
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und    denken  uns    für   @,    ü  je    ein    Integral   der  Differential- 
gleichungen §.  140  (3),  (4)  gesetzt. 

Wenn  wir  die  Gleichung  (3)  mit  ±  i  multipliciren  und  zu 
(2)  addiren,  so  erhalten  wir,  wenn  zur  Abkürzung 

ß,  =  r(B^  -  iB») 
gesetzt  wird: 


8r 


+ »'^' = '  {£»^'  -  w) 


Wenn  Sl^,  Hf  bekannt  sind,  so  sind  aus  (5)  auch  sofort  JS^ 
S»  bestimmt,  nämlich 

(7)  2rJ5y  =  ßi  +  Äa,    2ir  J5^  =  ^i  —  ßj, 

und  wenn  die  beiden  Gleichungen  (6)  befriedigt  sind,  so  sind 
auch  (2),  (3)  befriedigt,  und  umgekehrt.  Um  diese  Gleichungen 
zu  beiriedigen,  setzen  wir 

(8)  Äi  =  iJi  ©1,         ßa  =  iJa  ©2 

und  nehmen  an,  dass  jß^,  ü,  Functionen  von  r  allein,  ©i,  0^ 
Functionen  von  d'  allein  seien.  Wenn  man  dies  und  den  Aus- 
druck (4)  für  Br  in  (6)  substituirt,  so  folgt: 


(9) 


oder: 


(10) 


^  \  dr  /         r    xsin-ö-    '    d^/' 

'\  dr     '  V         r    VsiH'O'        dd^r 

r    /dBi         T.  .  p  \  _    1   /ni@        d®\ 

TR  v"rfr  ■"  ^'^7  ""  ©7  v^i^  "^  d^r 
iE \df  "^ ^'^7 ~"  ©i  Vinr^  ■"  d^J' 


Da  in  den  beiden  Gleichungen  die  linken  Seiten  nicht  von 
^^  die  rechten  nicht  von  r  abhängen,  so  müssen  beide  Seiten 
Constanten  gleich  sein,  und  wir  beschränken  die  Allgemeinheit 
nicht,  wenn  vrir  diese  Constante  =  1  annehmen,  weil  die  Aus- 
drücke (8)  ungeändert  bleiben,  wenn  R^^  ©j,  R^,  ©,  durch  aJBi, 

23* 
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ar^  Sij  ftjBj,  6~*öa  ersetzt  werden,  worin  a,  b  ?rülkürliche  CJon- 
stanten  sind.  Hiemach  erhält  man  aus  (10)  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

mS     .    de 


(11) 


(12) 


®'  ~  sin^"  "^  dd-' 

_   we    _  d© 
'~  sin^        d-^' 

dr  *         r 

^  +  ÄtiJ,  =  i?. 
ar     '  r 


6^1  und  @2  si^d  &ls<>  durch  (11)  unmittelbar  gegeben,  and 
man  könnte  IZi,  R^  durch  Integration  von  (12)  bestimmen.  Da- 
bei würden  aber  noch  unbestimmte  Constanten  eingeführt,  die 
nachträglich  noch  bestimmt  werden  müssten.  Es  ist  darum  von 
Wichtigkeit,  dass  sich  auch  i2i,  i2,  ohne  Integration  ableiten 
lassen,  und  zwar  haben  wir  hierzu  die  Gleichung  (1),  die  ja 
auch  noch  befriedigt  werden  muss.  Diese  Gleichung  giebt,  wenn 
wir  für  rjB^,  rB^^  rBr  die  Ausdrücke  (4),  (7),  (8)  einfuhren: 

=  2Är  sin-e-öB. 

Aus  (11)  aber  ergiebt  sich 

.   .    ^dS 

dsm^'Si  dd"         w« 

"d»  "^^^  ~  d^  Sml  ^' 

7  •    /v  ^^  ^  Sin  v"  —TT 

und    daher    mit    Benutzung    der    Differentialgleichung    für    S 
[§.  140  (3)] 

dsmd'&.  _  ,     ,   .V    .    ^« 

-     ,är       ""  ^*®i  =  —  n(n-(-l)  sm-O*®, 

voraus  sich  nach  (13)  ergiebt: 

(U)  n(n-|- l)(iJ,  —  iJ,)  =  — 2ÄrÄ 


§.    141.  BeBtimmung  von  Bip  und  B^.  357 

Subtrahirt  man  die  beiden  Gleichungen  (12),  so  folgt: 

und  folglich  mit  Benutzung  von  (14) 

(15)  „(n+i)(//, +  fi,)  =  2i^ 

und  aus  (14)  und  (15) 

n(M  +  Iji^i  ==  —  hrB  -^  i   --, 

«(n  +  l)Ä,=       hrB  +  i^, 

und  hierdurch  sind  also  Ri  und  JR^  durch  B  ausgedrückt  in  einer 
ganz  ähnlichen  Form,  wie  @i  und  0,  durch  &  [nach  (11)]. 

Wenn  man  diese  Ausdrücke  für  üi,  B^  in  (12)  substituirt, 
so  ergiebt  sich  aus  beiden  die  Differentialgleichung  §.  140  (4), 
die  durch  R  erfüllt  ist,  und  es  sind  also  durch  (11)  und  (16) 
alle  Bedingungen  wirklich  befriedigt. 

Hierdurch  ist  ein  System  der  Particularlösungen  gefunden, 
in  denen  die  sechs  Gomponenten  der  elektrischen  und  der 
magnetischen  Kraft  vollständig  bis  auf  einen  unbestimmten 
(auch  complexen),  gemeinschaftlichen,  constanten  Coefficienten 
dargestellt  sind.  Es  ist  dabei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Leit- 
fähigkeit und  die  Constanten  £,  ft  in  verschiedenen  concen- 
trischen  Kugelschalen  verschiedene  constante  Werthe  haben. 
Es  enthalten  die  Ausdrücke  noch  die  willkürliche  Constante  h 
(von  der  h  abhängt)  und  die  willkürlichen  ganzen  Zahlen  m,  n. 
Indem  man  diesen  vrillkürlichen  Elementen  unendlich  viele  ver- 
schiedene Werthe  beilegt  und  die  Summen  bildet,  erhält  man 
die  Möglichkeit,  den  Grenzbedingungen  zu  genügen,  wie  sie  die 
grosse  Mannigfaltigkeit  der  hierher  gehörigen  elektromagnetischen 
oder  optischen  Probleme  bieten. 


FÜNFTES  BUCH. 


HYDRODYNAMIK. 


Achtzehnter  Abschnitt. 


Allgemeine  Grundsätze. 


§.  142- 

Hydrostatik. 

Wir  haben  in  §.  59  f.  allgemeine  Gesetze  kennen  gelernt, 
die  für  die  Druckkräfte  in  einer  deformirbaren  Substanz  gültig 
sind.  Wir  wenden  diese  Gesetze  auf  den  Fall  einer  Flüssigkeit 
an,  worunter  wir  sowohl  ein  Gas  als  eine  tropfbare  Flüssigkeit 
verstehen. 

Für  eine  Flüssigkeit  besteht  über  den  inneren  Druck  das 
folgende  Gesetz,  das  unter  dem  Namen  des  Gesetzes  des  iso- 
tropen Druckes  bekannt  ist. 

I.  Der  Druck  77»,  der  an  einer  Stelle  der  Flüssigkeit 
gegen  ein  Flächenelement  mit  der  Normalen  v 
wirkt,  steht  senkrecht  auf  der  Fläche  und  ist 
von  der  Richtung  von  v  unabhängig. 

So  lange  wir  nur  den  Ruhezustand  einer  im  Gleichgewicht 
befindlichen  flüssigen  Masse  betrachten,  gilt  dies  Gesetz  auch 
noch,  wenn  Reibung  und  Zähigkeit  berücksichtigt  werden.  Anders 
ist  68  aber  bei  bewegten  Massen,  wo  durch  diese  beiden  Ein- 
flüsse bei  der  Bewegung  selbst  noch  besondere  Kräfte  geweckt 
werden.  Können  wir  auch  im  Falle  der  Bewegung  von  diesen 
beiden  Einflüssen  absehen,  so  nennen  wir  die  Flüssigkeit  eine 
vollkommene  oder  auch  ideale  Flüssigkeit. 

Grenzen  wir  im  Inneren  der  Flüssigkeit  ein  Volumen  t'  ab, 
so  wirkt  erfahrungsgemäss  der  Druck  gegen  die  Oberfläche   von 
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r'  in  der  Richtung  der  inneren  Normale;  wenigstens  wollen 
wir  ihn  positiv  rechnen,  wenn  er  in  dieser  Richtung  wirkt.  Be- 
zeichnen wir  ihn  also  mit  p,  so  haben  wir,  um  die  Formeln  des 
§.  60  anzuwenden,  11^  =  —  p  zu  setzen. 

Eine  Folge  der  Annahme  I.  ist  die,  dass  auch  der  äussere 
Druck  P  senkrecht  gegen  die  freie  Obertiäche  der  Flüssigkeit 
wirkt.  Ist  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  nicht  überall  frei, 
sondern  ganz  oder  zum  Theil  durch  feste  Wände  begrenzt,  so 
ist  an  diesen  festen  Wänden  der  Druck  nicht  mehr  als  gegeben, 
sondern  als  durch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  bestimmt  an- 
zusehen. Der  Druck  p  an  irgend  einer  Stelle  im  Inneren  ist 
nach  I.  ein  Scalar,  also  eine  Function  der  Goordinaten  x,  y.  z 
der  Stelle. 

Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  aufzustellen,  haben  wir 
in  den  Gleichungen  (10),  (11),  §.  60 

Xy  =  0,   X,  =  0,    Y.  =  0,    r,  =  0,  z,  =  0,  z,  =  0 

X  =  Yy  =  Z,  =  —  p 

zu  setzen,  und  erhalten,  wenn  X,  Y^  Z  die  Gomponenten  der 
äusseren  Kraft  sind: 

«     '^=Y.'  '^=if'  '^=if. 

und  für  die  freie  Oberfläche 

(2)  p  =  P. 

Die  Dichtigkeit  q  betrachten  wir  bei  den  tropfbaren  Flüssig- 
keiten als  eine  Gonstante  und  nennen  diese  daher  auch  incom- 
pressible  Flüssigkeiten.  Diese  Annahme  stimmt  zwar  nicht 
in  aller  Strenge,  wohl  aber  mit  grosser  Annäherung  mit  der 
Wirklichkeit  überein. 

Bei  den  Gasen  ist  q  eine  Function  des  Druckes  p  (oder 
auch  p  eine  Function  yon  q).  Die  Natur  dieser  Function  muss 
durch  physikalische  Thatsachen  gegeben  sein,  und  kann  natür- 
lich nicht  aus  den  allgemeinen  mechanischen  Differentialgleichungen 
geschlossen  werden. 

Es  ist  aber,  wie  bekannt,  die  Dichtigkeit  eines  Gases  ausser 
von  dem  Druck  auch  noch  von  der  Temperatur  abhängig, 
und  die  Temperatur  ist  abhängig  von  der  Aufnahme  oder  Ab- 
gabe von  Wärme.  Bei  einer  vollständigen,  strengen  und  all- 
gemeinen Behandlung  des  Problems  müssten  wir  also  gleichzeitig 
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mit  den  hydrodynamischen  Gleichungen  auch  noch  die  Gleichungen 
der  Wärmeleitung  und  Strahlung  berücksichtigen;  aber  in  dieser 
Allgemeinheit  ist  uns  das  Problem  so  gut  wie  unzugänglich. 
Wir  beschränken  uns  daher  auf  die  Betrachtung  zweier  extremer 
Fälle. 

Für  die  Abhängigkeit  zwischen  Druck,  Dichtigkeit  und  Tem- 
peratur gilt  bei  vollkommenen  Gasen  das  Boyle-Gay-Lussac'- 
sche  Gesetz: 

(3)  pv  =  BT, 

worin  p  der  Druck,  v  das  Volumen  der  Masseneinheit,  also 
V  =  \lQy  T  die  sogenannte  absolute  Temperatur,  also  die  Tem- 
peratur in  Centesimalgraden,  von  —  273®  an  gerechnet,  bedeutet. 
R  ist  eine  Gonstante. 

Nehmen  wir  T  als  Zahl  au,  so  sind  die  Dimensionen  der 
hierin  vorkommenden  Grössen 

Es  ist  also  R  das  Quadrat  einer  Geschwindigkeit  und  im 
Gr.-Cent.-Sec.-System  ist  für  Wasserstoff 

R  =  41,3 .  10«  0- 

Für  andere  Gase  hat  R  nach  dem  Gesetze  von  Avogadro 
denselben  Werth,  wenn  unter  v  nicht  das  Volumen  der  Massen- 
einheit verstanden  wird,  sondern  ein  Volumen,  das  die  gleiche 
Anzahl  Molecüle  enthält,  wie  ein  Gramm  Wasserstoff. 

Wenn  man  die  Temperatur  als  constant  betrachten  kann, 
so  sind  also  Druck  und  Dichtigkeit  mit  einander  proportional 

(4)  P  —  Q  const. 

und  es  ist  die  eine  von  beiden  Grössen  aus  den  mechanischen 
Gleichungen  zu  bestimmen.  Dies  können  wir  aber  nur  im  Falle 
des  Gleichgewichtes  annehmen,  wenn  keine  Verdichtungen  und 
Verdünnungen  vorkommen,  oder  wenn  die  durch  die  Volumen- 
änderungen erzeugten  Temperaturverschiedenheiten  sich  so  schnell 
durch  Leitung  ausgleichen,  dass  wir  die  Temperatur  als  constant 
betrachten  dürfen. 

Bei  Bewegungen  von  der  Art  der  Schallschwingungen  in  der 
Luft  kommt  aber  wahrscheinlich   die  entgegengesetzte  Annahme 


^)  Da  der  WasBerstofT  das  Mol  ecularge wicht  2  hat,  so  wäre,  wenn  man 
unter  v  das  Volumen  einer  Grammmolekel  (2  Gramm)  versteht,  E  gleich 
dem  Doppelten  dieser  Zahl  (=  82,6 .  10")  zu  setzen  (Planck,  Thermodynamik). 
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der  Wirklichkeit  noch  näher,  dass  nämlich  der  Vorgang  adia- 
batisch sei,  d.  h.,  dass  der  Wärmeaustausch  zwischen  den 
Gastheilen  ganz  zu  vernachlässigen  sei. 

Unter  dieser   Voraussetzung    ergiebt  sich  die  Abhängigkeit 
zwischen  Druck  und  Dichtigkeit  durch  folgende  Betrachtung. 

Es  bedeute 

c  die  specifische  Wärme  des  Gases   bei   constantem 
Druck, 

cf  die  specifische  W^ärme  des  Gases  bei  constantem 
Volumen, 
d.  h.  es  sei  c  die  Wärmemenge,  die  der  Masseneinheit  des  Gases 
zugeführt  werden  muss,  um  die  Temperatur  um  einen  Grad  zu 
erhöhen,  wenn  es  sich  dabei  unter  einem  constanten  Druck  aus- 
dehnen kann,  und  c'  die  Wärmemenge,  die  denselben  Erfolg  bat, 
wenn  das  Volumen  constant  gehalten  wird. 

Wenn  sich  also  gleichzeitig  p  um  dp^  v  um  dv,   T  um  dT 
ändern,  so  ist  nach  (3) 

,-.  dp    .    dv       dT 

(^)  y  +  T  =  ^- 

Ist  also  d2>  =  0,  so  ergiebt  sich  die  Temperaturerhöhung, 
die  eintritt,  wenn  sich  das  Gas  bei  constantem  Druck  um  du 
ausdehnt,  gleich  Tdv/v^  und  cTdv/v  ist  die  dazu  erforder- 
liche Wärmemenge;  ebenso  ist  Tdp/p  die  Temperaturerhöhung 
und  dTdplp  die  dazu  erforderliche  Wärmemenge,  wenn  der 
Druck  bei  constantem  Volumen  um  dp  wächst.  Demnach  ist 
die  gesammte,  der  Temperaturerhöhung  d  T entsprechende  Wärme- 
menge 
.  cTdv       dTdp 

^^  V      ^  '    p      ' 

und  wenn  also  kein  Wärmeaustausch  stattfindet,  so  ist  diese 
Grösse  =  0.    Daraus  folgt 

cd  logt;  -|-  d  d\ogp  =  0 

oder  wenn  wir 

setzen : 

\ogp  =  —  fclogt;  +  const. 

oder  also,  wenn  wir  t;  =  l/^j  setzen: 
(7)  p  =^  Q^  const. 
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Nach  den  Beobachtungen  sind  die  beiden  specifischen  Wärmen 
^on  Drnck  und  Temperatur  unabhängig,  und  es  ist  daher  k  eine 
Gonstante. 

Die  Formel  (7)  gilt  aber,  wie  gesagt,  nur  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  kein  Wärmeaustausch  stattfindet,  ist  also  für  den 
Gleichgewichtszustand  nicht  anwendbar.  Für  diesen  Fall  ist  q 
als  Function  von  p  nach  dem  Boyle-Gay-Lussac'schen  Ge- 
setz erst  dann  bestimmt,  wenn  die  Temperatur  als  Function 
des  Ortes  bekannt  ist. 

Die  Annahme,  dass  p  mit  einer  Potenz  von  q  proportional 
sei,  hat  Poisson  zuerst  gemacht  Die  theoretische  Begründung 
aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  ist  von  Riemann.  Wir 
wollen  in  der  Folge  die  Formel  (7)  der  Kürze  wegen  als  das 
Poisson'sche  Gesetz  bezeichnen i). 


§.  143. 
Hydrostatische  Probleme. 

Die  Aufgabe  der  Hydrostatik  besteht  nun  darin,  aus  den 
Grundgleichungen  (1),  (2),  §.  142,  die  Gestalt  der  Oberfläche  und 


^)  Für  k  berechnet  Riemann  (lieber  die  Fortpflanzung  ebener  Luft- 
wellen  von  endlicher  Schwingungsweite,  Werke  S.  156)  aus  Beobachtungen 
Yon  Regnault  und  Joule  den  Werth  k  =  1,4101.  Neuere  Beobachtungen 
von  Mason  ergeben  für  atmosphärische  Luft,  Sauerstoff,  Wasserstoff,  Stick- 
stoff und  wahrscheinlich  für  alle  zweiatomigen  Gase  den  Werth  k  =  1,405. 
Für  einatomige  Gase,  z.  B.  für  Quecksilberdampf,  ist  k  grösser  {k  =  1,666). 
Wenn  die  Temperatur  oonstaat  bleibt,  während  p  und  v  um  dp  und  dv 
wachsen,  so  ergiebt  sich  aus  (3) 

a)    pdv  -\-  vdp  =  0. 

Die  gegen  den  Druck  geleistete  äussere  Arbeit  ist  hierbei  gleich 

b)    pdv  =  —  vd p. 

Die  aufgenommene  Wärmemenge  ist  nach  (6) 

c)    J  (c  —  &)  d  log  V. 

Nach  der  Annahme  Ton  Mayer  und  Clausius,  die  durch  die  Ver- 
suche von  Joule  bestätigt  ist,  nimmt  aber  ein  bei  constanter  Temperatur 
sich  ausdehnendes  Gas  nur  so  viel  Wärme  auf,  als  zur  Erzeugung  der 
äusseren  Arbeit  erforderlich  ist,  und  daraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  Wärme- 
mengen nach  mechanischem  Maass  (als  Arbeitsgrössen)  messen,  durch  Gleich- 
setzen von  b)  und  c)  mit  Benutzung  von  (3) 
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die  Yertheilung  des  Druckes  im  Inneren  abzuleiten.  Dies  ist 
leicht,  wenn  die  äusseren  Kräfte  X,  F,  Z  als  Functionen  des 
Ortes  von  vornherein  gegeben  sind,  dagegen  fehlt  jeder  all- 
gemeine Ansatz  in  den  Fällen,  wo  diese  Kräfte  von  der  noch 
unbekannten  Oberflächengestalt  abhängen.  Es  bleibt  dann  kaum 
ein  anderer  Weg  übrig,  als  eine  hypothetische  Annahme  über 
die  Gestalt  zu  machen,  die  noch  einige  verfugbare  Parameter 
enthält,  und  diese  Parameter  dann,  wenn  die  Annahme  eine  zu- 
lässige war,  nachträglich  zu  bestimmen. 

Die  Grundgleichungen  §.  142  (1)  zeigen  zunächst,  dass  ein 
Gleichgewicht  der  Flüssigkeit  nur  dann  möglich  ist,  wenn  der 
Ausdruck 

(1)  Q(Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  dp 

ein  vollständiges  Differential  ist,  und  wenn  also  q  constant  oder 
eine  Function  von  p  ist,  so  muss  auch 

(2)  Xdx-^  Ydy  +  Z ds;  =  dV 

ein  vollständiges  Differential  sein. 

Ist  die  Function  V  bekannt,  so  ergiebt  sich  bei  constan- 
tem  Q 

(3)  p  z=  Q  V  -]-  const. 

und  die  Constante  wird  bestimmt,  wenn  der  Druck  an  einer 
Stelle,  etwa  einem  Oberflächen  punkte,  bekannt  ist.  Die  Glei- 
chung der  Oberfläche  wird  dann  p  =  P,  also 

(4)  p  =  p  F  +  const 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  der  Oberflächendruck  F 
constant  ist  (z.  B.  gleich  dem  Atmosphärendruck  oder,  im 
leeren  Räume,  P  =  0).  Dann  ist  an  der  freien  Oberfläche  auch 
V  constant. 

Das  interessanteste  und  wichtigste  Beispiel  ist  das  einer 
rotirenden  Flüssigkeitsmasse,  deren  Theile  einander  nach  dem 
Newton'schen  Gravitationsgesetz  anziehen.  Streng  ge- 
nommen handelt  es  sich  hier  zwar  um  ein  dynamisches  und  kein 
statisches  Problem.  Wenn  wir  aber  die  Annahme  machen,  dass 
die  flüssige  Masse  ohne  Verschiebung  ihrer  Theile  gegen  ein- 
ander, also  wie  ein  starrer  Körper,  mit  unveränderlicher  Winkel- 
geschwindigkeit rotirt,  so  können  wir  den  Zustand  auf  ein  mit- 
rotirendes  Goordinatensystem  beziehen,  müssen  dann  aber  die 
Centrifugal kraft  als  äussere  Kraft  einfuhren. 


§-    143.  HydroBtatische  Probleme.  367 

Wenn  ein  Punkt  m  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  m  eine 
Kreisbahn  mit  dem  Radius  r  beschreibt,  so  wird  er  in  dem 
Zeitelement  dt  um  die  Strecke  ^rco^dt^  von  der  geradlinigen 
Bahn  nach  dem  Kreismittelpunkte  hin  abgelenkt.  Es  ist  also  ^ra^dt 
die  mittlere  Geschwindigkeit,  mit  der  er  diese  Strecke  durch- 
läuft; die  Anfangsgeschwindigkeit  ist  Null  und  die  End- 
geschwindigkeit also  rc3^dt\  folglich  ist  ro^  die  Beschleunigung 
in  der  Richtung  des  Radius. 

Die  Masseneinheit  in  dem  Punkte  m  wird  daher  gegen  das 
Hinderniss,  das  sie  in  jedem  Augenblick  in  die  Kreisbahn  zwingt, 
eine  Kraft  von  der  Grösse  ro*  in  der  Richtung  des  wachsenden 
r  ausüben.  Ist  die  Rotationsaxe  die  £r-Axe,  also  die  Bewegung 
der  xy -Ebene  parallel  und  r^  =  x^  -j-  y^^  so  sind  die  Com- 
ponenten  dieser  Centrifugalkraft 


(5)  Y,  =  yai^  = 


dx  ' 

8y' 


worin 

(6)  Fl  =  f  r^ca»  =  i(a;a  +  y^)a}K 

Dazu  kommen  noch  die  Componenten  Xg,  Yg?  ^2  der  An- 
ziehung der  gesammten  Flüssigkeit  auf  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten  x^  t/,  0.  Diese  können  wir  erst  berechnen,  wenn 
die  Gestalt  der  Oberfläche,  die  wir  suchen,  bekannt  ist.  Wenn 
wir  aber  annehmen,  die  Oberfläche  habe  die  Gestalt  eines 
Ellipsoids  mit  den  noch  unbekannten  Halbaxen  a,  6,  c,  und  die 
Axen  x^  y,  £f  fallen  mit  den  Hauptaxen  zusammen,  so  können  wir 
die  anziehenden  Kräfte  als  Functionen  der  a,  fc,  c  darstellen. 

Wir  haben  in  §.  107  des  ersten  Bandes  das  Potential  eines 
Ellipsoids  bestimmt.  Für  unser  jetziges  Problem  kommt  nur  das 
Potential  für  einen  Oberflächenpunkt  in  Betracht,  und  wenn  wir 
mit  /  die  anziehende  Kraft  der  Masseneinheit  auf  die  Massen- 
einheit in  der  Einheit  der  Entfernung  bezeichnen  i)  und 


*)  Ist  g  die  Beschleunigang  der  Schwere  an  der  Erdoberfläche,  M  die 
Masse  der  Erde,  R  der  Erdradius,  so  ist,  wenn  wir  die  Erde  als  Kugel 
betrachten,  und  von  dem  Einfluss  der  Erdrotation  auf  die  Schwere  absehen, 
/  =  gM*/M.    Die  Dimension  von  /  ist  [/]  =  [P  t-^  m-i]. 
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OD 


(7)         F.  =  «9/ J  (l  _  _  _  _  ^^-^_^^  _  _--^j  -^, 

0 


(8) 


■^=y('+i)('+T^)('+^) 


setzen,  so  ist 


aFj    ,,      8F,     ^      aF, 


Damit  nun  das  Ellipsoid,  unter  Voraussetzung  eines  con- 
stauten  Oberfläcbendruckes,  Gleichgewichtsfigur  sein  kaun,  jnuss 
die  Gleichung 

(10)  r^-{-  Vi  =  const 

an  der  Oberfläche  erfüllt  sein,  d.  h.  diese  Gleichung   muss   mit 
der  Gleichung  des  Ellipsoids 

übereinstimmen.    Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass   sich  die  Coeffi- 
cienten  von  x^^  y^  z^  in  (10),  nämlich  die  drei  Grössen 

(12)      i«,a_„p/j^-^-!-^,       .Ja,.-«9/j^^-,-i£^^, 

0  0 

ds 


--9f\ 


ic»  +  s)JÜ 

0 

zu  einander  verhalten  müssen  wie    ^  :  tt  :  — ,  und  es  finden  sich 

a*    0*    c^ 

also,  wenn  wir  zur  Abkürzung 
(13) 


2n(>f 

setzen,  und  einen  Proportionalitätsfactor  h  einführen,  die  drei 
Gleichungen : 
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a 


ds  .    h 


0 


O*)  l(6»  +  5)/)  =  '+P' 


0 

00 


(is  A 


0 

Ist  r  und  die  Gesammtgrösse  der  rotirenden  Masse,  also 
das  Product  abe  gegeben,  so  enthalten  diese  drei  Gleichungen 
noch  drei  Unbekannte,  aber  in  transcendenter  Form.  Elimi- 
niren  wir  zunächst  A,  so  folgt 

j    _  r      (ga  —  c^)sds 

(15) 

Aa     —  f       (fea  —  C^)sds 

J  (62  +  s)(c2  +  s)D' 

0 

woraus  man  zunächst  schliesst,  dass  (a*  —  c^)  und  (b^  —  c*) 
positiv  sein  müssen,  dass  also  die  Rotationsaxe  die  kleinste 
der  drei  Axen  ist.  Endlich  ergiebt  sich  aus  (15)  durch  Eli- 
mination von  r: 

00 

(16)  0  =  (a»  —  6»)  f  ijl  { (a2 _ c«)  (62 _  c^)  - c« (c«  +  s)|. 

0 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  die  Annahme 

(17)  a  =  6, 

(1.  h.  durch  ein  Rotationsellipsoid.  Machen  wir  diese  Annahme, 
so  ergiebt  eine  der  Gleichungen  (15) 


V 

00 

• 

• 
0 

(«2-- 

-  c2)sd 

1 

Is 

(a2+s)2(c2 

^s)j/ 

^C2 

oder, 

indem 

man 

a2 

C2 

C2 

A2,              1 

s 

C2 

—  M2 

setzt: 

Biemann- Weber, 

Partielle 
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I 

I  00 


(18)  r  -  2 X^  ^  ^j^^-^—^^, 

1 

oder,  indem  man  dieses  Integral  aasrechnet: 

3         3  —I—  k^ 

(19)  T  =  —  ^  4-     "^,       arc  tang  A, 

worin   der   Bogen   arc  tang  A  zwischen  0  und  —  zu  nehmen  ist. 

Die  Grösse  k  kann  jeden  Werth  von  0  bis  qo  haben,  und  zu 
jedem  dieser  Werthe  ergiebtsich  aus  (19)  ein  Werth  von  r,  also  eine 
bestimmte  Rotationsgeschwindigkeit  Es  kann  also  jedes  ab- 
geplattete Rotationsellipsoid  Oleichgewichtsfigur  sein,  und 
zwar  für  eine  bestimmte  Rotationsgeschwindigkeit. 

Lassen  wir  in  (19)  [oder  einfacher  noch  in  (18)]  k  positive 
Werthe  durchlaufen,  so  bleibt  r  positiv  und  verschwindet  für 
k  =  0  und  k  =  00,  Es  erhält  also  r  für  irgend  einen  Werth 
k  =  ko  einen  Maximalwerth  r^ ,  den  man  durch  Näherungs- 
rechnung finden  kann.     Man  erhält  genähert: 

(20)  .  Ao  =  2,5293,    t^  =  0,2246. 

Nehmen  wir  also  die  Kotationsgeschwiüdigkeit  und  damit 
nach  (13)  auch  r  als  gegeben  an,  so  erhält  man  zwei,  ein  oder 
kein  Rotationsellipsoid  als  mögliche  Gleichgewichtsfigur,  je  nach- 
dem T  kleiner,  gleich  oder  grösser  als  r^  ist. 

Man  kann  aber  die  Gleichung  (16)  auch  dadurch  befriedigeD, 
dass  man 

CO 

(21)  I  ^  [(«^  -  c')  ((^'  -  c')  -  c'  (c^  +  s)]  =  0 

setzt.  Hält  man  hierin  b  und  c  fest ,  und  nimmt  b  '^  c  an ,  so 
hat  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  für  ein  unendlich  grosses 
a  einen  positiven,  für  a  =  c  einen  negativen  Werth,  und  geht 
also,  wenn  a  von  c  bis  unendlich  geht,  einmal  durch  Null.  Es 
giebt  also  unendlich  viele  dreiaxige  Ellipsoide,  die  Gleichgewichts- 
figuren sein  können,  und  es  können  dabei  die  beiden  Axeu  b 
und  c  beliebig  gewählt  werden.  Ein  solches  dreiaxiges  Ellipsoid 
geht  nur  dann  in  ein  Rotationsellipsoid  über,  wenn  die  beiden 
Axen  6,  c  der  Bedingung  genügen: 


§.  144.  Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung.  371 

co(fe4  _  2b^c^  —  c^s)$ds  _ 

und  diese  Gleichung  hat  für  jedes  c  eine  Wurzel  6,  die  grösser 
als  c  ist.  Ist  6o  die  Wurzel  von  (22),  so  ist,  wenn  6  <  ^o  ist, 
das  aus  (21)  bestimmte  a  >>  &o  u^<l  umgekehrt. 

Soll  zu  einer  gegebenen  Rotationsgeschwindigkeit,  also  zu 
einem  gebenen  r  eine  dreiaxige  Ellipsoidfläche  als  Gleichgewichts^ 
figur  bestimmt  werden,  so  hat  man  gleichzeitig  eine  der  Glei- 
chungen (15)  und  die  Gleichung  (21)  zu  untersuchen.  Es  ergeben 
sich  dabei  die  folgenden  Resultate. 

Wenn  r  zwischen  den  Grenzen  0  und  0,18711  liegt,  so  exi- 
stiren  drei  ellipsoidische  Gleichgewichtsfiguren,  ein  dreiaxiges 
und  zwei  Rotationsellipsoide. 

Ist  t=  0,18711,  so  fallen  das  dreiaxige  und  das  weniger 
abgeplattete  der  beiden  Rotationsellipsoide  in  eines  zusammen. 

Liegt  r  zwischen  den  Grenzen  048711  und  a,2246,  so  existiren 
nur  noch  zwei  Rotationsellipsoide  als  Gleichgewichtsfiguren,  die 
bei  der  oberen  Grenze  von  r  in  eines  zusammenfallen. 

Ist  endlich  r  grösser  als  0,2246,  so  existirt  gar  keine  ellip- 
soidische Gleichgewichtsfigur  mehr^). 


§•  144. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung.  . 

Erste  Form. 

Aus  den  Gleichgewichtsbedingungen  lassen  sich  durch  das 
d'Alembert'sche  Princip  die  Bedingungen  der  Bewegung  her^ 
leiten,  indem  man  zu  den  thatsächlich  wirkenden,  auf  die  Massen- 


M  C.  0.  Meyer,  „de  aequilibrii  fonnis  ellipsoidicis**,  Crelle's  Journal, 
Bd.  24  (1842).  Die  Möglichkeit  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  als  Gleioh- 
gewichtsfigur  ist  von  Jacobi  entdeckt.  Die  Rechnungen,  die  zu  den  eben 
angegebenen  Resultaten  führen,  sind  mühsam,  aber  ohne  principielle 
Schwierigkeiten.  Methoden  zur  numerischen  Berechnung  der  Axenverhält- 
hältnisse  aus  gegebenem  r  hat  Kostka  gegeben  (Monatsberichte  der  Ber- 
liner Akademie  1870).  Er  findet  für  den  Werth  z  =  0,0022997,  der  den 
Verhältnissen   bei  der  Erde  entspricht,   für  die  beiden  Rotationsellipsoide 


-  =  1,00433467,  -  =  680,4939 

c  c 


24* 
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einheit  bezogenen  äusseren  Kräften  X,  Y^  Z  die  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  genommenen  Beschleunigungen  hinzufügt,  also 
nach  der  Annahme  von  d'Alembert  fordert,  dass,  wenn  7l\^\z** 
die  Componenten  der  Beschleunigung  sind,  der  bewegte  Zustand 
in  jedem  Augenblick  den  Gleichgewichtsbedingungen  genügen 
soll,  wenn  die  äusseren  Kräfte  X,7,  Z  durch 

X  —  a:",         r  —  f,        Z  —  z*' 

ersetzt  werden.  Es  ergeben  sich  also  aus  den  Gleichungen 
§.  142  (1)  die  für  die  Bewegung  gültigen  Gleichungen: 

dp 


9(X-ap")  = 


dx' 


(1)  p(y-y")  =  |f. 

Hierin  besteht  zwischen  der  Dichtigkeit  q  und  dem  Druck 
p  eine  Relation,  die  von  der  Natur  der  Aufgabe  abhängt,  wie 
wir  im  §.  142  gesehen  haben. 

Die  Oberflächenbedingung 

(2)  p  =  F 

bleibt  hier  unveränderlich  bestehen. 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  die  Beschleunigimgen 
durch  die  Unbekannten  des  Problems  auszudrücken,  um  Diffe- 
rentialgleichungen bilden  zu  können.  Man  kann  dabei  von  zwei 
verschiedenen  Gesichtspunkten  ausgehen,  und  erhält  dem  ent- 
sprechend die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  zwei  ver- 
schiedenen Formen.  Wir  betrachten  zunächst  die  Form  der 
Differentialgleichungen,  die  man  nach  Lagrange  benennt i). 

Wenn  danach  x^  y^  z  die  Goordinaten  nicht  eines  be- 
stimmten   Uaumpunktes,    sondern    eines    Massenelementes    der 


and  für  das  dreiaxif^e  Ellipsoid  (abweichend  von  Meyer) 

-  =  52,4425,      -  =  1,0023134. 
c  c 

Eingehende  Untersuchungen  allgemeinerer  Art  über  Gleichgewichts- 
figuren rotirender  gravitirender  Flüssigkeiten,  in  denen  besonders  auch  die 
Fra^e  nach  der  Stabilität  Berücksichtigung  findet,  sind  von  Poincare  an- 
gestellt (Acta  Mathematica,  Bd.  7,  1885). 

^)  Lagran^e,  Mecanique  analytique.    Tome  II,  section  XI,  1815. 
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Flüssigkeit  sind,  so  haben  wir  x,  y,  z  als  Functionen  der  Zeit  zu 
betrachten,  und  es  ist,  wie  in  der  Mechanik  materieller  Punkte 

Da  aber,  wie  wir  annehmen,  die  Flüssigkeit  während  der 
ganzen  Bewegung  einen  Raum  stetig  erfüllt,  so  sind  x^  y,  js  noch 
Functionen  von  drei  anderen  unabhängigen  Variablen  a,  6,  c, 
durch  deren  Werthe  sich  die  verschiedenen  Flüssigkeitselemente 
von  einander  unterscheiden.  Am  einfachsten  ist  es,  für  diese 
Variablen  a,  Z»,  c  die  Werthe  zu  nehmen,  die  die  Goordinaten 
üc,  !/,  J3  in  irgend  einem  Moment,  etwa  für  i^  =  0,  haben  (die 
Anfangswerthe).  Es  können  aber  auch  die  a,  6,  c  irgend 
drei  von  einander  unabhängige  Functionen  dieser  Anfangs- 
werthe sein. 

Der  Druck  p  geht  bei  dieser  Darstellung  aus  einer  Function 
von  X,  y,  z  in  eine  Function  von  a,  ft,  c  über,  und  wir  haben  also 

.,  V  8j) dp  dx    .    8jp  8y        dp  da 

^^  da~dx'dä^dyda'^d7dä 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen,  und  wir  erhalten  aus  (1): 

^^V  dPjda^\         cPjda^K        dpj  da       g  da 

Wenn  eine  Kräftefunction  V  existirt,  wie  wir  jetzt  an- 
nehmen wollen,  so  ist  X  =  d  V/dx,  T  =  dV/dy,  Z  =  dVjdz^ 
und  folglich 

da    ^        da  da       da 

Demnach  ergiebt  sich  aus  (4)  und  den  beiden  entsprechenden 
Gleichungen  für  6,  c  das  System: 

dxd^x       dy  d^y    .    dzd^z_dV       Idp 
dadP'^  dadP'^  dad¥  ~  da        q  da 

dxd^x    ■    dy  d^y    .    dz  d^z  _dV       l  dp 
^^  db  dP  "^  db  dP  "^  db  dP  ~~  db        g  db 

dx  d^x    ,    dy  c^y    ,    d^d^z  _dV^        \^dp 
Wcd¥'^dcdi^'^dcdP'~~dc        g  de' 

Hierzu  kommt  noch  eine  Gleichung,  die  wir  als  die  Glei- 
chung   der  Erhaltung   der  Masse   bezeichnen    können.      Be- 
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zeichnen  wir  mit  dt  ein  Volumenelement  der  Flüssigkeit,  mit  p 
die  zugehörige  Dichtigkeit,  so  ist  das  Integral 


1 


gdtj 


wenn  man  es  in  einem  bestimmten  Augenblick  auf  irgend  einen 
Theil  der  bewegten  Masse  bezieht,  mit  der  Zeit  unyeränderlich. 
Drücken  wir  das  Integral  in  den  Variablen  a,  6,  e  aus ,  so  sind 
seine  Grenzen  Ton  der  Zeit  unabhängig,  und  q  ist  eine  Function 
▼on  a,  i,  c,  t    Das  Integral  erhält  dann  die  Form 


1 


Q@  da  db  de, 


worin  der  Ausdruck  @  nach  Band  I,  §.  37  (8)  zu  bilden  ist. 
Man  hat  nach  der  dortigen  Bezeichnung 


0  =  V66'e"-(/«6  — (/'^c'  — (^"a^'  +  2gg'g\ 


worm 


dy  dy 


^  ~  db  de  '^ 


+  ^  ^  öt<5- 


db  de    '    db  de 
und  man  kann  daher  nach  einem  bekannten  Determinantensatze 


(6) 


^'  —  dadb  de 


dx  dx  dx 

da'  "86'  de 

dy^  dy^  dy^ 

da'  db'  de 

dj_  d£  d£ 

da'  9fr'  de 

setzen.    Die  Bedingung  der  Erhaltung  der  Masse  ergiebt  daher 

dgS 


(7) 


dt 


=  0 


oder  durch  Integration ,  wenn  wir  mit  Qq  ®o  <liö  Werthe   dieser 
Functionen  für  t  =  0  bezeichnen: 

(8)  Q0  =  Qo  öo. 

In  der  Formel  (6)  wäre,  da  &  nach  seiner  Definition  eine 
wesentlich  positive  Grösse  ist,  das  Vorzeichen  noch  unbestimmt 
Da  aber   nach   (8)  0  immer   dasselbe    Zeichen  hat  wie  Oo,  so 
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Icönneu  wir  die  Variablen  a,  ft,  e  immer  so  annehmen,  dass  die 
Determinante  positiv  ist,  und  dann  ist  also  das  Vorzeichen  in 
(6)  richtig.     Dies  ist  z.  B.  dann  der  Fall,  wenn  wir  für  a,  b^  c 
die  Anfangswerthe  der  Variablen  o?,  y,  z  wählen. 
Dann  ist  nämlich  für  t  =  0 

ca  oa  da 

de  — "'   ac  -"'   ac      ^' 

und  folglich  ©o  =  !•    Di©  Formel  (8)  ergiebt  daher 
(10)  ©  =  ^^  , 

die  in   dem    Falle    einer    incompressiblen    Flüssigkeit,    bei   der 
p  =  Po  ist,  in 

(llj  0  =  1 

übergeht. 

Hierzu  sind  noch  zwei  Bemerkungen  zu  machen: 
Die  Functionen  x^  y^  z  sind  für  ein  bestimmtes  Werthsystem 
a,  6,  c  stetige  Functionen  von  t,  da  ein  Flüssigkeitstheilchen  nicht 
plötzlich  von  einem  Orte  zu  einem  davon  verschiedenen  fort- 
getragen werden  kann.  Es  müssen  aber  auch  für  einen  con- 
stanten  Werth  von  i  die  rc,  y,  z  stetige  Functionen  von  a,  i,  c 
sein;  denn  unserer  ganzen  Betrachtung  liegt  die  Voraussetzung 
zu  Grunde,  dass  benachbarte  Flüssigkeitstheile  im  Verlauf  der 
Bewegung  benachbart  bleiben. 

Endlich  müssen  wir  aber  auch  noch  verlangen,  dass  zu  ver- 
schiedenen Werthen  von  a,  t,  c  auch  verschiedene  Werthe  von 
^1  y^  ^  gehören,  d.  h.  dass  a,  6,  c  eindeutige  Functionen  von 
x^  y,  z  sind.  Wären  sie  nämlich  das  nicht,  so  würden  ver- 
schiedene Flüssigkeitstheile  im  Verlaufe  der  Bewegung  gleich- 
zeitig an  dieselbe  Stelle  kommen.  Sie  müssen  dann  auf  einander 
stossen,  und  es  treten  Unstetigkeiten  ein,  über  die  unsere  Glei- 
chungen keine  Auskunft  mehr  geben.  Hierhin  gehören  solche 
Bewegungen,  die  sich  durch  Spritzen  oder  Branden  zu  erkennen 
geben. 
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Eine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  den  Drack.  Da 
eine  negative  Dichtigkeit  bei  Flüssigkeiten  keinen  Sinn  hat,  so 
kann  bei  Gasen  schon  wegen  des  Zusammenhanges  zwischen 
Druck  und  Dichtigkeit  auch  der  Druck  nicht  negativ  werden. 
Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  würde  ein  negativer  Druck,  der  in 
einem  Raumtheil  herrscht,  als  eine  Zugkraft  gegen  die  Ober- 
fläche wirken.  Nach  der  Vorstellung,  die  wir  von  dem  Wesen 
einer  incompressiblen  Flüssigkeit  haben,  würde  sie  aber  einem 
solchen  Zuge  nicht  widerstehen  können,  sondern  zerreissen 
müssen.  Bei  einer  stetigen  Flüssigkeitsbewegung,  bei  der  der 
Zusammenhang  der  Theile  erhalten  bleibt,  kann  also  der  Druck 
nirgends  negativ  werden. 

In  der  Natur  wird  vielleicht  eine  Flüssigkeit  auch  einer 
Zugkraft  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  widerstehen  können. 
Dann  aber  würde  immerhin  bei  einer  stetigen  Bewegung  der 
Druck  nicht  unter  eine  von  der  Natur  der  Flüssigkeit 
abhängige  Grenze  herabsinken  können. 

Was  die  Grenzbedingungen  betrifft,  so  haben  wir  zwischen 
einer  freien  Oberfläche  und  der  Berührungsfläche  der  Flüssigkeit 
mit  einer  festen  Wand  zu  unterscheiden.  An  der  ersten  gilt  die 
Grenzbedingung  (2),  d.  h.  der  Druck  an  einer  solchen  Stelle  ist 
eine  gegebene  constante  Grösse.  Für  die  Berührungsflächen 
zwischen  der  Flüssigkeit  und  der  Wand  nehmen  wir  an,  dass 
ein  an  der  Wand  befindliches  Flüssigkeitstheilchen  während 
der  ganzen  Dauer  einer  den  Differentialgleichungen 
entsprechenden  Bewegung  mit  der  Wand  in  Berührung 
bleibt. 

§.  145. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

Zweite   Form. 

Man  kann  bei  der  Aufstellung  der  Difierentialgleichungen 
der  Bewegung  noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  ausgehen: 
man  kann  nämlich  den  mit  bewegter  Flüssigkeit  erfüllten  Raum 
als  ein  Geschwindigkeitsfeld  auffassen  (Bd.  I,  §.  85),  in  dem 
es  sich  dann  um  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  als 
Vector.und  des  Druckes  als  Scalar  handelt. 

Gegeben  ist  dabei  in  demselben  Felde  der  Vector  der  äusse- 
ren Kraft. 
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Alle  Grössen  des  Feldes  und  auch  das  Feld  selbst,  d.  h.  seine 
Begrenzung,  können  noch  Functionen  der  Zeit  sein.  Wenn  nun 
Sl  irgend  einen  mit  der  Zeit  veränderlichen  Scalar  des  Feldes, 
also  eine  Function  von  a?,  y,  £r,  t  bedeutet,  so  wird  ein  bewegtes 
Massentheilchen  m  im  Verlauf  der  Bewegung  zu  immer  anderen 
und  anderen  Werthen  von  Sl  gelangen.  Sind  ^,  y,  e  die  Goor- 
dinaten  und  u^  v^  w  die  Geschwindigkeitscomponenten  von  m  zur 
Zeit  f,  so  sind  nach  Verlauf  des  Zeitelementes  dt  die  Goordinaten 
von  m 

X  -{■  udt^        y  -|-  vdt^        e  -\-  wdt^ 

und  folglich  hat  der  Werth  von  Sl  für  das  Theilchen  m  in  dem 
Zeitelement  dt  xim 


( 


dsi  ,      dsi  \     dsi  ,     dsi\  ,. 

dt  dx  dy    ^        czj 


zugenommen.    Diese  Grösse  können  wir  als  das  vollständige 
Differential  von  i^  bezeichnen,  und  wir  setzen  demnach: 

,,,  dsi     aß  ,     zsi  ,     gß  ,     ^sl 

Die  Gomponenten  der  Beschleunigung  des  Theilchens  er- 
halten wir  hieraus,  wenn  wir  Sl  r=z  u^  v^  vo  setzen,  also 

,-       du  ,.       dv  „       dw 

'^=TV     ^=di^      '=li' 

Diese  Ausdrücke  haben  wir  in  den  Formeln  §.  144  (1)  ein- 
zusetzen, um  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  zu  er- 
halten : 

du       du    .       du    .       du    ,       du        ^       1  dp 

dt         dt    ^       dx    ^       dy  dz  q  dx 

,-.    dv        dv    .        dv    .        dv    .        dv         ^       1  dp 

dw       dw   ,        dw   .       dw    .       dw        «   l  dp 

-77=  -^T+  «*  ^ h  ^- \-W^-  =  Z :t^. 

dt        dt  dx    ^        cy  da  q  oz 

Zur  Bestimmung  der  vier  Functionen  ti,  t;,  u;,  p  ist  noch  eine 
Gleichung  nothwendig,  die  wir  leicht  aus  der  allgemeinen  Vector- 
Theorie  ableiten  können.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  21  den 
Geschwindigkeitsvector,  und  grenzen  in  dem  Felde  irgend  ein 
Volumen  r  ab,  so  ist,  wenn  An  die  Normalcomponente  der  Ge- 
schwindigkeit an  der  Oberfläche  von  r,  ins  Innere  positiv  ge- 


I 

n 
8< 

I 
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rechnet,  und  do  ein  Element   der  Oberfläche   von  r  bedeutet, 

Q  Ändo  die  in  der  Einheit  der  Zeit  einströmende  Flüssigkeits- 

menge.    Ist  nun  q  im  Zeitelement  dt  um  {(iQ/di)dt  gewachsen. 
80  ist  die  Massenzunahme  im  Volumen  t  in  der  Zeiteinheit  gleich 

{öQ/dt)dr  und  es  ist    also   mit   Rücksicht   auf  den  Gauss'- 

sehen  Satz 

I  — j  dr  =  I  QÄndo  =  —      div  9  '81  dx. 

Da  dies  für  jedes  beliebige  Volumen  t  gelten  muss,  so  folgt 
[Bd.  I,  §.  91,  mit  der  Vorzeichenberichtigung  in  Formel  (5)]: 

(3)  ||  +  divp3l  =  0, 

oder  ausführlich  geschrieben 

^^^  H  "^  d~x  +  "dF  "^  ^^  ~    ' 

oder  endlich  noch 

,.-  d(f    .       /du   ,dv,    dw\       - 

^^)  df  +  näi  +  äP  +  W^^- 

Im  Falle  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  ist  q  constant, 
und  dann  wird  diese  Gleichung  einfach: 

^^^  gi  +  ö^  +  ä7  =  ^- 

Für  eine  freie  Grenze  ergiebt  sich  noch,  wenn  P  der  gegebene 
äussere  Druck  ist,  die  Bedingung 

(7)  P  =  P- 

Ist  die  Flüssigkeit  mit  festen  Wänden  in  Berührung,  so 
kommt  die  Bedingung  dazu,  dass  die  Flüssigkeitsbewegung  nur 
in  der  Richtung  der  Wand  vor  sich  gehen  kann,  und  dies  giebt 
wenn  die  Wand  in  Ruhe  ist,  und  n  die  Richtung  der  Normale 
bedeutet,  die  Bedingung: 

(8)  An  =  0, 

und  wenn  die  Wand  selbst  eine  Geschwindigkeit  hat,  deren  Gom- 
ponente  in  der  Richtung  n  gleich  N  ist: 

(9)  An  =  N. 
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Wenn  man  aus  diesen  Bedingungen  die  Functionen  u,  v^  w 
bestimmt  hat,  so  erhält  man  die  Bahn  des  FlüssigkeitstheilGhenB 
m  durch  Integration  des  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen: 

dx  d  y  dz 

(10)  ^=«,        jf  =  t;,        j^  =  «, 

und  die  vollständige  Integration  dieses  Systems  giebt  dann  x^  y^  s 
als  Functionen  von  t  und  den  Anfangswerthen  a,  6,  c.  Dadurch 
ist  der  Uebergang  von  den  Differentialgleichungen  der  Hydro- 
dynamik in  der  zweiten  Form  zu  denen  in  der  ersten  Form  ge- 
geben. 

Diese  zweite  Form  der  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen wird  die  Euler^sche  genannt i).  Sie  ist  in  solchen 
Fällen  mit  Vortheil  anzuwenden,  in  denen  die  Begrenzung  der 
Flüssigkeitsmasse  mit  der  Zeit  unveränderlich  ist,  weil  dann  die 
Variablen  x,  y^  z  einen  unveränderlichen  Bereich  haben.  Ist 
aber  die  äussere  Begrenzung  veränderlich,  so  ist  es  gerathen, 
die  erste  Form  anzuwenden,  weil  dabei  die  unabhängigen 
Variablen  a,  6,  c  immer  einen  unveränderlichen  Bereich  haben 


§.  146. 

Uebergang  von   der  Euler'schen  zu  der  Lagrange'schen 

Form. 

Nach  Integration  der  Differentialgleichungen  (10)  §.  145  smd 
x^  y,  z  als  Functionen  von  ^,  a,  6,  c  bestimmt,  und  man  kann 
von  der  zweiten  Form  wieder  zur  ersten  zurückkehren,  wenn 
man  a,  6,  c  als  unabhängige  Variable  einfuhrt.  Ist  dies  ge- 
schehen, so  ist  die  partielle  Differentiation  nach  t^  die  im  §.  144 


^)  Euler:  Principes  generaux  du  mouvement  des  fluides  (Hist.  de 
i'Acad.  de  Berlin  1755).  Auch  die  erste,  nach  Lagrange  benannte  Form 
der  hydrodynamischen  Differentialgleichungen  stammt  ursprünglich  von 
Euler:  De  principiis  motus  fluidorum.  (Novi  comm.  Petropolitanae  1759. 
Cap.  6.  De  motu  fluidorum  ex  statu  initiali  definicDdo.)  H.  Uankel 
(Zar  allgemeiDen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten,  Göttingen 
18<>1),  dem  wir  diese  historische  Bemerkung  verdanken^  führt  sie  auf  Rie- 
mann  zurück. 
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mit  dl  dt  bezeichnet  war,  dasselbe,  was  wir  im  vorigen  Paragraphen 
mit  dl  dt  bezeichnet  haben. 

Um  die  Transformation  von  den  einen  zu  den  anderen 
Variablen  zu  bewirken,  hat  man  die  bekannten  Formeln  zu 
benutzen : 

da  _  dy  dz       dy  de  _  8© 


® 


dx       86  de       de  ob        ^dx 

da 


i\\  ^da  _dz  dx       dedx_   dB 

^'  **dy~dbdc       r.cdb~     dy' 

da 

^_8£8y_8£8y_   dS 
dz~  dbdc~  dcdb  "~  ^djs 

^di 

etc.,  worin,  wie  früher  (§.  144),  ©  die  Determinante 

(2)  0  =  V  +  —  ^  - 

^^  ^        ^-dadbdc 

bedeutet. 

Hiemach  folgt  aus  (10)  §.  145,  da  die  Di£Ferentiationen  nach 

dt  und  8a,  86,  de  mit  einander  vertauschbar  sind: 

8w_^dx_8ajrf^8£,8^^8^,8£d^8£ 
dx~dx  dt  ~dx  dt  da'^dx  dt  db'^dx  dt  de' 

dv f)    dx da  d  dy  _,db  d   dy  ^^de   d  dy 

dy~dydt~Fydidä^FyTtWb'^dydtFc' 

dz~d0dt~dzdtda^dzdtdb^dj9dtdc' 
und  mithin  nach  (1): 

\dx^  dy  ^  dej~~  dt 
Daraus  ergiebt  sich 
/9\  ^P    .       /du.dv    .    dw\        l  doß 

^^^  di  +  ^  Väi  +  äy  +  ä7J  =  0  -dT' 

und  hiernach  geht  die  Gleichung  §.  145  (5)  in  §.  144  (7)  aber. 
Die  Gleichungen  §.  145  (2)  ergeben  durch  Multiplication  mit 

d X    du    dz 

^T—^x^iTT-  und  Addition  unmittelbar  die  erste  der  Gleichungen 

0 a    oa    öa 

§•  144  (5). 
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§.  147. 
Erhaltung  der  Wirbelmomente. 

Wir  wollen  jetzt  den  hydrodynamischen  Gleichungen  noch 
eine  andere  Form  geben,  aus  der  sich  am  einfachsten  gewisse 
allgemeine  Integralgleichungen  ergeben.  Wir  setzen  dabei  vor- 
aus, dass  die  äusseren  Kräfte  eine  Eräftefunction  haben,  und 
gehen  demnach  von  den  Gleichungen  (5)  §.  144  aus,  in  denen 
wir  jetzt  unter  a,  &,  c  die  Anfangswerthe  der  Goordinaten  or,  y,  jg 
verstehen.  Wir  bezeichnen  mit  t*,  v,  w  die  Geschwindigkeits- 
componenten  eines  Massentheilchens  und  mit  iiq«  t;o,  Wq  deren  An- 
fangswerthe, setzen  also  in  der  Bezeichnung  von  §.  144 

/, .  dx  dy  da 

Dann  ist 

dx  d^x        d   /    dx\  d^x 


a  dt^  ~  dtVöa)       ^  da 
~  dtV'da)        2 


da'öt^        dt\    öaj  da  dt 

du^ 
da' 


und  Aehnliches    gilt  für  die  anderen  Glieder  der  Gleichungen 
§.  144  (5).    Wenn  wir  daher 

t 

(2)  ?  =  j  ['"- jy  +  K«'  +  f'  -H  «>»)]  dt 

0 

setzen,  so  können  wir  die  Gleichungen  §.  144  (5)  in  Beziehung 
auf  ^  integriren,  und  erhalten  mit  Rücksicht  auf  §.144  (9): 

dx    .       dy    ,       dz  ,    dx 

da  da  da  '8a 

/Q\  dx    .       dy    .       ("'Z  .    dx 

dx    .       dy    .        djs  ,    dx.>, 

öc    '       de    ^       de  ^    de  ^ 


*)   U.  Weber,   Ueber  eine    Transformation    der   hydrodynamiBchen 
Gleichungen:  Crelle's  Journal  Bd.  68  (1868). 
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Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
da,  db^  de  und  addiren,  so  folgt: 

(4)  udx  -\-  vdy  -{-  wdz  =  Uoda  -^  Vodb  -j-  Wodc  -{-  dx» 

worin  bei  der  Bildnng  der  Differentiale  dx^  dy^  dz^  dx  die  Zeit 
nicht  als  yariabel  gilt. 

Nun  nehmen  wir  im  Gebiete  der  Variablen  a,  6,  c  irgend 
einen  Bereich,  in  dem  die  Function  %  endlich,  stetig  und  eindeutig 
ist,  nehmen  in  diesem  Gebiete  eine  geschlossene  Curve  So  und 
legen  durch  diese  eine  Fläche  Fq.  Diese  Curve  und  diese 
Fläche  werden  mit  den  Flüssigkeitstheilchen,  die  sie  zur  Zeit 
^  =  0  erfüllen,  mit  der  Zeit  fortfliessen,  und  zur  Zeit  t  eine 
Curve  S  und  eine  Fläche  F  erfüllen,  deren  Punkte  die  Coordi- 
naten  x,  y,  z  haben.  Integriren  wir  die  Gleichung  (4)  auf  der 
rechten  Seite  über  die  Curve  So,  so  müssen  wir  auf  der  linken 

über  S  integriren,  und  das  Integral  j^x  verschwindet  wegen  der 

vorausgesetzten  Eindeutigkeit  von  %-  Bezeichnen  wir  aber  mit  ds 
und  dso  entsprechende  Linienelemente  der  Curven  S  und  S^  und 
mit  Ag  und  AI  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  von  ds  und  von  dSo  (zur  Zeit  t  und  0),  so  ergiebt 
sich  aus  (4): 

(5)  f  ^,  ds  =  f  -4J  dso, 

und  wenn  wir  den  Curl  der  Geschwindigkeit  mit  6  und  6^  be- 
zeichnen, nach  dem  Stokes'schen  Satz  (Bd.  I,  §.  89,  II): 

(6)  jc,d/=|c'2d/„ 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  Flächenelemente  df  und  dfo 
der  Flächen  t  und  F^  beziehen,  und  n  die  Richtung  der  Nor- 
male an  df  und  dfo  bedeutet. 

Wenn  wir  in  Verallgemeinerung  eines  im  §.  91  des  ersten 
Bandes  eingeführten  Ausdruckes  das  Integral 


M 


=  ^Cndf 


das  Wirbelmoment  der  Fläche  JF  nennen,  so  können  wir  hier- 
nach den  wichtigen  Satz  aussprechen: 

1.  Das  Wirbelmoment  einer  beliebigen,  aus  Flüssig- 
keitstheilchen gebildeten  Fläche  bleibt  im  Ver- 
lauf der  Bewegung  dieser  Fläche  ungeändert. 
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Eh  ist  aber  dabei  wohl  zu  beachten,  dass  die  Constanz  des 
üVirbelmomentes  nicht  am  absoluten  Räume,  sondern  an  der 
bewegten  Masse  haftet. 

Im  §.  91  des  ersten  Bandes  haben  wir  als  Wirbellinien 
solche  Linien  definirt,  die  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Richtung 
des  Gurls  haben,  die  also  durch  die  Differentialgleichungen 

dx  :  dy  \  dz  =  Cx  :  Cy  :'  Cm 

bestimmt  sind.  Wenn  also  die  Fläche  Fq  aus  Wirbellinien  ge- 
bildet ist,  so  ist  in  jedem  ihrer  Punkte  C^  =  0.  Die  Gleichung 
(6)  zeigt  dann,  dass  im  Verlauf  der  Bewegung  auch  Cn  =  0  sein 
muss;  wendet  man  dies  auf  einen  unendlich  schmalen  Streifen 
längs  einer  Wirbellinie  an,  so  folgt: 

2.  Die  Flüssigkeitstheilchen,  die  im  Anfange  auf 
einer  Wirbellinie  liegen,  bleiben  im  Verlauf 
der  Bewegung  auf  einer  Wirbellinie. 

Wir  lassen  jetzt  die  Annahme  wieder  fallen,  dass  F  und  Fq 
aus  Wirbellinien  gebildet  seien,  und  legen  durch  alle  Punkte 
der  Begrenzung  der  Fläche  Fq  die  Wirbellinien.  So  erhalten 
wir  einen  Wirbelcanal  und  jede  Querschnittsfläche  eines 
solchen  Canals  hat  dasselbe  Wirbelmoment,  das  wir  das  Mo- 
ment des  Wirbelcanals  genannt  haben  (Bd.  I,  §.  91).  Wir 
haben  also  aus  1.  und  2.  den  Satz: 

3.  Die  Flüssigkeitsmasse,  die  am  Anfang  einen 
Wirbelcanal  erfüllt,  bildet  auch  im  Verlauf  der 
Bewegung  einen  Wirbelcanal,  dessen  Moment  mit 
der  Zeit  unveränderlich  ist. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  der  Curl  der 
Geschwindigkeit  gleich  Null  ist  Wenn  dies  am  Anfang  der  Fall 
ist,  so  bleibt  diese  Eigenschaft  nach  1.  während  der  ganzen 
Dauer  der  Bewegung  erhalten.  Dann  ist  also  die  Deformation, 
die  die  Flüssigkeitsmasse  in  jedem  Zeitelement  erfährt,  rota- 
tionslos oder  wirbelfrei. 

Der  Vector  3[  ist  in  diesem  Falle  ein  Potential vector,  d.  h. 
es  giebt  eine  Function  g?  der  Coordinaten  x,  «/,  -er  und  der  Zeit, 
so  dass 

c  (p  d  w  d  w 

u  —.  -  y-,        V  =  ~—,       t«;  =  - — 

cx  oy  de 
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ist.  Diese  Function  q)  heisst  nach  Helmholtz  das  Ge- 
schwindigkeitspotential 1). 

Im  Allgemeinen  wird  das  Geschwindigkeitspotential  g>  noch 
von  der  Zeit  abhängen.  Ist  es  unabhängig  von  der  Zeit,  so  ist 
der  Zustand  stationär. 

Die  Stromlinien  sind  die  orthogonalen  Trajectorien  der 
Flächen  9  =  const.  Man  erhält  sie  durch  Integration  des 
Systems 

j       j       j  dw    dw    dw 

dx  :  av  :  dz  =  — —  :  — ^  :  ^r-^* 
^  dx     dif     de 

Im  stationären  Zustande  sind  diese  StromUnien  mit  der  Zeit 
unveränderlich.  Im  nicht  stationären  Zustande  beziehen  sie  sich 
auf  einen  bestimmten  Augenblick. 


§.  148. 
Wirbelfreie  Bewegung. 

Wenn  wir  die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  9 
und  zugleich  eines  Eraftepotentials  V  voraussetzen,  und  demnach 

(r\  8t^_8_i;        du_dw        dv_du 

^^  dy~dz'      djs~dx'      dx~dy' 

^  ^  ex  öy  dz 

setzen,  so  folgt: 

du       du    ,       du    ,       du    ,       du 

d7  =  H  +  «äi  +  ''ä^  +  «'ä7 

du    ,        du    ,        dv    ,        dw 

^äMw  +  H«- +  «■+»■']• 

T_i^  =  a/'f—  f  ^^ 

qdx       dx\  ]    Q  r 

und  die  Euler'schen  Differentialgleichungen  §.  145  (2)  zeigen,  dass 

(3)  ^  +  K«*  +  «'  +  «")-  ^  +  j  ^  =  C 

^)  Helmholtz,   lieber  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen, 
welche  den  Wirbelbeweg^angen  entsprechen  (Crelle's  Journal  Bd.  57). 
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von  x^y^  z  unabhängig,  also  constant  oder  nur  eine  Function 
der  Zeit  ist.    Es  ergiebt  sich  also: 

(4)  •       ||=r-|^-^(««  +  t,«  +  t.o  +  <? 

oder  nach  (2) 

(»)if=--j^-Hai)' +(§7)' +(!?)■]+« 

Hierzu  kommt  noch  die  Differentialgleichung  §.  145  (4): 

^^^  dt^     dx     ^     dy     ^      dz      -^' 

und  (5)  uud  (6)  sind  jetzt  die  beiden  allgemeinen  Differential- 
gleichungen für  die  Functionen  (p  und  p  (oder  q).  Als  Grenz- 
bedingung ergiebt  sich  für  eine  ruhende  oder  in  gegebener 
Bewegung  begriffene  Wand  aus  §.  145  (9)  die  Gleichung 

wenn  N  die  Componente  der  gegebenen  Geschwindigkeit  eines 
Wandpunktes  in  der  Richtung  der  Normalen  n  an  diese  Wand 
bedeutet. 

An  einer  freien  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  an  der  wir  den 
Druck  constant  aunehmen,  müssen  die  beiden  Grenzbedingungen 

du 

(8)  p  =  const.,        ^  =  0 

bestehen,  von  denen  die  zweite  sich  auch  so  darstellen  lässt: 

/q\  dp    ,    dq>dp        d^>dp_    .    dq>dp  _ 

^^  dt  '^  dx  dx~^  cy  dy  "^  dz  dz 

Sie  besagt,  dass  die  Flüssigkeitstheilchen ,  die  an  der  Ober- 
fläche liegen,  auch  im  weiteren  Verlaufe  der  Bewegung  an  der 
Oberfläche  bleiben. 

§.  149. 
Wasserwirbel. 

Wir  wollen  ein  einfaches  Beispiel  für  die  stationäre  Be- 
wegung betrachten.    Wir  nehmen  als  wirkende  Kraft  die  Schwer- 

Riemann-Weber,   Partielle  Differentialgleichungen.    II.  25 
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kraft  an,  die  die  Richtung  der  positiven  g-kxe  haben  mag,  so 
dass  V  =  ge  ist,  wenn  g  die  Beschleunigung  der  Schwere 
bedeutet.  Setzen  wir  die  Dichtigkeit  q  constant,  =  1,  so  wird 
die  Differentialgleichung  §.148  (6) 

jdq>  =  0, 

oder  wenn  wir  auf  Cylindercoordinaten  r,  %•,  0  transfonniren 
[(Bi  I,  §.  42  (4)]: 

und  aus  der  Gleichung  §.  148  (5)  erhalten  wir,  weil  beim 
stationären  Zustand  d(p/dt  =  0  ist: 

(^)  ,=,.->.|(|2)'+'(ii)-+(i?)'i+<^ 

worin  C  eine  Constante  ist. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Flüssigkeit  um  die  j?-Axe  rotire, 
so  dass  jedes  Theilchen  einen  horizontalen  Kreis  mit  constanter 
Geschwindigkeit  durchläuft,  so  muss  9  eine  Function  von  ^ 
allein  sein  und  wir  können  setzen : 

(3)  (p  =  fca-, 

worin  k  eine  Constante  ist.  Die  Geschwindigkeit,  mit  der  sieb 
ein  Theilchen  im  Kreise  bewegt,  ist  dip/rdt  oder  Ä/r,  und 
folglich  ist  die  Winkelgeschwindigkeit 

(4)  «.=  *„ 

und  für  die  Geschwindigkeitscomponenten  u,  v,  w  erhält  man 

dq>  ky 

^~  dx  ~         fä" 

(^^  "  =  87  =  +  ^ 

w  =  0. 

Es  befindet  sich  also  bei  dieser  Annahme  die  Flüssigkeit 
für  unendlich  grosse  Werthe  von  r  in  Ruhe. 

Die  Gleichung  (1)  ist  durch  diese  Annahme  erfüllt,  und  (2) 
giebt 


N» 


§.  U9. 


(6) 


Wasserwirbel. 


1  **    I     i^ 
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Die  Gleichung  der  Oberfläche  erhalten  wir  hieraus,  wenn 
wir  p  gleich  einer  Constanten  setzen,  und  wenn  wir  den  Anfangs- 
punkt der  Goordi^aten  passend  legen,  können  wir  also  die  Glei- 
chung der  Oberfläche  in  die  Farm  setzen: 

(7) 


if  = 


2gr^ 


Es  ist  eine  Rotationsfläche,  deren  erzeugende  Curve  von  der 
dritten  Ordnung  ist,  und  die  Linie  z  =  0  und  r  =  0  zu  Asymp- 
toten hat. 

Die  Gestalt  der  Oberfläche  ist  also  trichterförmig  und  geht 
an  der  ;er.Axe  in  unendliche  Tiefe.  Dies  erklärt  sich  daraus, 
dass  die  Winkelgeschwindigkeit  nach  (4)  in  der  Axe  selbst  un- 
endlich gross  wird. 

Man  kann  auch  eine  Bewegung  angeben,  bei  der  die  Ge- 
schwindigkeit in  der  Axe  nicht  unendlich  wird.  Man  muss  aber 
dann  in  einem  Theil  der  Flüssigkeitsmasse  auf  ein  Geschwindig- 
keitspotential verzichten. 

Wenn  nämlich  oiq  und  C  Gonstanten  bedeuten,  so  genügt  die 
Annahme 

u  =  —  cio  y,        V  =  cdqX^        w  =  Oy 

i>  =  ^^  +  f  r^+C, 

den  Differentialgleichungen  §.  145  (2),  (6).    Die  Flüssigkeit  dreht 
sich  dann  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  wie  ein  starrer 

Fig.  49. 


Körper,  und  die  Flächen  p  =  const.,  also  auch  die  freie  Ober- 
fläche, sind  Rotationsparaboloide,  die  ihre  Höhlung  nach  oben 
kehren. 

25* 
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Man  kann  diese  beiden  Bewegungen  in  folgender  Weise  mit 
einander  combiniren  (Fig.  49  a.  y.  S.):  Man  nehme  eine  beliebige 
constante  Länge  c  an,  und  setze 

U  =  ©0  y,  V  =  (DqZ^  tl7  =  0 

(S)  o*  für  r  <  c 

ky  kx  - 

(9)  1,  für  r>c 

und  damit  die  Geschwindigkeiten  stetige  Functionen  des  Ortes 
seien,  muss  man 

(10)  «0  =  1 

setzen.  Wenn  wir  C^  gleich  dem  gegebenen  Druck  an  der  Ober- 
fläche setzen,  so  wird  die  Gleichung  cler  Oberfläche 

1   h^ 

(11)  ^  =  7{ ^1        für  r  >  c 

und  die  Oberfläche  hat  die  Ebene  a  =  0  zur  Asymptotenebene. 
Für  r  <;  c  wird  die  Gleichung  der  Oberfläche  nach  (8)  und  (10) 

und  diese  schliesst  sich  bei  r  =  o  stetig  an  die  Oberfläche  (11) 
an,  wenn 

gesetzt  wird.    Dann  wird  für  r  <;  c  die  Gleichung  der  Oberfläche 

und  dann  haben  beide  Oberflächen  für  r  =  c  auch  dieselbe 
Tangentialebene.  Auch  der  Druck  p  erhält  für  r  =  c  nach  (9) 
und  (10)  denselben  Werth 

Für  r  >  c  ist  diese  Bewegung  wirbelfirei  Es  existirt  ©in, 
allerdings  mehrwerthiges,  Geschwindigkeitspotential  (p  =  k9'.    Für 
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r  <i  c  existirt  aber  kein  Geschwindigkeitspotential.  Im  Inneren 
dieses  Cylinders  findet  eine  wirbelnde  Bewegung  statt  Die 
Tiefe  des  Trichters  ist  hier  endlich,  nämlich  [nach  (12)]  gleich 
lt^lgc\  oder  wenn  wir  die  Rotationsgeschwindigkeit  a>o  einführen, 
gleich  G>S  c^lg.  Dieser  theoretisch  mögliche  Fall  dürfte  ein  ziem- 
lich gutes  Bild  von  dem  wahren  Bewegungsvorgange  bei  Wasser- 
wirbeln geben,  wenigstens  so  lange  man  von  dem  Einflüsse  der 
Reibung  absehen  kann^). 


^)  Lamb,  Hydrodynamics.    Cambridge  1896.    S.  29. 


Neunzehnter  Abschnitt. 

Bewegung  eines  starren  Körpers  In  einer  Flüssigkeit. 

Hydrodynamisolier  Theil. 


§.  150. 


Grenzbedingungen  für  die   Bewegung   eines   starren 

Körpers  in  einer  Flüssigkeit. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  sich  ein  starrer  Körper 
von  beliebiger  Gestalt  in  einer  allseitig  unendlich  ausgedehnten 
incompressiblen  Flüssigkeit  bewegt.  Wir  setzen  dabei  voraus, 
dass  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  wirbel&ei  sei,  dass  also  überall 
ein  Geschwindigkeitspotential  q>  existire.  Dies  trifft  nach  §.  147 
unter  der  Annahme  von  Potentialkräften  immer  zu,  wenn  es  in 
einem  Augenblick  der  Fall  war,  also  z.  B.,  wenn  die  Bewegung 
von  der  Ruhelage  aus  durch  die  Einwirkung  von  Potentialkräften 
entstanden  ist. 

Endlich  nehmen  wir  noch  an,  dass  die  Flüssigkeit  im  Un- 
endlichen in  Ruhe  sei. 

Nach  §.  148  hat  hier  die  Function  <p  in  dem  ganzen  Baume 
ausserhalb  des  gegebenen  Körpers  die  Bedingung  zu  befriedigen: 

(1)  ^<p  =  8i9  ,  e!9  ,  8!9_o. 

^  ^  ^       dx»^  dy»^  de» 

An  der  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers  besteht  dann 
noch  weiter  die  Bedingung 

(^)         '       Z  =  »' 

wenn  n  die  Richtung  der  Normalen  an  einer  Stelle  der  Ober- 
fläche —  wir  wollen  annehmen,  in  der  Richtung  vom  Körper  in 
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die  Flüssigkeit  hinein  positiy  gerechnet  —  bedeutet,  und  N  die 
als  gegeben  zu  betrachtende  Componente  der  Geschwindigkeit  der 
Oberfläche  nach  der  Richtung  n. 

Soll  im  Unendlichen  Ruhe  sein,  so  muss  der  Gradient  Ton  tp 
im  Unendlichen  gleich  Null,  (p  selbst  also  constant  sein.  Wir 
wollen  annehmen,  dass  die  Abnahme  der  Geschwindigkeit  so 
stark  sei,  dass  das  über  eine  allseitig  ins  Unendliche  hinaus- 
rückende Oberfläche  i2  genommene  Integral 


(3)  f  '^ 

^  "^  Jen 


dSl 


und  zugleich  jeder  beliebige  Theil  dieses  Integrals  verschwin- 
dend klein  werde,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Gesammt- 
menge  der  in  der  Zeiteinheit  durch  irgend  ein  im  Unendlichen 
gelegenes  Flächenstück  hindurchtretenden  Flüssigkeit  unendlich 
klein  sei. 

Nimmt  man  für  Sl  eine  Kugel  mit  dem  veränderlichen 
Radius  iZ,  so  erhält  diese  Forderung  auch  den  Ausdruck: 

(4)  Lim  2Ja  1-^  =  0. 

Wegen  der  Differentialgleichung  z/  9  =  0  können  wir  q>  als 
Newton'sches  Potential  von  Massen  ansehen,  die  im  Inneren 
oder  auf  der  Oberfläche  des  eingetauchten  Körpers  gelagert  sind. 
Die  Bedingung  (4)  besagt  dann,  dass  die  Gesammtheit  der 
Massen,  die  dieses  Potential  erzeugen,  gleich  Null  sein  muss,  und 
man  kann  ihr  also  auch  die  Form  geben: 

(5)  LimRtp  =  0. 

Weitere  Bedingungen  sind  dann  nicht  zu  berücksichtigen, 
wenn  wir  keine  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  annehmen. 

Dieselben  Gleichungen  gelten  auch  für  den  Fall,  dass 
mehrere  starre  oder  in  ihrer  Gestalt  in  gegebener  Weise  ver- 
änderliche Körper  in  die  Flüssigkeit  eintauchen.  Wir  beschränken 
uns  aber  auf  den  Fall  eines  einzigen  starren  Körpers,  und  drücken 
zunächst  die  Bedingungen  (2)  durch  die  gegebene  Bewegung  des 
Körpers  aus. 

Wir  sehen  fürs  erste  von  dem  zeitlichen  Verlaufe  ab,  be- 
trachten also  den  Zustand  in  einem  bestimmten  Augen- 
blick; mit  anderen  Worten,  wir  betrachten  die  Zeit  t  als  einen 
Parameter,  nach  dem  nicht  difiFerentiirt  wird. 


392  Neunzehnter  Abschnitt.  §.  150. 

Wir  nehmen  ein  Goordinatensjetem  x^  y,  b^  dessen  Anfangs- 
punkt in  dem  bewegten  Körper  liegen  mag  und  nehmen  den 
Bewegungszustand  des  Körpers  dadurch  als  gegeben  an,  dass  die 
Geschwindigkeitscomponenten 

ü,     F,     W 

des  Anfangspunktes  nach  den  Richtungen  der  Axen  x^  y^  z  und 
die  Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeiten 

P,    Q.   B 

in  Bezug  auf  dieselben  Axen  gegeben  seien. 

Wenn  nun  x^  y,  z  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  jt 
des  Körpers  bedeuten,  so  können  wir  die  Geschwindigkeits- 
componenten u,  t;,  w  dieses  Punktes  nach  Bd.  I,  §.  82  bestimmen. 
Es  ist  nämlich  in  den  dortigen  Formeln  (2),  die  sich  auf  die 
relative  Verschiebung  des  Punktes  %  gegen  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  beziehen: 

a/  — a;  =  (w  —  TJ)di,  y'  —  y  =  (v  —  7)dt,  (z'  —  z)  =  {w  —  W)dt, 
p     =    Pdt  q     =    Qdt  r      =      Rdt, 

zu  setzen,  und  so  ergiebt  sich: 

u=  U—Ry-\-Qz, 

(6)  V  =  V—Pz  -]-  Rx, 

w  =  W—  Qx+Py. 

Hierin  sind  ü,  F,  TF,  P,  Q^  R  (fiir  einen  gegebenen  Augen- 
blick) als  gegebene  Constanten  zu  betrachten. 

Wenden  wir  die  Formeln  (6)  auf  einen  Punkt  der  Oberfläche 
an,  so  ergiebt  sich  für  die  Normalcomponente  der  Geschwindig- 
keit: 

N  =  ucoB(nx)  -|-  t;cos(ny)  -|-  tocos(nz}, 
also: 

(7)  N  =  UcoB(nx)  -f  Fcos(nj/)  +  Wcos{nz) 

-j-  P[ycos(n^)  —  ^cos(ny)]  -|-  Q[zcos(nx)  —  a;co8(n*)] 
-|-  R[xcos(ny)  —  y cos (nrc)]. 

Wir  bemerken  noch  die  Formel: 


(8)  {Ndo  =  0, 
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wenn  do  ein  Element  der  Körperoberääche  bedeutet  und  das 
Integral  über  die  ganze  Oberfläche  des  Körpers  ausgedehnt 
wird.  Man  kann  diese  Formel  leicht  analytisch  (aus  dem 
Satze  von  Gauss)  ableiten.  Sie  ergiebt  sich  aber  auch  aus 
der  Bedeutung  des  Integrals.  Denn  das  Integral  (8)  giebt,  mit 
dem  Zeitelemeut  dt  multiplicirt,  das  durch  die  Bewegung  des 
Körpers  in  der  Zeit  dt  neu  bedeckte  Volumen,  vermindert  um 
das  freigewordene  Volumen;  und  da  das  Gesammtvolumen  des 
Körpers  ungeändert  geblieben  ist,  so  muss  die  Summe  gleich 
Null  sein. 

Die  Gleichung  (8)  ist  eine  nothwendige  Voraussetzung 
dafür,  dass  die  Gleichung  (1)  unter  den  Bedingungen  (2),  (3) 
eine  Lösung  hat  [Bd.  I,  §.  96  (1)]. 

Aendert  der  Körper  bei  seiner  Bewegung  das  Volumen,  so 
ist  die  Bedingung  (8)  nicht  mehr  befriedigt.  Dann  ist  aber  auch 
die  Bedingung  (3)  nicht  mehr  erfüllbar,  weil  dann  durch  jede 
den  Körper  umschliessende  Fläche  ein  der  Volumänderung  des 
Körpers  gleiches  Flüssigkeitsvolumen  aus-  oder  eintreten  muss. 


§.  151. 
Eindeutigkeit  der  Lösung. 

um  die  Frage  zu  beantworten,  in  wie  weit  durch  die  Be- 
dingungen des  vorigen  Paragraphen  das  Geschwindigkeitspotential 
9  bestimmt  ist,  verfahren  wir  ähnlich  wie  bei  dem  nahe  ver- 
wandten Problem  der  stationären  elektrischen  Ströme  im  §.  163 
des  ersten  Bandes.  Wir  bilden  einen  Ausdruck  für  die  kinetische 
Energie  der  Flüssigkeit,  der  uns  auch  später  noch  nützlich  sein 
wird,  und  der  nur  dann  verschwinden  kann,  wenn  die  Flüssig- 
keit überall  in  Ruhe  ist. 

Es  ist  nämlich  identisch: 


=  —  div  g>  grad  (p  —  (p  jd  ip^ 


und  da  ^g)  -=  0  ist,  nach  dem  Gauss' sehen  Satze,  wenn  die 
Normale  n  aus  dem  Körper  in  die  Flüssigkeit  hinein  positiv  ge- 
rechnet wird: 
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« i(ai)"+(if)'+af)>'=-j»if''». 

und  darin  ist,  wenn  z  das  ganze  unendliche  Feld  ausserhalb  des 
Körpers  bedeutet,  wegen  der  Bedingung  §.  150  (S)  das  Integral 
in  Bezug  auf  do  nur  über  die  Oberfläche  des  Körpers  auszu- 
dehnen. 

Nehmen   wir    der    Einfachheit    halber   die    Dichtigkeit    der 
Flüssigkeit  gleich  1  an,  so  ist 


j|(ll)'+(l?)'+G?)> 


die  kinetische  Energie  der  in  dem  Volumenelement  d  x  ent- 
haltenen Masse,  und  wenn  wir  daher  mit  Ti  die  lebendige  Kratt 
der  gesammten  Flüssigkeitsmasse  bezeichnen,  so  ist  nach  (1)  und 
nach  §.  150  (2) 


(2)  2T,  =  -jip 


Ndo, 


Hieraus  folgt,  dass,  wenn  ^=0  ist,  auch  Ti  =  0,  also 
9?  =  const.  sein  muss  und  dass  folglich  die  Geschwindigkeit 
überall  gleich  Null  ist.  Es  kann  also  auch  für  ein  und  dasselbe 
N  nicht  zwei  verschiedene  Geschwindigkeitszustände  geben.  Denn 
sind  9>  und  9'  zwei  zu  demselben  N  gehörige  Functionen  9 ,  so 
gehört  ihre  Differenz  9?  —  9'  zu  N  =  0  und  diese  Differenz  ist 
also  eine  Constante. 

Vorausgesetzt  ist  hierbei  aber,  dass  nicht  nur  die  Ge- 
schwindigkeit, also  der  Gradient  von  9,  sondern  auch  die  Func- 
tion 9  selbst  stetig  sei.  Die  Stetigkeit  von  9  folgt  aber  nur 
dann  aus  der  Stetigkeit  des  Geschwindigkeitsvectors,  wenn  das 
Feld  t  einfach  zusammenhängend  ist,  und  es  gilt  also  der  Satz: 

Dass  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Felde,  dessen  Wände  in  Ruhe  sind,  eine  in- 
compressible  Flüssigkeit,  die  im  Unendlichen 
in  Ruhe  ist,  keine  wirbelfreie  stetige  Bewegung 
haben  kann. 

Dieser  Satz  gilt  nicht  mehr  für  mehrfach  zusammenhängende 
Felder,  in  denen  mehrwerthige  Geschwindigkeitspotentiale  existiren 
können. 
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§.  152. 
Mehrfach  zusammenhängende  Felder. 

Ist  der  mit  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  mehrfach  zusammen- 
hängend, so  können  wir  gewisse  berandete  Flächen  annehmen, 
an  denen  das  Potential  eine  über  die  ganze  Fläche  con- 
8 1 ante  sprungweise  Werthänderung  erleidet  (Bd.  I,  §.  93).  Die 
Randlinien  dieser  Querschnitts  flächen  liegen  auf  den  be- 
grenzenden Wänden.  Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  nur  eine 
solche  Fläche  6  an,  .deren  Randcunre  mit  X  bezeichnet  sei.  Man 
denke  etwa  an  einen  in  der  sonst  unbegrenzten  Flüssigkeit  ein- 
getauchten Ring,  und  eine  durch  den  inneren  Aequatorialkreis 
dieses  Ringes  begrenzte  Fläche. 

Wir  haben  in  §§.  99,  100  des  ersten  Bandes  Potentiale  von 
Doppelschichten  betrachtet,  die  solche  Unstetigkeiten  aufweisen. 

Ist  r  die  Entfernung  eines  veränderlichen  Punktes  $  mit  den 
üoordinaten  x^  y^  e  von  dem  Element  d6  der  Fläche  <5,  also 
wenn  mit  a^  b^  c  die  Goordinaten  von  d6  bezeichnet  werden: 

(1)  r  =  ^{x^a)^  +  {y-by  +  {B-c)\ 

und  wird,  wenn  v  die  Normale  an  dö  in  einer  beliebig  ge- 
wählten, aber  dann  festgehaltenen  Richtung  positiv  gerechnet, 
bedeutet: 


(2)  0=^ 


ov 


4?r 

gesetzt,  so  ist  an  der  Fläche  6 

(3)  a>+  -  <I>-  =  1      [Bd.  I,  §.  99  (7)]. 

Ausserdem  ist  im  ganzen  Räume  ^  (I>  =  0. 

Die  Function  O  hat  eine  einfache  Bedeutung:  Wir  be- 
trachten den  ganzen  unendlichen  Raum,  in  dem  die  Fläche  6 
mit  der  Randlinie  k  als  Schnitt  betrachtet  werden  soll,  über 
den  der  Punkt  q  in  seiner  Bewegung  nicht  hinausgehen  darf. 
Nehmen  wir  die  Richtung  von  r  positiv  von  dem  Element  d6 
nach  dem  Punkte  g  hin,  so  ist,  da,  wenn  der  Winkel  (r,  v)  spitz 
ist,  dr  bei  positivem  dv  negativ  ist  (Fig.  50  a.  f.  S.): 


und  folglich 


Ö  T 

-r—  =  —  cos(r,  v) 
dv  ^      ^ 
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gl 

Wir  nennen  den  Kegelraum,  der  durch  die  von  q  aus  nach 

den  Punkten  einer  Fläche  6  gezogenen  Strahlen  erzeugt  wird, 

Fig.  50.  ^®^  Sehkegel  dieser  Fläche  6  (für  den 

Punkt  g),  und  das  Flächenstück,  das 
dieser  Kegel  aus  einer  um  q  beschrie- 
benen Kugelfläche  ausschneidet,  ge- 
messen durch  die  ganze  Kugel- 
fläche als  Einheit,  die  schein- 
bare Grösse  der  Fläche  ö,  von  dem 
Punkte  q  aus  gesehen.    Dann  ist 

die  scheinbare  Grösse  des  Flächenelementes  dö^  wenn  der  Punkt 
q  auf  der  Seite  der  positiven  Normale   liegt;   im   entgegen- 
gesetzten Falle  ist  —  do}  die  scheinbare  Grösse. 
Es  ist  daher 


(5)  <P  =  I 


do 


die  scheinbare  Grösse  der  Fläche  ö,  wenn  wir  annehmen, 
dass  keine  Tangentialebene  an  irgend  einem  Punkte  der  Fläche 
ö  durch  den  Punkt  q  gehe,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  sich 
die  positive  Normalenrichtung  v  an  der  ganzen  Fläche  6  so  fest- 
setzen lässt,  dass  der  Punkt  q  überall  auf  der  Seite  der 
positiven  v  liegt  Um  der  Function  O  auch  in  anderen  Fällen 
dieselbe  Bedeutung  zu  geben,  zerlegen  wir  die  Fläche  ö  in  Theile, 
deren  jeder  für  sich  die  hier  gemachte  Annahme  erfüllt  (Wenn 
wir  annehmen,  dass  die  Tangentialebene  ihre  Richtung  überall 
stetig  ändert,  werden  diese  Theile  von  einander  geschieden  durch 
solche  Gurven,  längs  deren  die  Tangentialebenen  an  6  durch  den 
Punkt  q  gehen.)  Wir  nehmen  dann  in  der  ganzen  Fläche  6 
eine  sich  stetig  ändernde  positive  Normalrichtung  an,  und  setzen 
die  scheinbare  Grösse  der  ganzen  Fläche  aus  den  scheinbaren 
Grössen  ihrer  Theile  zusammen,  wobei  dann  immer  daran  fest- 
gehalten wird,  dass  ein  solcher  Theil  positiv  oder  negativ  zu 
rechnen  ist,  je  nachdem  q  auf  der  Seite  der  positiven  oder  der 
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Seite  der  negativen  v  gelegen  ist^).    Dann  können  wir  allgemein 
sagen: 

Die  Function  O  ist  die  scheinbare  Grösse  der 
Fläche  6.  Diese  Bedeutung  der  Function  O  veranschaulicht 
sehr  deutlich  die  Relation  (3).  Denn  ziehen  wir  von  einem 
Punkte  der  Fläche  ö  die  Strahlen  nach  der  Grenze  A,  so  erhalten 
wir  auf  der  Kugelfläche  eine  geschlossene  Linie,  von  der  wir 
annehmen  wollen,  dass  sie  sich  nirgends  selbst  durchschneidet. 
Die  scheinbare  Grösse  von  ö  ist  der  eine  oder  der  andere 
der  beiden  Theile,  in  die  die  Eugelfläche  von  dieser  Linie  zerlegt 
wird,  je  nachdem  wir  das  Centrum  auf  der  positiven  oder  der 
negativen  Seite  von  ö  nehmen.  Beide  ergänzen  sich  also  zu  1, 
und  wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  die  Vorzeichenbestimmung 
die  Relation  (3). 

Aendert  man  die  Fläche  ö,  ohne  ihre  Begrenzung  k  zu 
ändern,  so  bleibt  die  Function  O  ungeändert,  so  lange  die 
Aenderung  von  6  nicht  so  weit  getrieben  wird,  dass  der  Punkt  q 
auf  ihre  andere  Seite  tritt 

Nehmen  wir  z.  B.  6  als  die  Fläche  eines  Kreises  und  also  X 
als  Kreisperipherie  an,  so  wird  die  Function  <&  als  Flächeninhalt 
einer  sphärischen  Ellipse  dargestellt,  und  die  Aufgabe  führt 
auf  ein  elliptisches  Integral,  dessen  Modul  von  der  Lage  des 
Punktes  q  abhängt.  Die  Aequipotentialflächen  O  =  const.  gehen 
alle  durch  den  Kreis  A.  Die  Kreisfläche  selbst  und  der  Theil 
der  Ebene  ausserhalb  k  gehören  selbst  zu  diesen  Flächen,  es 
entsprechen  ihnen  aber  zwei  um  V^  verschiedene  Werthe  von 
O,  Die  Schaar  der  Flächen  O  =  const.  hat  einige  Aehnlichkeit 
mit  einem  Kugelbüschel,  dessen  Schnittlinie  die  Curve  k  ist. 

Die  orthogonalen  Trajectorien  dieser  Flächenschaar  sind  die 
Stromlinien.  Sie  verlaufen  in  den  Meridianlinien  und  liegen  auf 
ringförmigen  Rotationsflächen,  in  deren  Inneren  die 
Linie  k  verläuft.  Denkt  man  sich  einen  solchen  Ring  als  feste 
Wand,  so  erhält  man  eine  mögliche  wirbelfreie  Bewegung  in 
einem  zweifach  zusammenhängenden  P'elde.  Der  Querschnitt  eines 
solchen  Ringes  ist  aber  kein  genauer  Kreis. 

In  der  Linie  k  selbst  werden  die  Ableitungen  von  0,  also 
die  Geschwindigkeiten,  unendlich  gross,  und  darum  ist  eine  solche 


^)  Diese  Bestimmung  würde  bei  den    sogenannten  Flächen   mit  nur 
einer  Seite  versagen.    Solche  Fälle  schliessen  wir  hier  aus. 


398  Neunzehnter  Abschnitt.  §.  153. 

Flüssigkeitsbewegung  ohne  eine  feste  Wand,  die  die  Linie  X 
umschliesst,  physisch  nicht  möglich. 

Ist  nun  irgend  ein  ringförmiger  Körper  K  in  die  Flüssigkeit 
eingetaucht,  so  ist  die  Bewegung  der  Flüssigkeit,  in  dem  zweifach 
zusammenhängenden  Felde,  auch  bei  Voraussetzung  wirbelfreier 
Bewegung  nicht  mehr  durch  die  Bewegung  des  Körpers  allein 
bestimmt;  es  kann  für  das  Geschwindigkeitspotential  q>  noch  eine 
sprungweise  AenderuDg  j1  an  der  Sperrfläche  6  vorgeschrieben  sein: 

(6)  9+  —  9-  =  A 

Wenn  dann  ausserdem  noch 

^  ^  cn 

an  der  Oberfläche  von  K  gegeben  ist,  so  ist  dadurch  die  Function 
<p  eindeutig  bestimmt,  was  man  wie  in  §.  151  beweist.  Um  die 
Aufgabe  auf  eine  einfachere  zurückzuführen,  setze  man 

(8)  (p=ÄO-\-i;, 

und  erhält  für  die  Function  ^  die  Differentialgleichung 

(9)  z/^  =  0. 

Nach  (6)  und  (3)  muss  aber  1^  an  der  Fläche  ö  stetig  sein,  und 
aus  (7)  ergiebt  sich 

(10)  U  =  j,_^|*. 

Die  Aufgabe    ist    also   auf  die   Auffindung 

eines  stetigen  Potentials  zurückgeführt,  dessen 

nach    der   Normale    genommene    Ableitung    an 

der  Oberfläche  gegeben  ist. 

Es  ist  hier  noch  zu  bemerken,  dass  die  Function   0  zwar 

von  der  Gestalt  der  Fläche  <J,  nicht  aber  von  der  der  Curve  X 

unabhängig  ist,  während  doch  im  Endresultat,  nämlich  in  der 

Function  9,  auch  der  Einfluss  der  Curve  l  weggefallen  ist,  wenn 

diese    Curve    so    gezogen    wird,    dass    sie    ganz   im    Körper   K 

oder  an  dessen  Oberfläche  verläuft,  und  zugleich  nicht  die  ganze 

Begrenzung   eines  im  Inneren   des  Körpers  gelegenen  Flächen- 

Stückes  ist. 

§.  153. 
Einwerthige  Geschwindigkeitspotentiale. 

Wir  berücksichtigen  jetzt  nur  noch  den  Fall  der  einwerthigen 
Geschwindigkeitspotentiale,  und  nehmen  einen  in  die  Flüssigkeit 
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eingetauchten  starren  Körper  an,  der  in  irgend  einer  Bewegung 
begriffen  ist  Die  Aufgabe  gestattet  dann  eine  weitere  Verein- 
fachung. Hier  hat  nämlich  nach  §.  150  (7)  die  Norxnalcompo- 
nente  N  den  Ausdruck: 

(1)  N  =  Z7co8(na;)  +  Fcos(ny)  -\-  WcoB(n0) 

4-  P[yco8(njer)  —  gcos(ny)]  +  Q[£;cos{nx)  —  xcos{nj8)] 

-*-  JB[a;cos(ny)  —  j/ cos  (na;)], 

und  wir  setzen  demnach 

(2)  cp  =  üq,  +  F<]p,  +  Wtp,  +  P9,  +  Qifs  +  BcjPe 

und  nehmen  an,  dass  die  Functionen  g^j,  qp^  ...  q)^  einzeln  der 
Differentialgleichung 

^9jfc  =  0,        Ä;  =  1,  2,  3,  4,  5,  6 

und  der  Bedingung  im  Unendlichen  [§.  150  (5)]  genügen.  Aus 
(1)  ergeben  sich  aber  die  Grenzbedingungen: 

^^-  =  cos  (n  x),        ^}  =  y  cos  {u  g)  —  a  cos  (n  y), 

(3)  ^'  =  cos  (n «/),         -^  =  ;8r  cos  (n  x)  —  x  cos  (n  -e), 

— i-ü  =  cos  (w  <8?),  ;:,      =r  X  COS (w  w)  —  v  COS  (w  o;), 

und  wenn  die  Functionen  q)jc  diesen  Bedingungen  gemäss  be- 
stimmt sind,  so  genügt  (p  allen  Bedingungen,  die  an  diese  Function 
gestellt  sind. 

Die  Functionen  g?k  sind  specielle  Fälle  der  allgemeinen 
Function  g?.  Die  Functionen  y^  enthalten  aber  nichts  mehr,  was 
von  dem  besonderen  Bewegungszustande  des  Körpers,  d.  h.  von 
i7,  F,  TF,  P,  Q,  R  abhängt. 

Sie  sind  durch  die  geometrische  Natur  der 
Begrenzung  des  Körpers  allein  vollständig  be- 
stimmt. 
Es  lässt  sich  auch  leicht  die  Abhängigkeit  dieser  Functionen 
von  der  Lage  des  Coordinatensystems  näher  angeben.     Führen 
wir  nämlich  an  Stelle  des  Coordinatensystems  Xy  y,  js  ein  anderes 
gleichfalls  rechtwinkeliges  a/,  y\  z'  ein,  indem  wir 

x'  =  a  4-  ttj  ;r  -f-  ttj  y  4-  ttj  £r, 

(4)  y'  =  b  -h  b^x  +  b^y  -+-  fts^gr, 

z'  = .  c  +  Cj  a;  +  Ca  y  4-  c^z 
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setzen,  worin  die  Goefficienten  a^,  a^  ...  Cj  den  bekannten  Rela- 
tionen für  die  rechtwinkelige  Goordinatentransformation  genügen, 
und  a,  b,  c  die  Goordinaten  des  alten  Anfangspunktes  im  neuen 
System  bedeuten,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  auf  das  neue  System 
bezogenen  Functionen  q>je  mit  9^  bezeichnet  werden: 

-^  =  co8(n,  od)  =  ciiCOs{nx)  -\-  a^  cos (ny)  -\-  aiCOs(nz)y 
und  mit  Benutzung  der  bekannten  Formeln  a^  =  &2^  —  ^s^s  ^^' 
— ^  =  y'cos(n£?')  —  0'co8(ny') 

=  6  cos (n^sr')  —  ccos(n!/')  -f-  ai[ycos(n;&)  —  xrcos(nj^)] 
-(-  a^ljsGO^inx)  —  XQO%{nz)'\  -{-  (ii\xco%{ny)  —  yco8(wa:)] 

und  entsprechend  die  übrigen  Formeln.  Diesen  Bedingungen 
aber  genügen  folgende  Functionen: 

91  =  »1 9i  +  «a  9i  +  «8  ^z, 

(5)  yi  =  61  9)1  +  6j  qPa  +  *8  93> 

(6)  9i  =  c  9;  —  aqpi  4-  *i  94  +  ftj  9.1  +  ^8  96. 
9i  =  a 9a  —  69*1  +  Ci  94  +  Cj  95  +  C3  96. 

Wenn  die  drei  Functionen  9^,  92,  93  bestimmt  sind,  so  ist 
damit  zugleich  noch  ein  anderes  Bewegungsproblem  gelöst.  Es 
ist  nämlich,  wenn  wir  o:,  j/,  ;er  als  Functionen  von  n  betrachten: 

cos(na;)  =  — ,    cos(ny)  =  g^,      cos(n^)  =  — , 

und  es  ist  also,  wenn  a,  /3,  )/  Gonstanten  sind,  und  wenn  wir 

(7)  9  =  a(x  —  9i)  +  ß{y  —  9a)  +  y{z  —  93) 

setzen,  überall  in  der  Flüssigkeit  ^^9  =  0,  an  der  Oberfläche 
des  Körpers  d(p/dn  =  0,  im  Unendlichen  ist  aber  die  Ge- 
schwindigkeit nicht  mehr  Null,  sondern  ihre  Gomponenten  haben 
die  Constanten  Werthe  «,  /3,  y.  Es  ist  also  damit  das  Problem 
gelöst,  die  Bewegung  des  Wassers  zu  bestimmen,  wenn  ein  starrer 
Körper  in  einen  unendlichen  Strom  getaucht  und  festgehalten 
wird.  Dies  Problem  ist  mathematisch  mit  dem  elektrischen 
Problem  identisch,  dass  ein  nichtleitender  Körper  in  einem  con- 
stanten  elektrischen  Stromfelde  liegt  (Bd.  I,  §.  183). 
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§.  154. 
Kugel  in  der  Flüssigkeit. 

Die  Bestimmung  der  Functionen  9»  lässt  sich  in  einigen 
Fällen  durchfuhren.  Wir  nehmen  zunächst  den  festen  Körper 
als  Kugel  an^). 

Bezeichnen  wir  mit  r  den  Abstand  eines  variablen  Punktes 
q  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  vom  Kugelmittelpuokt,  so  dass 

r»  =  a;«  +  y*  +  ^* 

ist,  so  fallt  die  Richtung  von  n  mit   der  Richtung   von  r  zu- 
sammen, und  es  ist 

(je  y  B 

cos(na?)  =  -,    cos(ny)  =  -,    cos(nj8r)  =  -• 

T  T  T 

Es  ist  also 

y  cos  {ng)  —  0  cos  (n  y)  =  0, 

und  daraus  folgt,  nach  §.  153  (3),  dass  94,  und  ebenso  9^,  q>^ 
Gonstanten  sind,  die  gleich  Null  gesetzt  werden  können. 

Zur  Bestimmung  von  tp^  haben  wir,  wenn  e  den  Kugelradius 
bedeutet,  und  der  Winkel  {r  x)  mit  %'  bezeichnet  wird,  die  Be- 
dingungen : 

(1)  ^91=0, 

(2)  ^  =  cos-^,        fürr  =  c. 

Es  ist  aber  bekanntlich 

r 
also  auch 

dx  r3  ' 

und  wenn  wir  daher 


^}  Dies  ist  der  von  Dirichlet  zuerst  durchgeführte  Fall:  „lieber 
die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einem  incompressiblen  flüssigen 
Medium*'.  Berichte  der  Berliner  Akademie  1852.  Dirichlet's  Werke, 
Bd.  2,  S.  115. 

Biemann-Weber,   Partielle  DifFerentialgleiohangen.    II.  26 
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-  C^X         —  C'COS-O" 


(3)  <px  = 


2  r3  2  r« 


setzen,  so  ist  die  Bedingung  (1)  erfüllt  Wenn  wir  aber  nach  r 
differentiiren,  indem  wir  <&  constaut  lassen,  so  ergiebt  sich 

-^  =  —  cos^  =  — -, 

und  es  ist  also  auch  die  Bedingung  (2)  für  r  =  c  erfüllt  Ebenso 
findet  man  die  Functionen  g?,,  9)3. 

Hiemach  lässt  sich  leicht  die  kinetische  Energie  der  be- 
wegten Flüssigkeit  berechnen.    Es  ist  nämlich: 

—  J^i  '^do=-^\  xydo  =  0    etc., 

und  folglich  ergiebt  sich  nach  §.151  für  die  kinetische  Energie 
der  Flüssigkeit,  wenn  V  die  Geschwindigkeit  des  Kugelmittel- 
punktes bedeutet: 

Da  wir  die  Dichtigkeit  des  Wassers  gleich  1  genommen 
haben,  so  ist  das  EugeWolumen  4^0^/3  zugleich  die  von  der 
Kugel  verdrängte  Wassermasse  und  wir  erhalten,  wenn  wir 
diese  Masse  mit  m  bezeichnen: 

2Ti  =  \mV\ 

oder,  wenn  u,  t?,  u;  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des 
Kugelmittelpunktes  sind: 

(4)  2Ti  =  Jw(t*a  +  V«  +  w^). 

m 

Um  die  Strömung  der  Flüssigkeit  an  einer  feststehenden 
Kugel  zu  bestimmen,  geben  wir  dem  Strome  die  Geschwindigkeit 
1  in  der  x- Richtung,  und  setzen  nach  (3)  und  §.  153  (7): 

(5)  (p  =  x  —  (p,=x(^l-\-  ^j  =  cosd  (r  -f  -|^)- 

Die  Stromlinien  verlaufen  in  den  durch  die  a:-Axe  gelegten 
Meridianebenen,  und  liegen  auf  gewissen  Rotationsflächen.  Sie 
werden  also  durch  eine  Relation  zwischen  r  und  d"  ausgedrückt 
Es  sind  die  Curven,  die  auf  den  Flächen  9  =  const  senkrecht 
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stehen,  und  man  hat  also,  um  sie  zu  änden,  die  Differential- 
gleichung 

dr    _  q>'(r)  r^ 

T^dd^  -  VW)  ~  ~  ^  ^  ,     c» 


2ra 
oder 

zu  integriren,  deren  Integral  sich  leicht  durch  Ausfuhrung  von 
zwei  einfachen  Quadraturen  bestimmen  lässt.  Man  erhält,  wenn  man 

2r8-f  c»  1  _      3r«  1 

fZ  —  c*   r        r'  —  c'        r 
setzt  und  mit  k  die  Integrationsconstante  bezeichnet: 

(«)  7^  =  «^**- 

Für  h  =  0  ist  entweder  sin-Ö*  =  0  oder  r  =  c,  d,  h.  die 
diesem  Werthe  von  k  entsprechende  Stromlinie  setzt  sich  zu- 
sammen aus  dem  Kreise  r=c  und  dem  im  Inneren  der  Flüssigkeit 
gelegenen  Theile  der  reellen  Axe.  Die  Constante  k  kann  keine 
negativen  Werthe  erhalten,  und  je  grösser  k  wird,  um  so  mehr 
nähern  sich  die  durch  (6)  dargestellten  Linien  den  zur  2; -Axe 
parallelen  Geraden  rsin^O'  =  const. 


§.  155. 
Ellipspid  in  einer  Flüssigkeit. 

In  ähnlich  einfacher  Weise  lässt  sich  die  Bestimmung  der 
Functionen  9>k  für  ein  Ellipsoid  durchführen  1). 

Wir  können  hierbei  an  die  Resultate  von  Bd.  I,  §.  148  über 
magnetische  Induction  in  einem  Ellipsoid  anknüpfen,  weil  unser 
Problem  mit  dem  dort  behandelten  fast  identisch  ist.  Wir  be- 
ziehen die  Gleichung  des  EUipsoids  auf  seine  Hauptaxen,  und 
nehmen  sie  in  der  Form  an: 

m  ?i  _L  r.  4.  fl  _  1 


>)  Clebich,  Crelle'B  Journal,  Bd.  62,  S.  103. 

26* 
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Dann  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung 


=/ 


ö*  "^  F  "•    c* 


setzen,  für  einen  Punkt  der  Oberfläche: 

(2)        coB(nx)  =  ^,    co8(ny)  =  ^,     co8(n^)  =  ^, 

und  die  Grenzbedingungen  §.  153  (3)  lauten  also  hier: 

d(pi _x_      8^4  _  yjsjb^  — -g') 

dn  ~  pa»'     dn  ~        gb^c^      ' 

^^  .    dn        Qb^'     dn  gc^a^      ' 

898  ___^      öqpe xy(a^  —  b^) 

dn        QC^'     dn  ~       ga^b* 

Es  sind  nun,  wenn  rr,  y,  0  ein  äusserer  Punkt  ist,  k  die  posi- 
tive Wurzel  der  cubischen  Gleichung 

X^  t/3  «2 

bedeutet,  die  für  die  Punkte  der  Oberfläche  in  Null  übergeht,  und 


gesetzt  ist. 


X  =  -2     ■  ^' 


(5)  _         ^  =  -24(T 


«  +  s)2)' 


e!5 


00 


ds 


(c*  -j-  s)D 

die  Componenten  der  Anziehung  des  mit  homogener  Masse  er* 
füllt  gedachten  Ellipsoides  und 

00  00 

(6)  Xo  =  2  J  ^^5-pi^ ,     Fo  =  2  J  ^-p-j^^, 

0  0 


-I 


ds 


(c2  +  s)/) 
0 
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sind  Constanten,  die  nur  yon  den  Axen  a^  b,  c  des  EUipsoides 
abhängen. 

Nun  genügt  die  Function  X  als  Ableitung  des  Newton'-, 
sehen  Potentials  für  einen  äusseren  Punkt  der  DifFerenüal- 
gleichung  ^X  =  0,  und  an  den  Oberflächen  der  Bedingung 
[Bd.  I,  §.  148  (8)]: 

o  If  =  r«.  <*  -  ^»^ 

und  da  sich  die  Function  X  ausserdem  im  Unendlichen  verhält 
wie  die  —  2**  Potenz  der  Entfernung  von  einem  Punkte  im  End- 
lichen, so  ergiebt  sich  nach  (3) 

(8)  X=9,(4-Xo) 

und  ebenso 

^^  Z  =  q>^{4.  -  Z,), 

wodurch  die  drei  Functionen  g^j,  9)9,  9)3  bestimmt  sind. 
Betrachten  wir  ferner  die  Function 


yzjb^  —  c^)ds 


(10)         S  =  Zy—Tz  =  —  2{^ 
so  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

ds       dZ       er 

dx        ^  dx  dx 

de  ~  ^  dz        ^  dB 
und  daraus  durch  abermalige  Differentiation  und  Addition: 

^s  =  ,^z-.^r+2(|.f-|I), 

und  dies  ist  =  0,  weil  AY^  ^  Z  verschwinden  und 

XdiT  +  Ydy  +  Zdz 

ein  vollständiges  Differential  ist. 

Weiter  folgt  aber  aus  (11) 

« 

8Ä  d  Z  dY   .    rw      /v        TT-       r     \ 

TT—  =  y  ~ jsr   -  — V-  Z  cos  (ny)  —  Ycos(nz). 

dn        ^  dn  dn    ^  ^   ^^  ^^ 
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Der  letzte  Ausdruck  ist  für  die  Punkte  der  Oberfläche  zu 
nehmen.    Dort  ist  aber  nach  (5),  (6)  und  (7) 

r  =  — yr„  z  =  — «Zo, 

und  folglich: 

(12)       If  =  -|^,  {*(*»  -  c»)  +  (r,  -  Z,){b>  +  c»)}. 

Da  nun,  wie  aus  dem  Ausdrucke  (10)  leicht  einzusehen  ist, 
die  Function  S  im  Unendlichen  in  der  Weise  verschwindet,  wie 
es  von  den  Functionen  q>  verlangt  war,  so  sind  die  Bedingungen 
befriedigt,  wenn  wir  setzen : 

und  daraus  ergeben  sich  95,  (p^  durch  cyklische  Vertauschung. 


§.  156. 
Ring  in  einer  Flüssigkeit 

Wir  betrachten  noch  den  Fall,  dass  der  in  die  Flüssigkeit 
eingetauchte  Körper  die  Form  eines  Ringes  hat,  der  durch  die 
Rotation  eines  Kreises  um  eine  seine  Peripherie  nicht  schneidende 
in  seiner  Ebene  gelegene  Axe  erzeugt  wird^). 

Wir  fuhren  die  Coordinaten  q,  g7,  0*  ein,  die  wir  im  §.  44 
des  ersten  Bandes  betrachtet  haben.  Das  rechtwinkelige  Goordi- 
natensystem  x^  y^  0  habe  die  Rotationsaxe  zur  je^-Axe  und  die 
Aequatorebene  zur  2;  y- Ebene.  Wir  setzen,  indem  wir  mit  b  eine 
Gonstante  bezeichnen  und  das  dort  gebrauchte  A  =  log  q  setzen, 
nach  Bd.  !,.§.  44  (8): 


^)  In  seiner  Vorlesung  im  Winter  1860/61  hat  Riemann,  wie  aach 
Hattendorff  angiebt  (Vorrede  zur  dritten  Auflage.  S.  VI),  dieses  Problem 
behandelt  und  den  Weg  der  Lösung  angegeben.  Es  liegt  mir  darüber 
ein  Heft  von  Reye  vor,  der  diese  Vorlesung  gehört  hat.  Es  bezieht  sich 
darauf  auch  eine  aus  Riemann's  Nachlass  hergestellte  Note:  „Ueber  das 
Potential  eines  Ringes"  (Nr.  XXIV  der  zweiten  Auflage  von  Riemanji's 
Werken).  Verwandten  Inhalts  ist  die  Schrift  von  C.  Neumann:  „Theorie 
der  Elektricitats-  und  Wärmevertheilung  in  einem  Ringe".    Halle  1864. 
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(1)  x  =  rcosd'^        y  =  rBin^, 

(2)  r='  *(^-^') 


(3)  z 


1   -\-  2  Q  cos  CS -]-  Q^' 

2  &  p  sin  m 


1  -[-  2^CO80)  +  Q^' 

und  für  das  Quadrat  des  Linienelementes  ds^  erhalten  wir  nach 
£d.  I,  §.  44  (9)  den  Ausdruck 

(4)  ds^  = ^  J  J  ^a)2 ^  +  ^'^^'• 

Wir  erhalten  jeden  Punkt  des  Raumes,  und,  von  den  Punkten 
der  Axe  abgesehen,  jeden  nur  einmal,  wenn  wir  die  drei  Variabein 
Q,  o,  d"  auf  die  Intervalle  beschränken: 

—  jr  <  o  ^  gr, 

—  n:<,^^n. 

Einem  constanten  Werth  Qq  von  q  entspricht  eine  Ringfläche, 
die  durch  einen  Kreis  erzeugt  wird,  dessen  Radius  a  und  Mittel- 
punktsabstand e  durch  die  Gleichungen: 

(5)  ^-^'  =  -,       4^  =  -     [«<*•  I'  §•  ^^  (6)] 

bestimmt  sind.     Den  Punkten   ausserhalb    dieser  Ringfläche 
entspricht  das  Intervall 

(6)  Qo<Q<^' 
Den  Werthen 

9  =  1,  0  =  0 

bei  beliebigen  -ö*  entspricht  der  Nullpunkt,  und  den  Werthen 

p  =  1,  CO  =  +» 

die  unendlich  fernen  Punkte. 

Durch  die  Umformung  Bd.  I,  §.  44  (12)  ist  die  Differential- 
gleichung ^g>  =  0  in  die  Gestalt  gebracht: 

^ '^    \    2p   Möiogp«"^    ao^yr"    g^2   -r    4    —  "• 

Von  dieser  Differentialgleichung  lassen  sich  particulare  Inte- 
grale von  der  Form 

(8)  Vr  9  =  Se«('»'"  +  »»^) 

finden,  in  denen   S  allein  von   q   abhängt,  und  wenn  wir  vor- 
aussetzen,  dass   9   eine   einwerthige   und    stetige  Function   des 
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Ortes,  also  eine  um  2  7t  periodische  Function  von  co  und  ^  sein 
soll,  so  müssen  m  und  n  ganze  Zahlen  sein. 

Für  S  ergiebt  sich  dann   aus  (7)   die  Differentialgleichung 

Um  die  allgemeine  Theorie  der  P- Function  auf  diese  Glei- 
chung anwenden  zu  können,  wollen  wir  zunächst  m  und  n  als 
unbestimmte  Grössen  ansehen.  Betrachtet  man  q*  als  Argu- 
ment, so  sind  0,  1,  do  die  singulären  Punkte  für  diese  Diffe- 
rentialgleichung, und  man  findet,  wenn  man  nach  steigenden  und 
fallenden  Potenzen  von  q^  und  nach  steigenden  Potenzen  Yon 
1  —  Q^  entwickelt,  dass  diese  Entwickelungen  mit  den  Potenzen 

anfangen  müssen.     Demnach  wird   die  Differentialgleichung  (9) 
durch  die  P-Function 

m  w       1  ^^ 

(10)  5  =  PI  ,  9* 


oder  durch 


2'  2'     2        ^ 


1  _,  mm  \ 

2"    '    ^'  2"'  "2 

2 


(11)  S  =  P\^  l-Q 

11  mm 

2"'    ~  2  / 

integrirt 

Wir  haben  aber  hier  den  Fall  des  §.  22,  in  dem  zwei  Expo- 
nentenpaare identisch  sind,  und  es  lassen  sich  also  noch  viele 
andere  Formen  der  P- Functionen  finden,  durch  die  diese  Diffe- 
rentialgleichung integrirt  wird.    So  ergiebt  sich  die  Formel: 

(12)     Ä = p  I      *  '    '  (^*  ^y 

^    ^  11  —  2«  f»   Vp*  —  1/ 


=  P 


"5 

4 

2 

1 

1        2m 

m 

2' 

4 

'     ~"2 

0, 

m 

2' 

1  +2n 
4 

1 

»n 

1  —  2n 

2' 

2' 

4 

(g*  + 1)' 
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und  durch  nochmalige  Anwendung  der  Formel: 

1  +  2n      1  +  2n 

1  —  2w      1  —  2w 
4       '  i       ' 

und  hieraus  lassen  sich  noch  viele  ähnliche  Formeln  herleiten. 


§.  157. 

f 

Bestimmung  der  Coefficienten. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  halber  jetzt  nur  noch  einen  in 
Bezug  auf  die  Rotationsaxe  symmetrischen  Zustand  betrachten, 
weil  bei  dieser  Annahme  die  Schwierigkeit,  die  das  Problem  noch 
bietet,  bereits  hinlänglich  hervortritt.  Dann  haben  wir  in  den 
Formeln  des  vorigen  Paragraphen  w  =  0  zu  setzen,  und  wir  er- 
halten aus  (11)  [mit  Rücksicht  auf  §.  19,  (4)]: 


S  =  P 


i\ 


\i 


m 

m 

2' 

2 

m 

m 

2' 

2 

J  1  -  p« 


Q,    m-\-\,  0  ^ 


=  p'-yi  —  p«p  1  —  p« 

0,  2'    "*"  / 

und  aus  §.  156  (8j  ergeben  sich,  wenn  man  für  'fr  den  Werth 
aus  §.  156  (2)  einsetzt,  die  Integrale 

(1)  ,,= 

0,  m  +  2i 
y  1  +  2  p  cos  0»  -|-  9«  p"  P  I 

0,  2'    - 

Die  hier  vorkommende  P-Function  hat  nur  einen  Zweig,  der 
für  p  =  1  endlich  bleibt  (§.  10,  §.  20),  nämlich  die  hypergeometrische 
Reihe 

(2)  Km  =  F{m  +  \,    I,     1,     1-9^). 
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die  sich  nach  §.13  (3)  auch  durch  das  elliptische  Integral 


(3)  E^=^\ 


2 

da- 


«  +  - 
o"  (cos^O'+pasina'^)       « 

darstellen  lässt. 

Nehmen  mr  zur  weiteren  Vereinfachung  an,  dass  q>  eine 
ungerade  Function  von  o  sei,  wie  es  etwa  eintritt,  wenn  ein 
ruhender  Ring  einer  der  ^er-Axe  parallelen  Strömung  ausgesetzt 
wird,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  mit  a^  noch  zu  bestimmende 
Gonstanten  bezeichnen: 

QO 


(4)  (p  =  y  1  -|-  2  9  cos  o  -|-  *^  2  öf«  ^"^ -Sin  sin  •»  o. 

m  =  l 

Die  Constanten  a«  sind  nun  aus  der  Bedingung  zu  be- 
stimmen, dass  an  der  Oberfläche  des  Ringes,  also  für  q  =  q^ 
der  nach  der  Normalen  genommene  Differentialquotient  dq>ldn 
eine  gegebene  Function  F((o)  von  &  sein  soll,  die  wir  natürlich 
auch  als  ungerade  Function  voraussetzen  müssen. 

Der  Bedingung  §.  150  (5),  nach  der  Bfp  im  Unendlichen 
verschwinden  muss,  genügt  jedes  einzelne  Glied  dieser  Reihe: 

y  1  -[-  2  9  cos  (o  -j-  Q^Q^  Km,  sin  m  m  =  q>^. 

Es  ist  nämlich  nach  (2)  und  (3),  §.  156 


'     ^  1 -)- 2  9  cos  oj -f  0» 


=  'V! 


—  2q  cos  ß>  -(-  p2 


-j-  2  9  cos  CD  -\-  g^ 
und  folglich 

Bffm  =  b  y  1  —  2  9  cos  0}  -|-  (>*  Q^  Km  sin  m  o. 

Es  ist  aber  im  Unendlichen  (>  =  1,  cd  =  ä  und  da 

p«Z«=  1     für    p  =  1, 

so  ist  jB  (pm  im  Unendlichen  =  0. 

Nach   §.    156   (4)  ist  aber,  wenn   d{ö  =  0,    dd'  z=  0  und 
ds  =  an  gesetzt  werden: 


,  2rdQ 

dn  = --, 

1  —  pa' 


und  nach  §.  156  (2): 
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,  2bdQ 

an  =  -z — .—^ — i — -. 

1  -j-  2^Q08O  -(-  p2 

Folglich  ist 

dq>  1  -|-  2^008  01  -f-  p8  d(p 

dn  ~  26  Fq ' 

und  folglich  für  p  =  po* 

/5X  89  ^  2bF{m) 

^  ^  dg        l  -{-  29008©  +  ^*^ 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  (4)  durch  Differentiation: 

Vl  +  2pcosö  +  p2|^  = 

(p-|-cosaj)^«Xi  +  (l  +  9^  +  2^co8aj)  — ^ — -\ 
oder,  wenn  wir  die  Abkürzung 


einführen : 


p«i:„  +  2p^-^^«  =  2ö« 


O  „  CD 

(6)     V 1  4-  2  ^  cos  CO  -|-  p«  ^  =  ^  o»,  (P«  4"  2  öm  cos  flu)  sin  w  a>. 
Setzen  wir  also  für  q  =  qq 

y  1  -f-  2  ^  cos  oj  -f-  9« 

so  ist  /(a>)  gleichfalls  eine  gegebene  ungerade  Function  von  a>, 
die  wir  in  eine  Sinus -Reihe  entwickelt  annehmen  können,  also: 


00 


worin  dann  die  A^  gegebene  Gon stauten  sind.    Aus  (5)  und 
(6)  ergiebt  sich  hiernach 


00 


(8)        2  AmSinma)  =  ^  ««(Pm  +  2 ^« cos o) sin w (0, 


m  =1  m=r  1 


wenn  P^  und  (^^  für  9  =  Qq  genommen  sind. 
Es  ist  aber 

2cosG}sinmG}  =  8in(w  -f-  1)^'  -f-  8in(m  —  l)aj, 
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und  demnach  wird  die  rechte  Seite  von  (8): 

00  _  OD 

2  a«,Pm8inmcö  -f  ^  a,nQ«»8in(m  —  1)© 


m=l  m=l 

00 


+  S  amQm^iTi{m  +  1)©, 

m  =  l 

oder 

2  (amPm  +  «m+iöm  +  i  +  o^-i  (^m-i)  Binma}, 

worin,  wenn  die  Summe  von  t»  =  1  bis  m  =  oo  genommen  wer- 
den  soll,  Oq  =  0  zu  setzen  ist.  Es  folgt  also  aus  (8)  das  fol- 
gende System  von  Gleichungen: 

A  =  »3  ^2  +  «1  ^n 
(9)  Äs  =  a,Q^  +  a^P,  +  0,^2, 

^4   =  «5  ^6  +   «4  ^4  +  «8  ^S» 


und  allgemein: 

(10)  Afn  =  flwi  +  1  Vm  +  1  -f-  öm  ^m  "f"   0»  —  1  Öm  —  1* 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  etwa  o^,  Os,  a4,  ...  suc- 
cessive  berechnen,  wenn  a^  bekannt  ist.  Zur  vollständigen  Be- 
stimmung der  Goefficienten  Oi,  o«,  as  ...  reichen  aber  die  Glei- 
chungen (9)  nicht  aus.  Es  fehlt  dazu  noch  eine  Bedingung  und 
diese  kann  in  nichts  anderem  bestehen,  als  in  der  Forderung  der 
Convergenz  der  Reihe  (4).  Da  nämlich  die  g^Kf^  mit  un- 
endlich wachsendem  m  unendlich  werden,  so  müssen  die  a^  in 
einer  gewissen  Weise  gegen  Null  convergiren,  und  da  unsere  Be- 
dingungen zur  Bestimmung  der  Function  (p  ausreichend  sind,  so 
kann  diese  Forderung  nur  auf  eine  Weise  mit  den  Gleichungen 
(9)  vereinbar  sein. 

Wenn  wir  die  Grössen  Xn  und  y^  als  specielle  Fälle  der  a« 
in  der  Weise  bestimmen,  dass  wir,  um  x^  zu  erhalten,  in  (9j 
a^  =  0  setzen,  also: 

/•ii\  -^1  =  ^2  V21        «^2  =^  ^8  %  ~r  ^2-^21 

und  um  y„  zu  erhalten,  -4i  =  0,  -^.j  =  0,  ...,  Oj  =  1  setzen,  also: 

o  =  y2«2  +  Pi. 

(12)  0  =  y3<?8  +  y2P2  +  <2i. 
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SO  wird  der  allgemeine  Ausdruck  von  a» 

On  =  a?n  +  «1  y w 

die  Xn^  ffn  sind  aus  (11)  und  (12)  vollständig  bestimmt,  und  es 
ergiebt  sich,  da  Lim  o»  =  0  sein  muss : 

(13)  ai  =  — Lim^'\ 

n=oo  j/n 

^)  Die  Bestimmang  der  Goefficienten  o»  ist  zuerst  klargestellt  von 
Hicks  „On  Toroidal  Functions",  Phüosophical  Transactions  1881,  p.  644. 
In  der  Theorie  der  Bewegung  zweier  Kugeln  in  einer  Flüssigkeit  tritt  die- 
selhe  Schwierigkeit  auf.  Dieses  Prohlem  ist  eingehend  behandelt  von 
C.  Neu  mann  (Hydrodynamische  Untersuchungen,  Leipzig  1688). 


Zwanzigster  Abschnitt 

Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer 
Flüssigkeit.    Meohaniselier  TheiL 


§.  158. 
Kinetische  Energie. 

Im  vorhergehenden  Abschnitt  haben  wir  uns  mit  der  Be- 
stimmung des  Geschwindigkeitspotentials,  also  der  Ermittelung 
der  Bewegung  der  Flüssigkeit,  unter  der  Voraussetzung  be- 
schäftigt, dass  ein  starrer  Körper  von  gegebener  Form  in  die 
Flüssigkeit  eingetaucht  und  darin  in  einer  gegebenen  Be- 
wegung begriffen  ist 

Die  Zerlegung  des  Geschwindigkeitspotentials,  die  wir  im 
§.  153  kennen  gelernt  haben,  ermöglicht  es  aber,  die  andere 
Aufgabe,  nämlich  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  Körpers  in 
der  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte,  unab- 
hängig von  der  ersten,  in  Angriff  zu  nehmen.  Das  Mittel 
hierzu  bietet  uns  das  Hamilton'sche  Princip,  das  die  Be- 
wegungsgleichungen für  irgend  ein  System  aufzustellen  gestattet, 
wenn  die  Ausdrücke  der  potentiellen  und  der  kinetischen  Energie 
durch  die  die  Lage  des  Systems  bestimmenden  Variablen  (die 
Goordinaten  des  Systems)  bekannt  sind. 

Ehe  wir  aber  zur  Formulirung  des  Hamilton'schen  Prin- 
cipes  für  diesen  Fall  übergehen,  wollen  wir  den  Ausdruck  der 
lebendigen  Kraft  des  Systems  einer  eingehenden  Discussion  unter- 
werfen. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  ein  starrer  Körper 
in  eine  unendlich  ausgedehnte  Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  und 
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betrachten  in  der  Flüssigkeit  nur  wirbelfreie  Bewegung  und 
eindeutige  Geschwindigkeitspotentiale. 

Wir  wählen  ein  Coordinatensystem  x,  y,  z^  das  wir  uns  in 
fester  Verbindung  mit  dem  Körper  denken,  und  das  durch  die 
geometrische  oder  mechanische  Beschaffenheit  des  Körpers  defi- 
nirt  ist,  z.  B.  nehmen  wir,  wenn  die  Körperoberfläche  die  Sym- 
metrieverhältnisse  eines  EUipsoides  hat,  den  Mittelpunkt  zum 
Coordinatenanfangspunkt,  die  Hauptaxen  zu  Goordinatenaxen. 
In  anderen  Fällen  können  wir  etwa  den  Schwerpunkt  zum 
Anfangspunkt  und  die  Hauptträgheitsaxen  zu  Goordinatenaxen 
wählen. 

Es  mögen  t«,  i;,  w  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des 
Anfangspunktes,  i>,g,r  die  Gomponenten  der  Rotationsgeschwindig- 
keit des  Körpers  für  die  Axen  o;,  j/,  z  bedeuten. 

Sind  0?,  y,  e  die  Goordiuaten  eines  Massenelementes  dm  des 
Körpers,  so  sind  nach  Band  I,  §.  82  (2) 

{—'ry-\rg.^)dt,     {—  pz  -\-rx)dt,     {—  qx-\'  py)dt 

die  Gomponenten  der  relativen  Verschiebung  von  dm  im  Zeit- 
Clement  dt  in  Bezug  auf  den  Goordinatenanfangspunkt  in  seiner 
augenblicklichen  Lage  (zur  Zeit  t\  und  folglich  sind 

(1)        u  —  ^y  +  2^1        V — pg-^-rx^        w  —  4^+jpy 

die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  von  dm.  Danach  erhalten 
wir  für  die  kinetische  Energie  des  Körpers  den  Ausdruck 

1.  Die  kinetische  Energie  des  Körpers  ist  also  eine 
homogene  Function  zweiten  Grades  von'  den 
sechs  Grössen 

ti,  v,  w,  p,  q,  r, 

deren Goefficienten  durch  die  Gestalt  undMassen- 
vertheilung  des  Körpers  bestimmt  sind. 

Es  ist  aus  der  Mechanik  bekannt,  dass  man  diesen  Ausdruck 
durch  |)assende  Wahl  des  Anfangspunktes  und  der  Axenrichtung 
sehr  vereinfachen  kann.  Er  lässt  sich  nämlich,  wenn  man  den 
Schwerpunkt  zum  Anfangspunkt  und  die  Hauptträgheitsaxen  zu 
Goordinatenaxen  macht,  auf  die  Form 

I  [M{u^  -\-v^  -j-  u;2)  -\^  Ap^  -j-  Bq^+  Cr^] 
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bringen,  wenn  Jlf  dieGesammtmasse  des  Körpers  und  A.B^C  seine 
Hauptträgheitsmomente  sind.  Wir  machen  aber  hier  von  dieser 
Vereinfachung  keinen  Gebrauch. 

Nach  §.  153  hat  das  Geschwindigkeitspotential  9  in  einem 
beliebigen  Punkt  x^  y,  jer  der  Flüssigkeit  den  Ausdruck 

worin  die  Functionen  91,  ya,  .  .  .  nur  von  der  Gestalt  der  Ober- 
fläche des  Körpers  abhängen,  aber  freilich  erst  durch  Integration 
von  partiellen  Differentialgleichungen  gefunden  werden. 

2.  Die  kinetische  Energie  der  gesammten  Flüssig- 
keitsmasse ist  nach  §.  151  (1) 

(a)  -j.M?"«. 

und   ist  also  ebenfalls  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  von 

tt,  v,  w,  p,  ft  r. 

Hierin  ist  q  die  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  do  ein  Ober- 
flächenelement des  Körpers  und  n  die  in  das  Innere  der  Flüssig- 
keit positiv  gerechnete  Normale. 

Hieraus    ergiebt  sich,    dass  die  kinetische   Energie   T  des 

ganzen,  aus  Körper  und  Flüssigkeit  zusammengesetzten  Systems 

ebenfalls    eine   homogene   Function    zweiten   Grades   der  sechs 

Variablen  in  1.  ist.   Wir  setzen,  indem  wir  zur  Vereinfachung  der 

Schreibweise 

u,    v,   w,        jp,    q,   r 
durch 

Äq,    ajj,   aTj,         a?4,   flJs,    Xq 

bezeichnen: 

(4)  2  T  =  2  ^»k  ^i  ^fc- 

1.6 

Ihrer  Bedeutung  nach  ist  diese  quadratische  Function  positiv 
und  sie  kann  nur  verschwinden,  wenn  die  Variablen  xt  ajle  zu- 
gleich verschwinden. 

Die  Coefticienten  c<k  =  Cjd  sind  Gonstanten,  die  nur  von 
der  Beschaffenheit  des  Körpers  und  ausserdem  von  der  Dichtig- 
keit Q  der  Flüssigkeit  abhängen.  Ihre  theoretische  Berechnung 
würde   die    Kenntniss  der    Functionen   9^,   also  die  Integration 
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gewisser  partieller  Differentialgleichungen  erfordern.  Man  kann 
sich  diese  Gonstanten  aher  auch  experimentell  bestimmt  denken, 
etwa  wie  die  Masse  und  die  Trägheitsmomente  des  Körpers. 


§.  159. 

Vereinfachung  des  Ausdrucks  für  die  kinetische  Energie 

bei  Symmetrie. 

Die  Goefficienten  cn^  in  dem  Ausdruck  für  2  T  haben  eine 
einfache  mechanische  Bedeutung,  durch  die  sie  sehr  anschaulich 
werden.  Es  ist  nämlich  |  Cu  x* die  kinetische  Energie  des  Systems, 
die  einer  Bewegung  entspricht,  bei  der  alle  Variablen  x^^  x^...x^ 
mit  Ausnahme  von  Xi  verschwinden.  Demnach  können  wir  z.  B. 
Oll  als  die  gesammte  Masse  betrachten,  die  bei  einer  Parallel- 
yerschiebung  in  der  Richtung  der  x-kx^  in  Bewegung  gesetzt 
wird.  Ebenso  ist  c^^  das  Gesammtträgheitsmoment,  das 
einer  Drehung  um  die  a;-Axe  entspricht  mit  Berücksichtigung 
der  bei  der  Drehung  mitgerissenen  Flüssigkeitsmasse. 

Setzen  wir  alle  Xy  mit  Ausnahme  von  zweien,  or»,  x^  gleich 
Null,  so  erhält  T  den  Ausdruck 

(1)  Tii,  =  \Ci^  Xi  -f  Cifc Xi iCfc  +  I Ckk  xi, 

und  es  ist  also 

2c,fc  =  Ttfc  —  T,k 

der  Unterscliied  zwischen  den  Werthen  der  kinetischen  Energie, 
wie  er  den  beiden  Annahmen 

Xi  =  '\-\,        a?k  =  +  1 
x»  =  +  1 ,        x^  =  —  l 

entspricht.  Ist  z.  B.  a;»  =  w,  a?fc  =  p,  so  ist  die.  erste  dieser 
Bewegungen  eine  Rechtsscbraubung,  die  zweite  eine  Links* 
schraubung. 

Man  kann  allgemein  den  Ausdruck  für  2  T  durch  passende 
Wahl  des  Goordinatensystems  auf  eine  einfachere  Form  bringen, 
und  zwar  kann  man,  da  in  dem  rechtwinkligen  Goordinaten- 
system  der  Anfangspunkt  und  drei  Winkel  verfügbar  sind,  die 
21  Gonstanten  c^k  a-uf  15  reduciren. 

Wenn  man  zunächst  bloss  die  Axenrichtungen  ändert,  so 
transformiren  sich  die  Geschwindigkeiten  w,  t?,  w  durch  dieselben 

Biemann-Weber,  Partielle  Di£Ferentialgleichuiigen.    II.  27 
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FormelB,    wie    die  Coordinaten    selbst.      Wählt  man   daher    zu 
CoordinateDaxen  die  Hauptaxen  des  Ellipsoides 

(2)  CnX^  +  öj,ya  +  c^^a^  -f-  2c98yie?  +  ^c^^ex-j-  2ciaÄy=  1, 

80  verscbwindeii  in  dem  auf  diese  Axen  bezogenen  Ausdruck  für 
2  T  die  Ooefficienten  C93,  C31,  c^^. 

Hält  man  diese  Axenrichtungen  fest,  wählt  aber  einen  Punkt, 
dessen  Coordinaten  a,  &,  c  sind,  zum  neuen  Anfangspunkt,  so  eF- 
hält  man  nach  §.  158  (1),  wenn  die  Geschwindigkeitscomponenten 
dieses  neuen  Anfangspunktes  mit  u',  t/,  u/  bezeichnet  werden: 

u  =  u'  -^  rb  —  gc, 

(3)  V  =  v'  -\-  pc  —  ra, 

In  dem  umgeformten  Ausdruck  fm  2T  kommen  also  die 
Glieder  mit  t;'ti/,  u/u\   u'v'    nicht  Yor,    und  man   erhält  die 

Glieder 

2«'3(Ci5  — CnC)  -f  2M'r(Ci6  4-c,i6) 

+  2i/r(c„  — Cj,a)  -f  2 v'jp (c,4 -f  c,f  c) 
+  2jtf'i>(cs4  — Caaft)  +  2w;'g(c35  +  C3sa). 
Man  kann  nun  die  a,  6,  c  so  bestimmen,  dass 

^36  ^SJ  ^     ^=     ^35  ~r  ^83  ^^ 

^34  —  Cjjfe  =  C16  +  ^11*1 
C15  —  Cji  C  =  Ca4  -[-  Ca2  c 

wird,  und  zwar  ist  diese  Bestimmung,  weil  Cn,  C33,  Cgj  wesentlich 
positiv  sind,  unter  allen  Umständen  eindeutig. 

Man  kann  also  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems 
so  bestimmen,  dass 

.     C96   =  C35,  C34  =  C16,         Ci5  =  Cj4 

wird. 

Wenn  wir  daher  der  besseren  Uebersicht  wegen  die  Bezeich- 
nung der  Coefäcienten  d^^  ändern,  so  können  wir  die  lebendige 
Kraft  des  Systems  durch  den  Ausdruck  darstellen: 

(4)  2T==  ati»  -4-  bv^  +  cw^  -\-  2a*pu-\-  2b' qv  -{-  2c'  rw 
-\-  2a{qw  -\-  rv)  -\-  2ß(ru  -{-  pw)  +  2y(pv  -{-  qu) 
+  Äp^-}-  Bq^  +  Cr«  +  2A'qr  +  2B'rp  -j-  2  C'pq. 

Der  Goordinatenanfangspunkt  ist  hierbei  unter  allen  Um- 
ständen ein  in  Bezug  auf  die  Gestalt  des  Körpers  eindeutig 
bestimmter  Punkt,    den  wir  das  Bewegungscentrum  aenuen 
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wollen.  Die  Axenrichtungen,  die  die  Hauptaxen  der  Bewegung 
heissen  mögen,  sind  im  Allgemeinen  ebenfalls  vollständig  be- 
stimmt; wenn  aber  die  Fläche  (2)  eine  Rotationsfläche  ist,  so 
ist  nur  eine  der  Axen  bestimmt,  und  wenn  diese  Fläche  eine 
Kugel  ist,  so  können  irgend  drei  auf  einander  rechtwinklige 
Axen  als  Hauptaxen  bezeichnet  werden  i). 

Wenn  eine  Symmetrieebene  vorhanden  ist,  d.  h.  eine  Ebene, 
für  die  nicht  nur  die  Figur»  sondern  auch  die  Massenvertheilung 
des  Körpers  symmetrisch  ist,  so  muss  das  Gentrum  jedenfalls 
auf  dieser  Ebene  liegen,  weil  sonst  der  Spiegelpunkt  des  Gen- 
trums ebenfalls  Gentrum  sein  müsste,  während  doch  nur  ein 
Centrum  vorhanden  sein  kann.  Aus  dem  gleichen  Grunde  muss 
eine  der  Hauptaxen  der  Bewegung  auf  der  Symmetrieebene  senk- 
recht stehen. 

Für  diesen  Fall  treten  noch  weitere  Vereinfachungen  in  dem 
Ausdruck  für  2  T  ein.  Nehmen  wir  die  Symmetrieebene  zur 
:ry-Ebene,  so  wird,  wenn  wir  u;,  g,  «,  r  gleich  Null  setzen  und 
nur  u  und  p  von  Null  verschieden  annehmen,  die  Vorzeichen- 
änderung von  jp  nichts  ändern  können,  weil  dadurch  nur  die 
ganze  Bewegung  in  eine  spiegelbildlich  gleiche  umgewandelt 
wird,  und  folglich  muss  der  Goefficient  von  up  verschwinden. 
Aus  demselben  Grunde  verschwinden  die  Goefßcienten  von 

wjp,  vjp,  wg,  vg,  pr^  gr,  u;u,  «;»,  wr^ 

und  es  bleibt  für  2  T  der  Ausdruck 

(5)  2T=  att«  +  bv^  -f  cw^  +  2a(gM;  +  rv)  +  2/5(rt*4-i)w) 

+  Ap^  -i-  Bq^  +  Cr«  +  2  C'pq. 

Ist  eine  zweite  Symmetrieebene  vorbanden,  die  auf  der  ersten 
senkrecht  steht,  so  nehmen  wir  ihre  Schnittlinie,  auf  der  das 
Gentrum  liegen  muss,  und  in  die  eine  der  Hauptaxen  fallt,  zur 
ir-Axe.  Es  muss  dann  die  Form  (5)  erhalten  bleiben,  wenn 
wir  X  oder  y  mit  z  vertauschen,  und  folglich  wird 

(6)  2  T  =  aM>  +  bv^  +  cw;^  -|-  2  y (pv  +  qu)   . 

+  Ap^  +  -B32  -|-  Cr\ 

und  wenn  drei  auf  einander  rechtwinklige  Symmetrieebenen  vor- 
handen sind,  wie  etwa  bei  einem  EUipsoid,  so  erhalten  wir 


^)  Eine  andere  Normalform  des  Ausdruckes  für  die  lebendige  Kraft, 
die  fär  die  Büdung  der  allgemeinen  Integralgleichungen  geeignet  ist,  hat 
Minkowski  gegeben  (Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie  1888). 

27* 
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(7)  2  T  =  at*2  -^  Ji;»  4-  cu?a  +  A'p^  +  Bg«  +  Cr\ 

Kehren  wir  zu  dem  Falle  (6)  zurück  und  nehmen  an,   dass 

die  beiden  Symmetrieebenen  gleichartig  sind,  so  dass  der  Körper 

durch  eine  Drehung  um  die  jsr-Axe  um  90^  mit  sich  selbst   zur 

Deckung  kommt,  wie  etwa  bei  einem  Rotationskörper  oder 

bei    einer   quadratischen  Pyramide,   so  muss  der  Ausdruck    (6) 

dasselbe  ergeben  für  die  beiden  Annahmen 

t(;  ==  0,    r  =  0,    w  =  0,    ^  =  0,    p  =        1,    t;  =  1, 

u?  =  0,    r  =  0,    v  =  0,    j)  =  0,    g  =  —  1,    w  =  1, 

und  daraus  folgt 

•   a  =  6,    A  =  B^    y  =  —  y  =  0, 
also 

(8)  2  T  =  a{u^  +  t;8)  -f  cw«  +  A(p^  +  g«)  +  Cr«, 

und  diese  Form  bleibt  auch  bestehen,  wenn  die  Symmetrie  so 
beschaffen  ist,  wie  etwa  bei  einer  regulär  sechsseitigen  Pyramide. 
Hat  der  Körper  die  Gestalt  einer  Kugel,  so  ist  nach  §.154(4) 
die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Flüssigkeit  für  sich 

wenn  m  die  von  der  Kugel  verdrängte  Wassermasse  bedeutet 
Es  ist  also  in  diesem  Falle 

(9)  2  T=  |w(m2  -f  va  _[-  t^2)  _^  2  T\ 

wenn  T  die  lebendige  Kraft  der  bewegten  Kugel  ist  Dieser 
Ausdruck  bleibt  auch  dann  gültig,  wenn  die  Massenvertheiluug 
im  Inneren  der  Kugel  nicht  homogen  ist  Der  Ausdruck  T'  ist 
dann  nach  den  Regeln  der  Mechanik  starrer  Massen  zu  be- 
rechnen. Wenn  die  Kugel  homogen  ist,  die  Masse  M  und  den 
Radius  c  hat,  so  hat  2  T  den  Ausdruck 

(10)  2  T'  =  M{U^  4-  «;2  _^  ^a)  _^  ^(p2  _|.  g2  _|_  ya^^ 

wenn 

2M    , 
/.  =  — c> 

das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf  eine  durch  ihren 
Mittelpunkt  gehende  Axe  ist. 

Die  kinetische  Energie  wird  also  durch  den 
Einfluss  des  Wassers  so  modificirt,  als  ob  die 
Hälfte  der  verdrängten  Wassermasse  ohne  Rota- 
tion mit  der  Geschwindigkeit  des  Kugelmittel- 
punktes fortgeführt  würde. 
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§.  1^0. 
Verallgemeinerung. 

Wir  betrachten  jetzt  noch  einen  etwas  allgemeineren  Fall: 
Wir  wollen  annehmen,  es  seien  in  die  Flüssigkeit  eine  beliebige 
Zahl  starrer  Körper  eingetaucht,  die  auch  noch  in  ihrer  Beweg- 
lichkeit durch  irgend  welche  Bedingungen  beschränkt  sein 
können.  Die  Lage  dieses  Körpersystems  denken  wir  uns  be- 
stimmt durch  eine  endliche  Anzahl  von  einander  unabhängiger 
Variablen 

(1)  3l»    ^2»    «81   •  •  • 

Wenn  die  Körper  in  Bewegung  sind,  so  sind  die  Variablen 
qi  Functionen  der  Zeit  t,  deren  Differentialquotienteu  dqn'dt 
wir  mit 

(2)  3;,«;, «;,... 

bezeichnen. 

Um  eine  solche  Bewegung  analytisch  darzustellen,  nehmen 
wir  ein  im  Räume  festes  Goordinatensystem  x^y^  z^  das  wir  mit 
S  bezeichnen  wollen,  und  ausserdem  in  jedem  einzelnen  der 
Körper  A'i ,  J?, ,  .  .  .  ein  mit  diesem  fest  verbundenes  und  also 
mit  ihm  bewegliches  Goordinatensystem  i^^,  <5,,  .  .  .  Ist  p  ein 
Punkt  des  ersten  Körpers  K^ ,  dessen  Goordinaten  in  Bezug  auf 
<5i  mit  I,  ij,  i  bezeichnet  werden,  so  sind  die  Goordinaten  von  j^ 
im  System  S  ausgedrückt  durch  Gleichungen  von  folgender 
Form: 

(3)  y  =  -bJ^-b^^^h^ri^hi 

Darin  sind  die  Goefficienten  a,  a^,  .  .  .,  die  den  Bedingungen 
für  die  rechtwinklige  Goordinatentransformation  genügen,  Func- 
tionen der  qi  und  die  |,  i],  %  sind  von  der  Zeit  unabhängig;  sie 
dienen  nur  dazu,  die  einzelnen  Punkte  des  ersten  Körpers  von 
einander  zu  unterscheiden.  Die  Geschwindigkeitscomponenten 
des  Punktes  p  erhalten  wir  aus  (3)  durch  Differentiation   nach 

der  Zeit,  z.  B. 

dx        dx    .     .     dx    ,     , 
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und  diese  sind  also  lineare  Functionen  der  q[,  q'^,  9s  •  •  •  Folg- 
lich ist  auch  die  Normalcomponente  N  der  Geschwindigkeit  an 
irgend  einem  Oberflächenpunkt  eine  lineare  Function  der  9«-. 
Wir  setzen 


•    •    • 


(4)  ^'  =  N,qi  +  N,q',  +  N,q',-^ 

worin  die  Goefflcienten  Ni^  N^^  ^3, .  •  •  Functionen  der  qi  sind, 
und  ausserdem  noch  von  den  $,  q,  {  abhängen,  durch  die  die  ein* 
deinen  Oberflächen  punkte  von  einander  unterschieden  werden. 

Wenn  wir  nun  das  Ueschwindigkeitspotential  9  der  Flüssig- 
keit bestimmen  wollen,  so  können  wir  setzen 

(ö)  9  =  «I  Vi  +  9i  98  +  9>8  -f  •  ■  • 

und  haben  die  Functionen  q)i  den  Bedingungen   zu  unterwerfen 


J  q>,  =  0,  '^  =  Nu 

wodurch,  wenn  noch  die  allgemeine  Bedingung  für  das  Unend- 
liche hinzugenommen   wird,    die  Functionen  q>i  eindeutig,   und 
zwar  unabhängig  von  den  g^,  bestimmt  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich: 

Die  kinetische  £nergie  des  Systems  ist  eine 
homogene  Function  zweiten  Grades  der  Varia- 
blen g}: 

deren  Goefficienten  Functionen  der  Variablen 
^1.  9«»  ^81  •  •  .  sind. 

§.  161. 
Das  Archimedische  Princip. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  in  jedem  Punkte  des  Raumes 
auf  ein  Massenelement  eine  der  Masse  proportionale  Kraft  wirke, 
deren  Componenten,  belogen  auf  die  Masseneinheit  X,  !F,  Z, 
stetige  Functionen  des  Ortes  seien.  Diese  Kraft  soll  ein  stetiges 
Potential  P  haben,  d.  h.  es  soll 

(1)  x  =  |^,     r  =  |^,     z=|^ 

^  ^  dx  dy  dz 
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sein.  Det  Raum  ist  nun  von  einer  Flüssigkeit  mit  der  con- 
stanten  Dichte  ^o  erfüllt,  in  die  beliebige  starre  Körper  ein- 
getaucht sind,  in  denen  die  Dichtigkeit  q  nicht  constant  zu  Bein 
braucht  Jedem  Masaenelement  dm  des  so  definirten  Feldes  er- 
theilen  wir  eine  unendlich  kleine  virtuelle  Verrückung  mit 
den  Gomponenten  8x,  öy^  80.  Die  Bedingungen  des  Systems 
bestehen  aber  für  einen  Punkt  der  Flüssigkeit  nur  in  der  In- 
compressibilität,  d.  h.  in  der  Gleichung 

.  dSx        ddy        ddz  _ 

und  für  die  Punkte  der  Körper  in  der  Starrheit,  verbunden  mit 
den  sonstigen  Bedingungsgleichungen,  denen  die  Körper  noch 
unterworfen  sein  mögen. 

Ausserdem  sollen  die  Wassertheilchen,  die  einer  Körperober- 
iläche  anliegen,  nicht  von  ihr  getrennt  werden.  Bezeichnen  wir 
also  mit  dn^  und  8n^  die  Kormalcomponenten  der  Verschiebung 
eines  Körperpunktes  und  des  anliegenden  Wassertheilchens, 
so  ist 

(3)  Shi  =  ÄWj. 

Endlich  sollen  die  Verschiebungen  dx^  dy,  8z  in  unend- 
licher Entfernung  B,  wo  wir  die  KraPtcomponenten  X,  T,  ^ 
endlich  annehmen,  stärker  als  l/iZ»  verschwinden.  Die  bei 
diesem  Verschiebungssystem  von  den  wirkenden  Kräften  geleistete 
Arbeit  ist 

(4)  8V=[  {X8x  +  Y8y  +  Z8e)dm, 

worin  die  Integration  über  den  ganzen  unendlichen  Raum,  Flüssig- 
keit und  feste  Körper,  auszudehnen  ist. 
Die  Summe  8  ü  zerfällt  in  zwei  Theile, 

(5)  8Ü=8U,  +8U2, 

von  denen  sich  der  erste  auf  die  starren  Körper  bezieht,  und  wenn 
dnii  ein  Massenelement  dieser  Körper  bedeutet,  den  Ausdruck  hat: 

(6)  Ät^,  =  j(||Ä«4-||Äy+||«^)dm,  =  jdPd«i. 
Wenn  wir  also  eine  Function 

(7)  Dl  =  f  -Pdf», 
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einführeD,  worin  die  Integration  nach  dmi  über  die  sämmtlichen 
Massenelemente  der  starren  Körper  erstreckt  ist,  so  können  wir 
d  üi  als  die  Variation  dieser  Function  üi  betrachten ,  die  durch 
die  Verschiebung  der  Körper  hervorgebracht  wird. 

Der  zweite  Theil  S  Ü2  von  d  U  bezieht  sich  auf  die  Flüssig- 
keitselemente dm2  und  hat  den  Ausdruck 

(8)  «I7,  =  |(||«.  +  ||d,+  ||«^)d»H 

oder  wenn  wir  mit  dr^  ein  Volumenelement  bezeichnen  und 
dm^  =  ^0  ^^tt  setzen : 

Diesen  Ausdruck  formen  wir  nach  dem  Gauss'schen  Theo- 
rem um,  und  erhalten,  indem  wir  wegen  (2) 

dx  ^    dy    ^    ^    dz  ox       ^       dy       ^       ob 

setzen,  mit  Rücksicht  auf  (3) 

(10)  «  f7j  =  —  Po  [  TSn^do  =  —  qA  PSn^do, 

ausgedehnt  über  alle  Elemente  do  der  Körperoberfiächen,  wenn 
dni  und  dn^  in  die  Flüssigkeit  hinein  positiv  gerechnet  sind. 

Dieses  Flächenintegral  (10)  können  wir  aber  auch  wieder 
nach  demselben  Gauss'schen  Satze  umformen  in  ein  Raum- 
integral  über  das  Volumen  der  Körper.  Es  ist  nämlich^  wenn 
dvi  ein  Volumenelement  eines  der  Körper  ist, 

f  DA     ^  {/dPdx,dPdy,dPd3\. 

(11)  J  PSn,  do  =  J  (-^  +  ^/  +  -g^)^^- 

und  da  nun  auch  für  die  Verschiebung  eines  starren  Körpers, 
bei  dem  ja  auch  das  Volumen  eines  jeden  Elementes  ungeändert 
bleibt, 

¥.-+f +57=»  '«^•'•^■«^' 

ist  (es  ist  sogar  ddx/dx^  ddy/dy^  dSz/dz  einzeln  =  0),  so  folgt 
aus  (10)  und  (11): 

(12)  Ä  C/2  =  —  Po  ({X8x-{-  YSy  -f  Z8z)dt^. 
Denken  wir  uns  den  Raum  der  starren  Körper  von   einer 
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Materie  mit  der  constanten  Dichte  ^o  erfüllt  und  setzen  ^o^^i 
=  diMo,  80  ist  also 

"^' = - 1  (H '* + If '" + H  ")  ■"»• 


-'\ 


PdmQ. 
Wenn  wir  also 

(13)  Ü2  =  —  [  -Pdwo 
und 

(14)  ü=  [P(dmi  — dmo) 

setzen,  so  ist  die  Arbeit  der  gegebenen  Kräfte  gleich  der  Varia- 
tion dieser  Function  ü. 

Die  Arbeit,  die  bei  irgend  einer  virtuellen  Ver- 
schiebung des  ganzen  Systems  gegen  die  wir- 
kenden Kräfte  geleistet  werden  muss,  ist  also 
dieselbe,  als  ob  die  Verschiebung  der  starren 
Körper  im  leeren  Räume  vor  sich  ginge,  und 
gleichzeitig  jedes  Massenelement  äm^  eines  der 
starren  Körper  um  die  Masse  dnio  des  verdrängten 
Wassers  vermindert  würde. 

Man  sieht,  dass  in  dem  Falle,  wo  die  wirkende  Kraft  die 
Schwerkraft  ist,  dieser  Satz  mit  dem  Archimedischen  Princip 
vom  hydrostatischen  Auftrieb  übereinstimmt.  Denkt  man  sich 
die  Lage. der  Körper  wie  im  vorigen  Paragraphen  durch  die  un- 
abhängigen Variablen  ^i,  g^,  gs  .  .  .  dargestellt,  so  wird  auch  die 
Function  ü  eine  Function  dieser  Variablen  sein. 

Eine  virtuelle  Verschiebung  des  Systems  der  Körper  wird 
ausgedrückt  durch  ein  System  von  Variationen  d^i,  dq^,  dq^^  .  .  . 
dieser  Variablen,  und  so  wird 

(15)  dU=  Q,Sq,  +  Q,dq,  +  Q,dq,  H , 

« 

worin  die  Coefficienten  §i,  ^g,  ^a»  •  •  •  ^^r  noch  von  den  Variablen 
Q.ii  &)  98  ■  •  •  abhängen,  nämlich 

Mfi^  O-^^        O-^^         O-^^ 

Jedes  Glied  dieser  Summe  hat  seine  besondere  Bedeutung: 
es  ist  nämlich  Qiöq^  die  Arbeit  der  gegebenen  Kräfte  bei  der 
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Veränderung  von  g^  in  qi  -^  6qi  mit  unverändertem  g,,  9,,  . . . 
und  ähnliche  Bedeutung  haben  die  übrigen  Glieder. 


§.  162. 
Variation  der  Flüssigkeitsbewegung. 

Das  Hamilton'sche  Princip  bietet  uns  nun  die  Mittel,  um 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  Körpersystems 
in  einer  Flüssigkeit  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte  auf- 
zustellen. Diese  Anwendung  des  Hamilton'schen  Princips  ist 
zuerst  von  Thomson  und  Tait^)  gemacht.  Sie  ist  durch  Kirch- 
hoff*) weitergeführt  und  hat  eine  Berichtigung  durch  Boltz- 
mann')  gefunden;  noch  vollständiger,  auch  mit  Berücksichtigung 
mehrwerthiger  Geschwindigkeitspotentiale  bei  mehrfach  zusammen- 
hängenden Räumen,  hat  G.  Neumann^)  die  Anwendung  des 
Hamil tonischen  Phncips  begründet  Eine  klare  Einsicht  in 
die  Berechtigung  dieser  Anwendung  erfordert  eine  etwas  ein- 
gehendere EntWickelung,  wie  wir  sie  hier  im  Anschluss  an  die 
Betrachtungen  im  Bd.  I,  §.  122  geben  wollen. 

Wir  nehmen,  wie  in  den  beiden  letzten  Paragraphen,  ein 
beliebiges  System  Si  von  eingetauchten  Körpern  in  irgend  einer 
Bewegung  begriffen  an.  Dann  wissen  wir,  dass  für  jede  Lage 
und  jeden  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  R  ein  ein- 
werthiges  Geschwindigkeitspotential  9  für  jeden  Punkt 
x^  y,  e  der  Flüssigkeit  eindeutig  bestimmt  ist 

Wir  betrachten  jetzt  den  Uebergang  des  Systems  St  aus 
einer  Anfangslage  Ä  zur  Zeit  ^0  ii^  eine  Endlage  B  zur  Zeit  t^ 
und  bezeichnen  mit  C  die  zu  irgend  einer  Zeit  t  erreichte 
Zwischenlage. 

Nun  nehmen  wir  einen  zweiten,  davon  unendlich  wenig  ab- 
weichenden, möglichen  Uebergang  von  jt  aus  der  Lage  Ä  in  die 
Lage  B  zwischen  denselben  Zeitpunkten  to ,  ti  und  bezeichnen  die 


^)  Thomson  u.  Tait:  „Natural  PhiloBophy".  Deutsch  von  Helm- 
holtz  und  Wertheira.    Braunschweig  1871.    Bd.  1,  S.  292  f. 

*)  Kirchhoff:  Crelle's  Journal  für  Mathematik,  Bd.  71,  S.  237  (1869). 
Vorlesungen  über  mathematische  Physik.    Mechanik.    Leipzig  1876. 

')  Boltzmann:  Grelle's  Journal  für  Mathematik.  Bd.  73,  S.  111 
(1870). 

*)  G.  Neumann:  Hydrodynamische  Untersuchungen. 
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zur  Zeit  ^  erreichte  Lage  von  ft  mit  C.  Es  ist  dann  C  von  C 
unendlich  wenig  verschieden. 

Wir  nehmen  an,  dass  bei  beiden  Bewegungen  auch  alle 
FlüBsigkeitstheilchen  von  der  gleichen  Anfangslage  bei  Ä 
ausgehen,  können  aber  im  Allgemeinen  nicht  sagen,  dass  sie  bei 
J3  wieder  dieselbe  Endlage  erreicht  haben. 

Wir  denken  uns  nun  für  jede  der  Lagen  C  und  C  das 
Geschwindigkeitspotential  ^  und  q>*  als  Function  der  auf  ein 
festes  System  bezogenen  Goordinaten  x^  y,  0  bestimmt,  und  er- 
halten die  Bahn  eines  Wassertheilchend  m ,  das  zur  Zeit  t  =^  to 
die  Goordinaten  o,  6,  c  hat,  beim  Üebergang  von  Ä  nach  C  und 
C  durch  Integration  der  Differentialgleichungen 


(1) 


dx  d<p       dy  d(p       de  89 

dt  ^  dx'      dt  ~  dy'      Tt  ^  87' 

.  d^_d^      dy' _d^      d^_W 

^^  dt  ~  do(f'      dt  ~  df      dt  ~  g^'* 

Wenn  sich  x^  y,  z  und  x!  %/  e*  auf  dasselbe  Wassertheilchen 
m  beziehen,  so  ist  fiir  ^  =  ^^ 

Ä  =  x'  =  a,        y  =  y'  =  6,        z  ^=  z'  -=  c, 

und  durch  (1)  und  (2)  werden  x^  y,  z  und  x\  y\  s/  als  Func- 
tionen von  a,  h^  c^  t  bestimmt. 
Setzen  wir 

a?'  =  a?  -f  *a?,        y'  =  y  -f-  dy,        e'  =  z  -^  dz, 

so  ist  dq)  eine  Function  von  x,  y,  z  und  es  ist  bis  auf  unendlich 
kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  dasselbe,  ob  wir  8(p  Tür  x  y  z 
oder  für  x'  y'  z'  nehmen.    Demnach  ergeben  die  Gleichungen  (2) 

^^  dt    ~^dx''      lir~   dy  '      "dr~   dz  ' 

mit  der  Bedingung,  dass  Öx,  dy,  8z  fdr  t  =  tQ  verschwinden. 
Wenn  wir  also  x^y^z  als '  Functionen  von  a^b.c^t  darstellen, 
so  ist 


(4,  *«=|^2<i.,  h=i'-ifä,.  «.=1 


wodurch  dx,  öy,  8z  auch  als  Functionen  von  a,  &,  c  dargestellt 
sind,  und  zwar,  wenn  dqp  bekannt  ist,  durch  Quadraturen. 
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Diese  Grössen  dx^  tfy,  Sjs  sind  die  Componenten  der  Ver- 
schiebung, die  nöthig  sind,  um  das  Theilchen  m  aus  der  Lage 
bei  C  in  die  Lage  bei  C  überzuführen. 

Wenn  man  statt  a,  6,  c  die  Variablen  x^  y,  is  einfuhrt,  so 
kann  man  Sx^  dy,  dis  in  einem  Augenblick  t  auch  als  Functionen 
Yon  x^  y^  0  ansehen,  und  kann  dann  8x^  8y^  Sjs  als  Componenten 
eines  für  die  Lage  G  bestimmten  Vectors  3)  betrachten.  Dieser 
Vector  2)  hat  folgende  Eigenschaften: 

Da  ein  Theilchen  m,  das  anfanglich  an  der  Oberfläche  eines 
der  Körper  ft  lag,  sowohl  bei  der  Bewegung  AGB  als  hei  AC B 
an  der  Oberfläche  bleibt,  so  ist 

(ö)  Dn  =  8n, 

wenn  An  die  Normalcomponente   der  Verschiebung   des    Ober- 
flächenpunktes beim  Uebergang  von  G  nach  G'  bedeutet. 

Da  der  Vector  3)  die  Verschiebung  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit  darstellt,  so  muss 

(6)  div  3)  =  0 

oder  ausfuhrlich 

n\  dSx        ddy        dSsf  _ 

sein.    Dies  ist  zwar  nicht  ohne  Weiteres  aus  den  Gleichungen 
(3)  zu  ersehen,  weil  die  Differentiationen  ^—  und  -rj  nicht  ver- 

0  X  ut 

tauschbar  sind.    Es  ist  aber,  wenn 

^^  dudb  de 
ist,  eine  Folge  aus  ®  =  1,  wonach 

.^       dSx    d@     ,    ddy    d@     , 

da    ^dx^   da    ^dy^ 
da  da 

_ddx        dSy        d8z  . 

gleich  Null  sein  muss. 
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§.  163. 
Das  Hamilton'sche  Principi 

Wenn  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  in  der  Lage 
C,  C  mit  Ts,  I^  bezeichnet  wird,  und  dm  ein  Massenelement 
der  Flüssigkeit  bedeutet,  so  ist 

^. = i  m + (^T + Q> 

und  folglich 

rp         T'       T       { /dx  döx    ,dy  ddy       da  dda\^ 
d  T,  =  2  ,  -  T.  =  J  (^^  ^  +  ^  -^  +  ^  -3^  j  d  m. 

Es  ist  aber 

dxdSx_  ^^^  dt         .     d^x    . 

dt  ~dT  —  ~~dr  ^^^IW  ^  • 

und  folglich 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 


«=l(T^-+^^»+f^')'' 


m 


und  führen  nun  an  Stelle  der  a,  6,  c  die  2;,  y,  js  als  unabhängige 
Variable  ein,  integriren  also  über  den  Raum,  der  bei  der  Lage 
C  durch  die  Flüssigkeit  ausgefüllt  ist,  so  können  wir  M  so  dar- 
stellen: 

und  da  wegen  §.  162  (7) 

dx  ^    dy     ^    ^    dz 

ist,  so  erhalten  wir  nach  dem  Gauss 'sehen  Theorem 

(2)  Mz=  —  Qq[  q>  8n  do, 
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wenn  die  Normalcomponente  dn  der  Oberflächenverschiebung  Ton 
dem  Körper  in  die  Flüssigkeit  positiv  gerechnet  ist  Ebenso 
setzen  wir 


J^9z^^Sy+f^d,)dm 


Nun  ist  aber,  wenn  p  der  Druck  und   X,  Y,  Z  die  Com- 
ponenten  der  beschleunigenden  Kraft  sind,  nach  §.  144  (1) 

d^x  ^       dp 

und  folglich 

(3)  N=Qo  {(X8x  -f  Ydy  +  Z8g)dT 


-  lCe'-+lf *»■+§!">•• 


Hierin  ist  nun 

Po  {(X8x  +  Y8y  +  Zdz)dr  =  4  L\    [§,  161  (8)] 

die  der  Verschiebung  2)  entsprechende  Arbeit  der  wirkenden 
Kräfte,  und  das  zweite  Integral  können  wir,  ebenso  wie  M,  durch 
das  Gauss' sehe  Theorem  in  ein  Oberflächenintegral  verwandeln: 

und  d&raua  folgt  also  nach  (1),  (2),  (3) 

(4)  AT,  ^si\  =  ^^N+dü,= 

—  j^  Po  I  g)  Ä  n  Äo  —  I  j)  dn  do. 

Integriren  wir  diesen  Ausdruck  zwischen  den  Grenzen  ^  und 
ti  und  beachteil,  dass  die  Anfangs-  und  Endlagen  der  Körper 
nicht  variirt  sind,  dass  also  8n  für  i  =  ^o  und  t  =  ii  ver- 
schwindet, so  folgt 

(6)  {(dTi-\-8ü^)dt  =  —  \dt\p8ndo. 
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Jetzt  betrachten  wir  die  Bewegung  des  Systems  ft  der  ein- 
getauchten Körper  unter  dem  Einüuss  der  gegebenen  Kräfte. 
Diese  können  wir  uns  auch  entstanden  denken  als  eine  Bewegung 
derselben  Körper  im  leeren  Räume,  wenn  wir  zu  den  that- 
sächlich  wirkenden  äusseren  Kräften  X,  Y",  Z  noch  die  Druck- 
kräfte hinzufügen,  die  von  der  Flüssigkeit  gegen  die  Körperober- 
flächen ausgeübt  werden.  Diese  wirken  gegen  ein  Flächenelement 
do  in  der  Stärke  'pio  und  in  der  Richtung  der  nach  innen  ge-^ 
kehrten,  also  negativen  Normalen.  Die  Arbeit  d^,  die  bei 
einer  Verschiebung  des  Körpersystems  gegen  alle  in  Betracht 
kommenden  Kräfte  geleistet  wird,  ist  also 

iA  =  —  {{X6x  +  Yiy  4-  Zdj8)dmi  +  [  pdndo, 

worin  die  Integration  nach  dmi  über  die  Masse,  die  nach  do 
über  die  Gesammtoberfiäche  der  Körper  fi  auszudehnen  ist. 
Den  ersten  Theil  dieses  Ausdruckes  haben  wir  bereits  in  §.  161  (6) 
mit  —  dUi  bezeichnet,  und  folglich  ist 

(6)  öÄ  =  —  SVi'^{pdndo. 

Denken  wir  un's  aber  die  Körper  im  leeren  Räume  bewegt, 
so  können  wir  das  Hamilton 'sehe  Princip  in  der  Form  an-* 
wenden,  .wie  wir  es  im  §.  123  des  ersten  Bandes  abgeleitet  haben, 
nämlich,  wenn  dTi  die  Variation  der  kinetischen  Energie 
der  Körper  bedeutet: 

j  (dT^  —  8Ä)dt  =  0      [Bd.  I,  §.  123  (1)] 

oder  nach  (6) 

(7)  UdT,  +äU^)dt  =  [  dt  [pdndo. 

Wenn  wir  also 

5T=8Ti  +  ÄTa, 
W  dU=  SUi  +  dü, 

setzen,  so  ergiebt  sich  durch  Addition  von  (5)  und  (7) 
(9)  [(«T+Äf7)<^^  =  0, 
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und  dies  ist  das  Hamilton'sche  Princip  für  das 
ganze  aus  Flüssigkeit  und  starren  Körpern  zu- 
sammengesetzte System. 

Wenn  wir  wie  im  §.  160  die  Lage  der  Körper  durch    die 
unabhängigen  Variablen  gi,  g^,  $3  . .  *  darstellen,  so  ist 

T  =  F(g;,  g;,  g;, . . .) 

eine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  g«-,  deren  Coeffi- 
cienten  von  den  qi  selbst  abhängen,  und  es  ist  also 

oder  weil  dgj  =  dSqi/dt  ist, 

d-- 

Ebenso  ist  nach  §.  161  (15),  (16) 

(11)  »«^=2 II«*, 

worin  ü  eine  Function  der  Variablen  g<  ist,  die  aus  der  Natur 
der  wirkenden  Kräfte  gefunden  werden  kann.  Da  nun  dqt  bei 
t  =  to  und  t  =  t^  Null  sind,  so  fällt  bei  der  Integration  nach  t 
das  erste  Glied  des  Ausdruckes  (10)  weg  und  es  erglebt  sich 
aus  (9): 

a^>        lsC-<^-ÄI|)'"^'  =  » 

und  wegen  der  Willkürlichkeit  der  dg<: 
(  £dT_diT±U) 

^      '  dt    dii   ~  ÖQi         ' 

was  vollständig  mit  der  zweiten  Lagrange'schen  Form  der 
Bewegungsgleichungen  übereinstimmt  [Bd.  I,  §.  123  (5)]. 


§•  16*. 
Anwendung  auf  die  Pendelbewegung. 

Wir  wollen  nun  einige  Beispiele  für  die  Integration   dieser 
Gleichungen  behandeln. 
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Wir  nehmen  zunächst  die  Bewegung  eines  Pendels  in  einer 
Flüssigkeit.  Dieses  Problem  hat  wegen  des  Einflusses  der  Luft 
bei  Pendelbeobachtungen  ein  grosses  Interesse,  und  unsere 
Theorie  wird,  obwohl  sie  sich  auf  incompressible  Flüssigkeiten 
bezieht,  wohl  einige,  wenn  auch  keine  genaue,  Gültigkeit  bei  der 
Bewegung  in  Gasen  beanspruchen  dürfen,  besonders,  wenn  die 
Bewegungen  so  langsam  vor  sich  gehen,  dass  nur  geringe  Ver- 
dünnungen und  Verdichtungen  der  Luft  zu  erwarten  sind.  Uebri- 
gens  hat  Bessel  bei  seinen  Pendelbeobachtungen  zur  Gontrole 
gewisser  Voraussetzungen  das  Pendel  auch  Schwingungen  im 
Wasser  ausfuhren  lassen  i). 

Wir  nehmen  also  zunächst  einen  Körper  von  beliebiger  Ge- 
stalt, der  um  eine  horizontale  Axe  drehbar  ist,  und  berück- 
sichtigen als  wirkende  Kraft  nur  die  Schwere.  Wir  wollen  die 
positive  y-Axe  vertical  nach  unten,  die  a;-Axe  horizontal,  die 
jer-Axe  mit  der  festen  Drehungsaxe  zusammenfallend  nehmen. 

Unter  dem  Schwerpunkt  /S  verstehen  wir  jetzt  nicht  den 
Schwerpunkt  des  Körpers,  sondern  den  Mittelpunkt  der  Schwer- 
kräfte und  des  hydrostatischen  Auftriebes.  Es  ist  der  Punkt, 
den  man  als  Schwerpunkt  erhalten  würde,  ^ig.  51. 

wenn  die  Dichtigkeit  q  im  Körper  überall 
aut  p  —  ^0  herabgemindert  wäre.  Er  fällt 
mit  dem  geometrischen  Schwerpunkt  des 
Körpers  zusammen,  wenn  der  Körper  homo- 
gen, also  Q  constant  ist  Die  Entfernung 
dieses  Punktes  von  der  Drehungsaxe  be- 
zeichnen wir  mit  s,  und  den  Winkel,  den 
die  Richtung  s  in  seiner  augenblicklichen 
Lage  mit  der  Verticalen  bildet,  von  der  positiven  y-Axe  nach  der 
positiven  x-'Axe  positiv  gerechnet,  mit  -9-  (Fig.  51).  Ist  M  die 
Masse  des  Körpers,  m  die  Masse  der  verdrängten  Flüssig- 
keit, so  ist  die  Function  U,  durch  deren  Veränderung  die  Ar- 
beit gemessen  wird, 

(1)  U={M  ^  m)gscosd: 

Um  die  kinetische  Energie  nach  §.  158  (4)  zu  berechnen, 
haben  wir 


^}  Bessel,  „(Intersachungen  über  die  Länge  des  einfachen  Secunden 
pendeis",  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  1826,  Art.  13,  14. 

Biamann-Weber,  Partielle  DifTerentialglelohungen.    IL  28 
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u  =  0,    v  =  0,    u;  =  0,  2)  =  0,    3  =  0,    r  = -^ 
zu  setzen,  und  erhalten 

worin  ft  eine  Gonstante  ist,  die  wir  als  das  Trägheitsmoment 
des  ganzen  Systems  bezeichnen  können.  Diese  Constante  setzt 
sich  aus  zwei  Theilen  zusammen  - 

worin  fi'  das  Trägheitsmoment  des  Körpers,  fi"  eine  nur  von  der 
Gestalt  des  Körpers  abhängige  und  der  Dichtigkeit  ^o  ^^^ 
Flüssigkeit  proportionale  Grösse  ist,  die  wir  als  das  Trägheits- 
moment der  mitgeführten  Flüssigkeitsmasse  bezeichnen 
können.  Die  Differentialgleichung  der  Bewegung  wird  also  nach 
§.  163  (13) 

^^^  ^  ■j^  =  — (ilf  —  m)^ssind', 

und  stimmt  der  Form  nach  mit  der  für  ein  gewöhnliches  ein- 
faches Pendel  überein: 

—  =  -fsin^, 

so  dass  sich  iür  die  Länge  des  correspondirenden  einfachen 
Pendels  der  Ausdruck  ergiebt 

^^^  ^-  s{M-m)' 

Diese  Länge  vergrössert  sich  also  gegenüber  der  Schwingung  im 
leeren  Räume  aus  einem  doppelten  Grunde,  erstens  durch  eioe 
Verminderung  der  Schwere  durch  den  hydrostatischen  Auftrieb, 
und  zweitens  durch  Yergrösserung  des  Trägheitsmomentes  durch 
die  mitgeführte  Flüssigkeit. 

Der  letztere  Einfluss  ist  zuerst  Ton  B  es  sei  bei  seinen 
Pendelbeobachtungen  bemerkt  und  berücksichtigt  worden.  Man 
kann  ihn  aus  den  Beobachtungen  ermitteln,  wenn  man  die 
Schwingungen  von  Pendeln  von  verschiedener  Substanz,  aber 
gleicher  Form,  bei  dem  ^i'  verschieden,  aber  ft"  gleich  ist,  mit 
einander  vergleicht. 

Wenn  das  Pendel  aus  einer  homogenen  Kugel  besteht,  die 
an  einem  Faden,  dessen  Masse  nicht  berücksichtigt  wird,  auf- 
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gehängt  ist,  so  können  wir  fi',  ft"  aus  §.  159  (9)  und  (10)  be- 
rechnen, müssen  dabei  aber  berücksichtigen,  dass  dort  der 
Coordinatenanfangspunkt  nicht  der  Aufhängepunkt,  sondern  der 
Kugelmittelpunkt  ist,  der  jetzt  mit  dem  Schwerpunkt  S  zusammen- 
fällt 

Man  hat  daher  in  den  dort  angegebenen  Formeln 

„.  +  ,,  +  «,.  =  ,.(^y,    ^  =  0,    «  =  0.    r  =  g 
ZU  setzen,  und  erhält 


also: 


/[A  =  Ms^  +  ^c2  +  iwsS 


fl'=  Jisä  +  ^^c«,     ^"  =  lm5>. 


Bessel  hat  die  hiermit  übereinstimmende  Annahme  gemacht, 
dass  die  Correction  ii"  des  Trägheitsmomentes  proportional  sei 
mit  dem  Trägheitsmoment  der  im  Kugelmittelpunkt  vereinigten 
Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit,  also  ii  =:  hnis^  gesetzt  Den 
Coefficienten  Je  hat  er  durch  verschiedene  Messungen  bestimmt, 
auch  durch  Schwingung  im  Wasser,  hat  ihn  aber  freilich  nicht 
gleich  Vs>  sondern  grösser  (0,9459)  gefunden,  was  im  Hinblick 
auf  die  mannigfachen  Umstände,  die  in  der  Theorie  nicht  berück- 
sichtigt sind,  und  die  alle  auf  Vergrösseining  der  mitgeführten 
Massen  wirken,  nicht  zu  verwundem  ist 

Schon  Dirichlet  hat  darauf  hingewiesen i),  dass  die  Er- 
gebnisse  der  Theorie  nicht  mit  der  Vorstellung  übereinstimmen, 
die  man  sich  von  dem  Widerstand  einer  Flüssigkeit  bildet 

Danach  würde  man  z.  B.  erwarten,  dass  der  Widerstand  der 
Flüssigkeit  die  Amplitude  des  Pendels  allmählich  verkleinert,  wie 
es  ja  thatsächlich  eintritt,  aus  der  Theorie  aber  nicht  zu  schliessen 
ist  Auch  dies  erklärt  sich  daraus,  dass  der  eigentliche  Wider- 
stand einer  Flüssigkeit  ohne  Zweifel  auf  Kräften  nach  Art  der 
Reibung  beruht,  die  in  dieser  Theorie  nicht  berücksichtigt  sind. 


^)  Gesammelte  Werke,  Bd.  II,  S.  120. 
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§.  165. 
Schraub  6  nbewegung. 

Wir  nehmen  einen  Körper  an,  dessen  Beweglichkeit  bis  auf 
zwei  Freiheitsgrade  gemindert  ist.  Seine  Beweglichkeit  soll  nur 
bestehen  in  einer  Parallelverschiebung  längs  der  x-Axe  und  in 
einer  Drehung  um  diese  Axe;  diese  beiden  Beweglichkeiten  sollen 
aber  unbeschränkt  sein,  so  dass  der  Körper  jede  Schrauben- 
bewegung um  die  x-Axe  ausführen  kann.  Die  Lage  des  Körpers 
werde  bestimmt  durch  die  Abscisse  x  eines  seiner  Punkte  auf 
der  Axe  und  durch  den  Winkel  «d*,  den  eine  durch  die  rr-Axe 
gehende  Ebene  des  Körpers  mit  der  xy-Ehene  einschliesst.  Dieser 
Körper  bewege  sich  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit.    Ist 

^ dx        ^ dd^ 

so  ist  die  doppelte  lebendige  Kraft  des  Sjrstems  nach  §.  158 

worin  a,  6,  c  Gonstanten  sind.  Es  ist  §  a  die  lebendige  Kraft, 
die  einer  Parallelverschiebung,  ^c  die  lebendige  Kraft,  die  einer 
reiuBn  Drehung  mit  der  Geschwindigkeit  1  entspricht 

Setzen  wir  o/  =  -"j- 1,  -0-'  =  -f- 1  oder  -9^  =  —  1,  so  beschreibt 
der  Körper  eine  Rechtsschraubung  oder  eine  Linksschrau- 
bung  mit  dbr  Schraubengeschwindigkeit  1,  und  der  Unterschied 
zwischen  diesen  beiden  lebendigen  Kräften  ist  gleich  2b.- 

Hat  der  Körper  selber  die  Gestalt  einer  Rechtsschraube, 
so  wird  offenbar  mehr  Masse  bewegt  bei  einer  Linksschraubung, 
bei  der  die  Breitseite  vorangeht,  als  bei  einer  Rechtsschraubung, 
bei  der  sich  der  Körper  gewissermaassen  durch  die  Flüssigkeit 
hindurchschraubt,  und  folglich  ist  b  bei  einer  Rechtsschraube 
negativ,  und  bei  einer  Linksschraube  positiv,  und  der  ab- 
solute Werth  von  b  wird  um  so  grösser  sein,  je  stärker  der 
Unterschied  zwischen  rechts  und  links,  d.  h.  je  deutlicher  äer 
Schraubencharakter  in   der  Gestalt  des  Körpers  ausgeprägt  ist. 

Wenn  auf  den  Körper  eine  Kraft  a  in  der  Richtung  der 
OJ-Axe  und  ein  Drehungsmoment  ß  um  die  a;-Axe  wirken,  die 
constant  oder  nur  von  der  Zeit  abhängig  sind,  so  ist  adx-\-ßäd^ 
die  bei  der  Verschiebung  dx,  d-O*  geleistete  Arbeit  dieser  Kräfte, 


§.   166.  Schraubenbewegung.  437 

und  in  den  Formeln  §.  163  (13)  ist  ü  =  ax  -\-  ßd'  zu  setzen. 
Demnach  erhalten  wir  die  Gleichungen : 

d(aa/-f  6d^) 


dt 


u 


d(6a/  +  c^0 
Tt =  ^ 

oder,  wenn  die  Bewegung  von  der  Ruhe  ausgeht: 

t  '         t 

ax"  -j-b^  =  (adt,        bx"  +  cf^  =  {ßdL 

Nehmen  wir  an,  dass  a  und  ß  nur  in  der  Zeit  von  t^  bis  ^ 
von  Null  verschieden  sind  und  setzen 


#1  «1 

{ccdt  =  A,         {ßdt  =  B, 


80  sind  A  und  B  Constanten,  und  es  ergiebt  sich,  wenn  i^ti  ist 

...  ,        Ac  —  Bb        ,       ^Ab4-Ba 

(1)  .    ^  =    ac-b^    '    ^  =       ac-^b^     ' 

worin  ac  -^  b^  stets  positiv  ist     Wenn  etwa  -4  =  0  ist,  also 


ac  —  b^'  ac  —  b^' 

so  ergiebt  sich,  dass  das  Drehungsraoment  B  nicht  bloss  einis 
Drehung ,  sondern  gleichzeitig  eine  fortschreitende  Ge- 
schwindigkeit hervorruft.  Ist  B  positiv,  so  ist  d''  positiv 
und  xf  bei  der  Rechtsschraube  gleichfalls  positiv.  Das  Fort- 
schreiten geschieht  also  im  Sinne  der  Schraube. 

Das  Verhältniss  der  beiden  Geschwindigkeiten  ist 

x'  :  d^'  =  —  b  :  a. 

Dies  ist  der  Fall  der  Schiffsschraube,  die  also  um 
so  wirksamer  ist,  je  grösser  das  Verhältniss  b  :  a. 

Ebenso  würde  sich  ergeben,  wenn  wir  B  =  0  annehmen, 
dass  eine  der  Axe  parallele  Kraft  nicht  nur  eine  Geschwindig- 
keit in  ihrer  Richtung,  sondern  eine  gleichzeitige  Drehung  be- 
wirkt, wobei  das  Verhältniss  beider  Geschwindigkeiten  c  :  b  ist. 
Dies  ist  der  Fall  der  Windmühlen  und  Turbinen. 
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§.  166. 

Bewegung  eines  schweren  Rotationskörpers  mit 
unveränderlicher  Axenrichtung. 

Wir  betrachten  noch  die  Bewegung  eines  Körpers,  der  etwa 
Yon  einer  Rotationsfläche  begrenzt  sei,  der  in  seiner  Bewegung 
so  beschränkt  ist,  dass  die  Axe  in  einer  yerticalen  Ebene 
und  sich  selbst  immer  parallel  bleibt.  Wir  wollen  ausserdem 
annehmen,  dass  der  Körper  der  Schwerkraft  unterworfen  seL 
Diese  Voraussetzungen  sind  mit  einer  gewissen  Annäherung  bei 
der  Bewegung  eines  Geschosses  durch  die  Luft  erfüllt. 

Wir  erhalten,  wenn  wir  die  Verticalebene,  in  der  die  Be- 
wegung stattfindet,  zur  a;j^-Ebene  wählen,  für  die  lebendige  Kraft 
nach  §.  159  (7) 

(1)  2  T  =  au«  +  6t?»  +  Ap^. 

Hierin  sind  u  und  v  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  in  der 
Richtung  der  Körperaxe  und  senkrecht  dazu,  während  j}  die  Ge- 
schwindigkeit der  Rotation  um  die  Körperaxe  bedeutet  Bei  einem 
abgeplatteten  Körper  ist  a  >-  6,  bei  einem  eiförmigen  b  ^  a. 
Bezeichnen  wir  den  constanten  Winkel,  den  die  Axe  mit  der 
Horizontalen  bildet,  mit  «d',  und  legen  die  y-Axe  vertical  nach 
oben,  so  ist,  wenn  x,  y  die  Coordinaten  des  Bewegungscentrums 
(§.  159)  und  folglich  dx/dt^  dy/dt  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit nach  der  x-  und  y-Axe  sind: 

u  =       -TT  cos  -ö"  +  -^  sin  ^, 
dt  ^    dt 

dx     .    ^    ,    dy        ^ 
t?  =  —  -rr  sin  ^  +  -jT  cos  ^. 
dt  '    dt 

In  den  Differentialgleichungen  §.   163  (13)  hat  man,  wenn 

man  x^  y  und  den  Winkel  I  pdt  als  die  die  Lage  des  Körpers 

bestimmenden  Variablen  einführt  und  mit  G  das  Gewicht  des 
Körpers  in  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  U  =  —  6r  y  zu  setzen  und 
erhält: 
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(3) 


ä{aucos9- — ivsin'O') 

dt  ~"' 

d(aM8inö'-)- Jvcosd)  __ 


dt 


-^  =  -  G, 


woraus  folgt,  dass  p  constant  bleibt,  während  sich  für  rr,  y  durch 
Integration  von  (3)  die  Gleichungen  ergeben: 

.         (aco82  0'-|-6sin«^)a:-|-(a  —  b)smd'cos^y  =  Ci^-f-ci, 

in  denen  c^,  c^,  Oi,  (^  die  Integrationsconsianten  sind. 

Die  Elimination  von  t  ergiebt  hier  für  die  Bahn  die  Glei- 
chung einer  schiefen  Parabel.  Wenn  wir  die  linke  Seite  der 
ersten  Gleichung  (4)  =  0  setzen ,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
einer  zur  Parabelaxe  parallelen  Geraden  und  wenn  also  9  den 
Winkel  bedeutet,  den  die  Parabelaxe  mit  der  Horizontalen  ein- 
schliesst,  so  ist 


(5) 


tang@ 


a  cos^  0"  -|-  6  sin»  %■ 


(a  —  b)  sin-ö"  cosO- 

Nehmen  wir  &  zwischen  0  und  90®  an,  so  sind  sin  d"  und  cos  d" 
positiv;  a  und  b  sind    gleichfalls  positiv,  und  es  ist  also  der 

Fig.  62.  Fig.  6S. 


Winkel  0  spitz,  ^wenn  a  <  6,  stumpf,  wenn  a  >  b  ist  Die 
Parabelaxe  ist  also  beim  eiförmigen  Körper  gegen  die  Körper- 
axe  hin,  beim  abgeplatteten  Körper  in  entgegengesetztem  Sinne 
geneigt  (Fig.  52  und  53). 

§.  167. 
Oscillationen  der  Axe  eines  Rotationskörpers. 


Wenn  der  eingetauchte  Körper  eine    Symmetrieebene   hat, 
so  wird,  wenn  die  Bewegungen  der  Körperpunkte  in  einem  Augen- 
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blick  alle  mit  dieser  Symmetrieebene  parallel  sind,  die  Bewegung 
der  Flüssigkeitstheilchen  symmetrisch  zu  dieser  Ebene  sein,  und 
wenn  also  von  der  Wirkung  äusserer  Kräfte  abgesehen 
wird,  so  wird  die  Bewegung  auch  im  weiteren  Verlaufe  diesen 
Charakter  behalten,  da  kein  Grund  vorhanden  ist,  dass  eine 
Aenderung  eher  im  einen  wie  im  anderen  Sinne  erfolgen  sollte 
Wenn  wir  also  die  Symmetrieebene,  die  dann  auch  im  Räume 
fest  bleibt,  zur  xy -'Ebene  machen,  so  wird  ein  Zustand,  bei  dem 
«;  =  0,  p  =  0,  g  =  Oist,  erhalten  bleiben,  und  der  Ausdruck 
§.  159  (5)  giebt  für  die  lebendige  Kraft  den  Ausdruck 

Nehmen  wir  noch  eine  zweite  auf  der  ersten  senkrechte 
Symmetrieebene  an,  so  kann  die  Aenderung  des  Vorzeichens  von 
r  diesen  Ausdruck  nicht  verändern  und  wir  erhalten: 

(1)  .  2  T  =  au»  +  ftv»  +  Gr\ 

Wir  beschränken  die  Allgemeinheit  jetzt  nicht  weiter,  wenn 
wir  annehmen,  dass 

a  >  6 

sei.  Nur  ist  dann,  wenn  der  Körper  z.  B.  ein  Rotationskörper 
ist,  bei  einem  abgeplatteten  Körper  u  und  bei  einem  ovalen 
Körper  v  in  der  Richtung  der  Rotationsaxe  zu  messen. 

Wir  behalten  nun  die  Bezeichnung  wie  im  vorigen  Para- 
graphen bei,  nur  dass  jetzt  der  Winkel  ^  nicht  constant  ist, 
und  setzen  also,  wenn  die  Differentiation  nach  der  Zeit  durch 
Accente  angedeutet  wird 

u  =      x'  cosd"  -1-  v'  sin-fr, 

(2)  \    if  '^ 

V  •==  —  x'  Äxi%'  -\-  y'  cosO". 

Es  ist  dann  noch  r  =  ^'  zu  setzen,  und  ^,  y,  %  bestimmen 
die  Lage  des  Körpers.  Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
lauten  jetzt,  da  T  nicht  von  den  Variablen  x^  y  abhängt: 

^^^  didx'"^'        dtdy'~^' 

d   dT  _dT 
^^  dt  d^'  ~  dd'  * 

Die  Integration  der  beiden  Gleichungen  (3)  ergiebt,  wenn 
a,  ß  Integrationsconstanten  sind: 
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-^—j  =  au  COS  d^  —  bvBind'  =  a 
(5)  ^^ 

"  T=  au  sin  d^  +  ftt7C08^  =  ß, 
o-if  ' 

Die  GonstaDteD  a,  ß  sind  durch  die  Anüeuigswerthe  Uq,  t^oi  '^o 
von  t«,  t;,  ^  bestimmt: 

(-     ,)   =  auocos^o  —  ivosin-ö-o  =  a, 

\0   X  /o 

(^— rj  =  atiosindo  +  bvocosd'o  =  ß, 

und  da  hier  keine  Richtung  in  der  xy- Ebene  vor  der  anderen 
ausgezeichnet  ist,  so  können  wir  die  or-Axe  so  wählen,  dass 
j3  =  0  wird.  Dadurch  ist  die  Allgemeinheit  der  Voraussetzungen 
nicht  beschränkt  Es  hat  aber  die  :r-Axe  eine  durch  den  Anfangs- 
zustand bestimmte  Richtung  bekommen.  Wir  können  sagen,  die 
a;-Axe  hat  die  Richtung  des  anfanglichen  Impulses,  durch  den 
die  Bewegung  eingeleitet  ist,  und  a  ist  die  Grösse  dieses 
Impulses.  Denn  lässt  man  während  einer  unendlich  kurzen  Zeit 
r  auf  den  ruhenden  Körper  eine  Kraft  wirken,  deren  Compo- 
nenten  a/r,  ß/t  sind,  so  ist  die  Bewegung  von  der  Ruhelage  aus 
durch  die  Gleichungen  §.  163  (13)  bestimmt: 

J_dT  _a       Ji^T_ß^ 
dtdx'~t*      dt  dy'~  r' 

woraus  durch  Integration  über  den  Zeitraum  r: 

(8-J).=  «'         (l?)o=^- 

Aus  (5)  ergiebt  sich  also: 

.  .  aiicos'O'  —  ftrsin-Ö"  =  a, 

^   *  au  sind'  -{-  bvcosd^  =  0, 

und  hieraus: 

(7)  au  =  acosd^        bv  ===  —  asin^^. 

Nun  ergiebt  die  Gleichung  (4)  nach  (1) 


^d20-  du    .    ,    dv 


und  nach  (2)  ist 
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du 


öd^ 


also: 


—  V, 

• 

dv 

^  dp 

— 

(a  —  b)uv 

und  nach  (7) 

(S)  C^fi  =  —  "~^  ««sin  ^  cos  ^. 

^  ^  dp  ab 

Führen  wir  durch  die  Gleichung 
(9)  9?  =  2^ 

einen  neuen  Winkel  ein,  so  erhält  die  Gleichung  (8)  die  Form 

/ins  d»9  (a  — 6)a»    . 

und  dies  geht  über  in  die  Gleichung  für  die  Bewegung  des  ein- 
fachen Pendels: 

(11)  -^  =  -f8mg,, 

wenn 

ri2^  l  —      ^^^^ 

gesetzt  wird. 

Die  Oscillationen  um  das  Bewegungscentrum  vollziehen  sich 
also  nach  dem  Pendelgesetz,  nur  dass  der  Winkel  ^  jederzeit 
nur  die  Hälfte  des  Ausschlagswinkels  q>  des  Pendels  ist  Den 
beiden  Gleichgewichtslagen  des  Pendels  9  =  0  und  9  =  jc  ent- 
sprechen die  Werthe  ^  =  0  und  «&  =  |  sr,  und  es  ergeben  sich 
hiernach  zwei  Richtungen,  in  denen  sich  der  Körper  ohne  Dre- 
hung mit  constanter  Geschwindigkeit  fortbewegen  kann. 

Von  diesen  beiden  Bewegungen  ist  aber  nur  die  eine,  für 
die  <&  =  0  ist,  stabil.  Eine  kleine  Ablenkung  hat  hier  nur 
kleine  Oscillationen  zur  Folge,  während  bei  dem  Falle  ^  =  \%^ 
entsprechend  dem  labilen  Gleichgewichtszustande  des  Pendels, 
die  kleinste  Störung  ein  vollständiges  Umschlagen  zur  Folge  hat. 
Die  Bewegung  ist  also  dann  stabil,  wenn  die  mitbewegte  flüssige 
Masse  so  gross  wie  möglich  ist,  wenn  also  die  Breitseite  bei  der 
Bewegung  voran  geht. 
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Im  Allgemeinen  sind,  wie  beim  Pendel,  zweierlei  Arten  der 
Bewegung  zu  unterscheiden:  nämlich  eine  Oscillation  um  die 
Lage  '&  =  0  und  eine  umwälzende  Bewegung.  Welche  dieser 
beiden  Arten  eintritt,  das  hängt  von  dem  Werth  ^q  ab,  den  d'' 
in  dem  Augenblick  hat,  wo  <&  =  0  ist;  der  erste  oder  zweite 
Fall  tritt  ein,  wenn  (dem  absoluten  Werthe  nach) 

(13)  .»;<.|/I^M»>.j/I^. 

Um  die  Bewegung  des  Centrums  zu  erhalten,  ha))en  wir 
aus  den  Gleichungen  (7) 

af  cos  -ö"  4-  v'  sin  -^  =  —  cos  d" 

x'  sin  -ö"  —  y'  cos  -Ö*  =  -r-  sin  -ö* 

x'  und  y'  zu  bestimmen.    Man  erhält: 

,  /cos2-^    ,    8ina#\  /l     ,«  —  *•«  a\ 

.^  \    a       '       b    J  \a    ^       ab  ) 

j  a(a  —  b)    .    ^        ^ 

tr  = ^^ — 7 — -  sin-Ö"  cos-ö". 

^  ab 

Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dass  af  sein  Vorzeichen 
nicht  ändert,  dass  also  x^  je  nach  dem  Vorzeichen  von  o,  fort- 
während wächst  oder  fortwährend  abnimmt. 

Die  zweite  Gleichung  ergiebt  nach  (8): 

und  durch  Integration,  wenn  wir  den  Anfangspunkt  der  y  passend 
bestimmen 

(16)  y  =  ^- 

Durch  die  DiflPerentialgleichung  (8)  werden  die  Functionen 
-ö-',  sin^,  cos-ö*  als  elliptische  Functionen  der  Zeit  be- 
stimmt, und  damit  ist  zugleich  y'  und  x'  bestimmt  Durch  (16) 
ist  zugleich  y  gegeben,  während  x  erst  durch  ein  elliptisches 
Integral  zweiter  Gattung  dargestellt  wird.  Nach  (16)  bleibt 
die  Ordinate  y  immer  zwischen  endlichen  Grenzen  eingeschlossen. 

Stellen  wir  die  Bahncurve  dar,  indem  wir  y  als  Function 
von  X  ansehen,  so  ergiebt  sich  aus  (14) 
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(17) 


--A-  =  —  fa  — 


(a-6) 


sin^  cos-Ö" 


(18) 


dx  ^^       "^  fecosa-ö'  +  asm^'O'' 

d«y  _  ^  %^{a  —  b)ab   bcos^d"  —  asin^^ 
dx^  ~  ö  (ftcösä^+ösinä^ ' 

und  hieraus  lassen  sich  die  wesentlichsten  geometrischen  Eigen- 
schaften der  Curve  ableiten. 

Wenn  der  Körper  oscillirt,  so  durchkreuzt  er  nach  (16)  die 
a;-Axe,  wenn  ^'  =  ö  ist,  also  in  den  äussersten  Lagen,  y  er- 
reicht abwechselnd  ein  Maximum  und  ein  Minimum,  wenn  d 
durch  0  geht.  Die  Bahncurve  hat  einen  Wendepunkt,  wenn 
d''  =  0  ist,  und  sie  hat,  wenn  &  die  Amplitude  der  Schwingung 
ist,  noch  weitere  Wendepunkte,  wenn 


tg2  ©  >  - 
a 

ist,    weil    dann    6  cos^-e-  —  asin^-d-    im  Verlauf  der  Bewegung 
Null  wird. 

Wenn  Tollständige  Umwälzungen  stattfinden,  so  ändert  &' 
sein  Vorzeichen  nicht,  es  geht  also  die  Gurve  nicht  durch  die 

Fig.  64. 


Fig.  55. 


x-kxe.  Sie  erreicht  ihren  höchsten  und  tiefsten  Stand  yo^und 
yi,  wenn  sich  -ö*  um  ein  Vielfaches  von  x  von  0  oder  von  {x 
unterscheidet.  Die  Curve  hat  Wendepunkte,  wenn  tg^^  =  b/a 
ist,  imd  für  die  höchsten  und  tiefsten  Stellen  ist 


/d^\   ^_ 
VdWo 


^i(a-b)a 
ab 

/(/«.y\   _        ^[{a  —  b)b 
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Da  ^0  >•  '^i  und  a  ]>  6,  so  ist  hiernach  die  Gurve  an  dem 
höchsten  Punkte  stärker  gekrümmt,  als  an  dem  tiefsten.  Die 
Figuren  54  und  55  geben  ein  ungefähres  Bild  von  dieser  Be- 
wegung. 

Die  gleichzeitige  Bewegung  mehrerer  starrer  Körper  in 
einer  Flüssigkeit  bietet  selbst  unter  den  einfachsten  Voraus- 
setzungen der  mathematischen  Behandlung  grosse  Schwierigkeiten. 
Am  leichtesten  zugänglich  ist  die  Bewegung  zweier  Kugeln, 
die  in  Folge  der  hydrodynamischen  Druckkräfte  Anziehungen  auf 
einander  auszuüben  scheinen,  die  von  Bjerknes  auch  experi- 
mentell nachgewiesen  sind,  auch  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Radien  der  Kugeln  pulsirende  Veränderungen  erleiden.  (Vor- 
lesungen über  hydrodynamische  Fernkräfte  nach  C.  A«  Bjerknes' 
Theorie  von  V.  Bjerknes,  Bd.  I,  Leipzig  1900.) 

Die  mathematische  Theorie  der  Bewegung  unveränderlicher 
Kugeln  in  der  Flüssigkeit  ist  eingehend  untersucht  von  C.  Neu- 
mann (Hydrodynamische  Untersuchungen,  Leipzig  1883). 


Einundzwanzigster  Abschnitt. 

Unstetige  Bewegung  von  Flüssigkeiten. 


§.  168. 
Grenzbedingung  an  Unstetigkeitsflächen. 

Die  Differentialgleichung  Jq>'=  0^  Yon  der  das  Geschwindig- 
keitspotential 9>  der  wirbelfreien  Bewegung  einer  incompressiblen 
Flüssigkeit  abhängt,  ist  dieselbe,  von  der  das  Potential  einer 
stationären  elektrischen  Strömung  abhängt  Trotzdem  zeigen  die 
beiden  Arten  der  Bewegung  einen  sehr  wesentlichen  Unterschied, 
der  erst  durch  Helmholtz  mit  den  Formeln  der  Theorie  in 
Einklang  gebracht  worden  ist^). 

Wenn  nämlich  ein  räumlich  ausgedehnter  Leiter  von  elektri- 
schen Strömungen  durchflössen  ist,  so  giebt  es  niemals  einen 
Theil  des  Leiters,  der  stromfrei  wäre.  Die  Strömungen  yerbreiten 
sich  yon  den  Elektroden  aus  nach  allen  Theilen  des  Leiters. 
Bei  den  Flüssigkeitsbewegungen  ist  das  anders.  Wenn  z.  B. 
einem  Strome  der  Flüssigkeit  eine  Wand  mit  einer  engen  Oeff- 
nung  entgegengestellt  wird,  so  wird  sich  der  Strom  hinter  dieser 
Oeffhung  nicht  sofort  allseitig  ausbreiten,  sondern  die  Flüssig- 
keit wird  in  einem  Strahle,  dessen  Querschnitt  kleiner  wird 
als  die  Fläche  der  Oeffnung,  aus  dieser  heraustreten. 

Dass  Bewegungen  der  ersten  Art,  wie  sie  bei  elektrischen 
Strömen  yorkommen,  bei  Flüssigkeiten  unmöglich  sind,  hat  darin 


^)  Helmholtz:  Ueber  dlBContinuirliche  Flüssigkeitsbewegangen. 
Monatsberichte,  der  Berliner  Akademie  vom  23.  April  1868. 

Kirchhoff:  Zur  Theorie  freier  FlüssigkeitsBtrahlen.  Grelle's  Joamal, 
Bd.  70  (1869). 
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seinen  Grund,  dass  da,  wo  die  Flüssigkeit  um  eine  scharfe  Kante 
herumströmen  würde,  die  Geschwindigkeit  unendlich  gross  und 
damit  der  Druck  negativ  unendlich  werden  müsste,  während  ein 
negativer  Druck  gar  nicht  oder  doch  nur  bis  zu  einer  gewissen 
Grösse  möglich  ist  (§.  144).  Dagegen  sind  bei  Flüssigkeiten  nach  der 
Theorie  auch  Bewegungen  möglich,  bei  denen  die  Geschwindig- 
keit eine  unstetige  Function  des  Ortes  ist,  und  von  dieser  Art 
ist  der  Ausfluss  eines  Strahles  aus  einer  Oeffnung.  Wir  haben 
zunächst  die  Grenzbedingung  für  eine  solche  Unstetigkeitsfläche 
aufzusuchen.  Wir  beschränken  uns  der  Einfachheit  halber  auf 
die  Betrachtung  wirbelfreier  stationärer  Bewegungen 
incompressibler  Flüssigkeiten. 

Wir  gehen  aus  von  der  allgemeinen  Gleichung  §.   148  (5): 

«  l?=''-l^-^!(l!)'+©*+(l!)'i+''- 

in  der  9  das  Geschwindigkeitspotential,  V  das  Potential  der 
äusseren  Kräfte  und  C  eine  Gonstante  oder  eine  Function  der 
Zeit  allein  bedeutet  Nehmen  wir  ^  =  1  an  und  bezeichnen  mit 
V  die  Geschwindigkeit,  so  können  wir  diese  Gleichung  für  den 
stationären  Fall,  wo  dq>/dt  =  0  ist,  so  darstellen: 

(2)  P  +  \v^  =  v+a 

Das  Potential  V  setzen  vrir  als  stetige  Function  des 
Ortes  voraus.  Wenn  nun  v  an  einer  Fläche  unstetig  ist,  so 
denken    wir    uns    einen    Elementarcylinder  Yig.  56. 

vom  Volumen  dodv^  dessen  beide  End- 
flächen do  zu  beiden  Seiten  der  Unstetig- 
keitsfläche liegen  (Fig.  56).  Unterscheiden 
wir  die  Werthe,  die  eine  Function  auf 
beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsfläche  hat, 
durch  die  Indices  1  und  2,  so  ist  nach  der 
Voraussetzung 

(3)  .  r,  =  F,. 

Ist  N  die  Normalcomponente  der  Geschwindigkeit  (von  1 
nach  2  positiv  gerechnet),  so  ist,  wenn  wir  dv  in  Vergleich  zu 
den  Dimensionen  von  do  als  unendlich  klein  annehmen,  die  in 
der  Zeiteinheit  in  das  Element  einströmende  Flüssigkeitsmenge 
(^1  —  N^)do,  und  da  diese  Grösse  verschwinden  muss,  so  ist 
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(4)  N^  =  N,  i> 

Die  Druckkraft,  die  auf  das  Element  wirkt,  ist  {pi  —  p^do^ 
und  folglich  wirkt  auf  die  Masseneinheit  die  Druckkraft  (pi  —  Pi)/dv. 
Da  diese  Druckkraft  aber  nicht  unendlich  sein  kann,  so  muss 

(5)  JPi  =  Ä 

sein.    Hieraus  ergiebt  sich  nach  der  Formel  (2),  in  der  die  Con- 
stante  C  auf  beiden  Seiten  verschiedene  Werthe  haben  kann: 

(6)  t?3  —  vi  =  Const 

Wenn  also  angenommen  wird,  dass  die  Flüssigkeit  auf  der 
Seite  2  der  Unstetigkeitsfläche  in  Ruhe  sei,  so  folgt  aus  (4) 

(7)  J^i  =  0, 
und  aus  (6) 

(8)  vj  ==  Const. 

Da  also  die  Normalcomponente  auch  auf  der  Seite  der  be- 
wegten Flüssigkeit  Null  ist,  so  findet  die  Strömung  längs  der 
Unstetigkeitsfläche  nur  in  tangentialer  Richtung  statt,  und  wegen 
(8)  ist  die  Geschwindigkeit  über  die  ganze  Fläche  constant^). 

§.  169. 
Zweidimensionale  Bewegungen. 

Wir  schaffen  uns  Fälle,  in  denen  die  Integration  möglich  ist, 
durch  dasselbe  Mittel,  das  wir  im  ersten  Bande  mehrfach  auf 
elektrische  Probleme  angewandt  haben,    indem    wir    annehmen, 


^)  Dies  würde  anders  sein  bei  Gasen,  wo  die  Dichtigkeit  an  derselben 
Fläche  unstetig  sein  kann  (vergl.  Abschnitt  XXII). 

■)  Wir  haben  hier  nicht ,  wie  es  gewöhnlich  geschieht ,  F  =  0  an- 
genommen, und  sind  zu  Grenzbedingungen  gelangt,  die  von  V  unabhängig 
sind.  Anders  wurde  es  sein,  wenn  zu  beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsfläche 
verschiedene  Dichtigkeiten  wären.  So  ergeben  sich  z.  B.  für  den  in  der 
Luft  oder  im  leeren  Baum  austretenden  Strahl  die  Bedingungen  für  die 
Oberfläche  des  Strahles,  dass  der  Druck  p  constant,  und  zwar  gleich,  dem 
äusseren  Drucke  (Atmosphärendruck  oder  Null)  sein  muss,  dass  die  Normal- 
componente der  Geschwindigkeit  Null  sein  muss,  und  dass 

-  i?"  =  F  +  const. 

sei.    Die  Schwierigkeit,  die  die  Integration  bietet,  besteht  darin,  dass  die 
Grenze,  an  der  diese  Bedingungen  gelten  sollen,  nicht  gegeben  ist. 
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dass  die  gesuchten  Functionen  nur  von  zwei  Variablen  x^  y  ab- 
hängen, dass  also  der  Zustand  der  Flüssigkeit  an  allen  Stellen 
einer  jeden  zur  xy- Ebene  senkrechten  Geraden  derselbe  sei. 
Dann  können  wir  die  Hülfsroittel  der  Functionentheorie  nutzbar 
machen. 

Ist  nämlich  qp  nur  von  x^  y  abhängig,  so  besagt  die  Glei- 
chung z/9)  =  0,  dass  q>  der  reelle  Theil  einer  Function 

(1)  X  =  9  +  it  =f(^) 
des  complexen  Argumentes 

(2)  ig  =  x  +  iy^) 
ist,  wenn  i)  aus  den  Gleichungen 

^^  dx       dy'        dy~       dx 

bestimmt  wird.  Wir  erhalten  in  der  xy-Ehene  zwei  orthogonale 
Curvenschaaren  q>  =  const  und  if  =  const.,  von  denen  die  erste 
die  Aequipotentialcurven,  die  zweite  die  Stromcurven  ent- 
hält. Alle  Linien  in  der  xy^Ebene  sind  die  Spuren  yon  Cylinder- 
flächen  im  Räume. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  die  bewegte  Flüssigkeit 
theils  Yon  festen  Wänden,  theils  von  freien  Grenzen  be- 
grenzt ist,  wobei  unter  freien  Grenzen  solche  Flächen  im  Räume 
oder  Curven  in  der  xy -Ebene  zu  verstehen  sind,  wo  der  Strom 
unmittelbar  an  ruhender  Flüssigkeit  herfliesst.  Das  Flächen- 
gebiet in  der  xy-Ebene^  das  von  der  bewegten  Flüssigkeit  über- 
deckt ist,  nennen  wir  die  Fläche  Z. 

Die  Bewegung  in  diesem  Gebiete  Z  ist  durch  das  Ge- 
schwindigkeitspotential q)  bestimmt.  Ist  Z  mehrfach  zusammen- 
hängend, so  kann  (p  mehrwerthig  sein,  es  wird  dann  einwerthig 
in  einem  einfach  zusammenhängenden  Gebiete  Z\  das  durch 
Querschnitte  aus  Z  entstanden  ist;  weil  aber  die  Di£ferential- 
quotienten  dq)/dx^  dq)/dy  inZeinwerthig  und  stetig  sein  müssen, 
so  ist  (f  selbst  an  den  Querschnitten  entweder  stetig  oder  hat 
zu  beiden  Seiten  constante  Werthdifferenzen. 

Die  Function  ^  wird  aus  <p  durch  eine  Quadratur  abgeleitet: 


*  =  ICr. ''  -  U  '')• 


^)  Es  ist  hier  natürlich  z  nicht  zu  verwechseln  mit  der  dritten  Raum- 
coordinate. 

Biemann-Weber,  Partielle  Differentialgleiohungen.    IL  29 
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auch  t/;  kann  an  den  Querschnitten  constante  Werthdifferenzen 
erhalten,  und  zwar  auch  dann,  wenn  q>  daselbst  stetig  ist 

Betrachten  wir  q>  und  ^  als  Coordinaten  in  einer  ;|r -Ebene, 
so  erhalten  wir  ein  conformes  Abbild  X  des  Flächenstückes 
Z,  Während  aber  Z  seiner  Bedeutung  nach  über  der  jer-Ebene 
einfach  ausgebreitet  ist,  kann  X  die  %-Ebene  auch  mehrfach  be- 
decken. 

1.  Da  die  Begrenzung  von  Z  immer  durch  Strom- 
linien gebildet  ist,  so  kann  die  Begrenzung 
von  X  nur  aus  geraden  Linien  bestehen,  die 
der  (p-Axe  parallel  sind. 

Die  festen  Grenzen  des  Gebietes  Z  sind  durch  die  Aufgabe 
selbst  gegeben.  Für  sie  ist  die  einzige  Grenzbedingung  ^  =  const 
Die  freien  Grenzen  dagegen  sind  nicht  gegeben,  sondern  sollen 
erst  bestimmt  werden.  Für  sie  haben  wir  noch  die  Bedingung, 
dass  die  Geschwindigkeit  constant  sein  soll.  Führen  wir  also 
noch  eine  dritte  complexe  Variable  w  =  u  -{-  iv  ein,  deren 
reeller  Theil  u  die  a:-Componente,  während  der  Coefficient  v  von 
i  die  mit  negativem  Zeichen  genommene  y-Gomponente 
der  Geschwindigkeit  ist,  also: 

,.  dqp dt d^ dt 

^^  dx       d  y^  dy       dx' 

so  ist 

(5)  «;  =  u  +  »«  =  -^^V^-  =  d^, 

und  die  Grenzbedingung  für  die  freien  Grenzen  besteht  darin, 
dass  der  absolute  Werth  von  w 


(6)  1^1  =  \ü^+v^ 

constant  sein  muss. 

Wir  erhalten  also  auch  in  der  w-Ehene  ein  conformes  Ab- 
bild W  von  Z  und  X,  in  welchem  den  freien  Grenzen 
Stücke  von  concentrischen  Kreisen  entsprechen, 
deren  Mittelpunkt  im  Coordinatenanfangspunkte 
w  =  0  liegt. 

Dagegen  ist  über  die  Gestalt  der  Begrenzungsstücke  von  Tr, 
die  den  festen  Grenzen  entsprechen,  im  Allgemeinen  nichts  be- 
kannt. Wenn  man  also  lösbare  Aufgaben  finden  will,  so  muss 
man  das  Flächenstück  W  beliebig  annehmen,  und  erliält  dann 
durch  conforme  Abbildung  das  Flächenstück  Z,  bei  dem  die  Be- 
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grenzungstheile,  denen  in  der  Fläche  W  Kreise  um  den  Null- 
punkt entsprechen,  freie  Grenzen  sein  können,  während  die 
übrigen  Begrenzungstheile  von  Z  feste  Grenzen  sind. 

Nur  in  einem  Falle  können  wir  die  Natur  der  Begrenzungs- 
linien in  TT  von  vornherein  angeben.  Denken  wir  uns  nämlich 
eine  feste  Grenze  der  Fläche  Z  dadurch  gegeben,  dass  y  eine 
gegebene  Function  von  x  ist,  so  ist  an  dieser  Grenze  t^  =  const., 
also 

dx       dx  d  y         ' 
oder  nach  (4) 

(7)  ^  +  «^  =  0. 

Wenn  nun  die  Begrenzung  von  Z,  um  die  es  sich  handelt, 
geradlinig  ist,  so  ist  dy/dx  =  a  constant,  und  wir  erhalten 
aus  (7) 

(8)  t;  +  aw  =  0. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  vom  Nullpunkt  aus- 
laufenden geraden  Linie  in  der  17- Ebene. 

2.  Wenn  also  die  festen  Grenzen  in  der  ;2r-Ebene 
gerade  Linien  sind,  so  ist  die  Begrenzung  von 
TT  gebildet  durch  concentrische  Kreise  und 
radiale  Linien. 

Die  Begrenzung  von  X  ist  ihrer  Natur  nach  ebenfalls  be- 
kannt (parallele  gerade  Linien)  und  wir  erhalten  also  zur  Be- 
stimmung der  Abhängigkeit  zwischen  %  und  tv  ein  Abbildungs- 
problem. Ist  dieses  gelöst,  also  tv  als  Function  von  %  bestimmt, 
so  erhält  man  aus  (5)  z  durch  eine  Quadratur: 

dz 

IV 


TO  .  =  1 


gleichfalls  als  Function  von  %-  Es  sind  also  hier  nicht  direct 
q>  und  if  als  Functionen  von  a?,  y  bestimmt,  sondern  umgekehrt 
X,  y  als  Function  von  q)  und  t^.  Um  aber  die  Stromlinien,  und 
damit  also  auch  die  Grenzen  von  Z  zu  erhalten,  hat  man  i; 
gleich  einer  Constanten  zu  setzen,  und  erhält  dann  die  Curve  in 
sogenannter  „Parameterdarstellung",  d.  h.  x  und  y  als  Functionen 
einer  Variablen  9. 

Die  Gleichung  §.  168  (2)  ergiebt  hier 

29* 
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und  sie  zeigt,  dass,  wenn  w  unendlich  wird,  der  Druck  p  nega- 
tiv unendlich  wird,  was  nicht  zulässig  ist.    Hieraus  folgt: 

3.  Das  Flächenstück  W  darf  nur  einen  endlichen 
Theil  der  ti;-Ebene  bedecken. 

Es  ist  aber  nicht  ausgeschlossen,  dass  W  Theile  der  ti?-Ebene 
mehrfach  bedeckt  Die  Function  w  ist  in  Z  überall  stetig  und 
eindeutig,  und  wenn  also  Z  mehrfach  zusammenhängend  ist 
BO  muss  W  dieselbe  Ordnung  des  Zusammenhanges  haben. 

Wenn  auf  der  Begrenzung  von  Z  bei  einem  Punkte  ;?  =  c 
eine  Ecke  vom  Winkel  an  vorkommt,  so  lässt  sich  die  Function 
X  in  der  Umgebung  des  Punktes  0  =  c  nach  Potenzen  von 
(z  —  c)V«  entwickeln.    Ist  aber 

x  =  xo  +  Xi{^  —  cy  H , 

so  folgt 

y                 ——1 
(10)  ti;  =  ^  (;ef  —  c)«        H 

Ist  die  Ecke  gegen  die  strömende  Flüssigkeit  convex,  so  ist 
a  grösser  als  1,  und  w  wird  nach  (10)  unendlich  bei  e  =  c. 
Dies  darf  nicht  vorkommen. 

4.  Wenn  daher  die  feste  Wand,  an  der  die  Flüssig- 
keit zu  bleiben  gezwungen  ist,  eine  gegen  die 
Flüssigkeit  convexe  Ecke  hat,  so  muss  von 
dieser  eine  freie  Grenze  auslaufen. 

Die  Fläche  Z  kann  sich  nach  verschiedenen  Seiten  ins  ün- 
endliche  erstrecken.  Den  verschiedenen  Zweigen  im  Unendlichen 
werden  verschiedene  Geschwindigkeiten,  also  verschiedene  Punkte 
in  der  ti;- Ebene  entsprechen.  Ist  irgendwo  die  Flüssigkeit  in 
Ruhe,  so  entspricht  dieser  Stelle  der  Nullpunkt  der  u;- Ebene. 
Dies  findet,  wie  man  aus  der  Formel  (10)  für  a  <;  1  ersieht, 
immer  an  solchen  Stellen  statt,  wo  die  Grenze  eine  concave  Ecke 
gegen  die  Flüssigkeit  bildet. 

5.  Eine  gegen  die  Flüssigkeit  concave  Ecke  der 
festen  Grenzen  wird  also  im  Nullpunkte  der 
M;-Ebene  abgebildet 

Wenn  in  einem  inneren  Punkte  w  =  0  ist,  so  ist  ein  solcher 
Punkt  ein  Kreuzungspunkt.  Die  Strömung  hat  den  Charakter, 
wie  er  auf  Seite  435  des  ersten  Bandes  dargestellt  ist    Ist  e  =  c 
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ein    solcher  Punkt,   so   hat   die  Entwickelung  Yon  %  ^^  seiner 
Umgebung  die  Form 

und  der  Punkt  %  =  x^  ist  ein  Verzweigungspunkt  in  der 
;C-Ebene. 

6.  Wenn  also  dem  Nullpunkt  der  t^-Ebene  ein 
Punkt  im  Endlichen  der  ^r-Ebene  im  Inneren 
von  Z  entspricht,  so  entspricht  ihm  in  der 
%-Ebene  ein  Verzweigungspunkt. 

Wenn  %  unendlich  wird,  so  muss  noth wendig  js  unendlich 
sein,  da  in  jedem  endlichen  Punkte  ein  endliches  Geschwindig- 
keitspotential vorhanden  ist.  Wird  0  für  einen  anderen  Werth 
von  X  unendlich,  so  ist  da  auch  djn/dx  unendlich,  und  folglich 
dx/djs  =  w  =  0. 

Also  können  wir  noch  beifügen: 

7.  Die  unendlich  fernen  Punkte  der  Fläche  Z  ent- 
sprechen entweder  dem  Punkte  %  =  00  oder 
dem  Punkte  u;  =  0. 


§.  170. 
Beispiel  I. 

Als  erstes  Beispiel  nehmen  wir  für  das  Flächenstück  W 
den  Einheitskreis  in  der  u?- Ebene.  Wir  erhalten  dann  in  der 
£r-Ebene  eine  freie  Grenze  und  keine  festen  Grenzen. 

Da  der  Punkt  w  =  0  dem  Inneren  des  Gebietes  W  an- 
gehört, so  müssen  wir  in  dem  Flächenstück  X  einen  Ver- 
zweigungspunkt annehmen.  Wir  legen  diesen  Verzweigungs- 
punkt auf  die  imaginäre  Axe  der  %-Ebene  in  den  Punkt 

g?  =  0,  ^  =  i 

und  nehmen  für  die  Fläche  X  die  doppelt  bedeckte  Halb- 
ebene in  der  ;u- Ebene,  in  der  1/;  positive  Werthe  hat.  Die 
beiden  (im  Unendlichen  zusammenhängenden)  Linien  ^  =  0 
sollen  der  Begrenzung  von  W  entsprechen.  Wir  denken  uns  die 
;i;- Ebene  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  mit  einer  Doppelfläche  X' 
überdeckt,  die  in  den  beiden  Punkten  ;c  =  ±  i  je  einen  Ver- 
zweigungspunkt hat.    Diese  Doppelfläche,  deren  beide  Blätter  im 
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Unendlichen  nicht  zusammenhängen,  ist  einfach  zusammen- 
hängend. 

Wir  haben  im  §.  51  des  ersten  Bandes  die  Abbildung  eines 
Kreises  auf  eine  einfache  Halbebene  kennen  gelernt.  Danach  ist 
wenn  wir  eine  neue  complexe  Variable 

einführen  und 

1  4-  £ 

setzen,  der  absolute  Werth  von  w  gleich  1,  wenn  g  rein  imaginär 
ist.  Es  ist  ti;  =  0,  wenn  g  =  —  1,  und  tc?  =  oo,  wenn  g  ==  -|-  1 
ist,  und  folglich  ist  der  Einheitskreis  W  auf  die  Halbebene  5  ab- 
gebildet, in  der  f  negativ  ist.  Wir  erhalten  also  die  Abbildung 
von  W  auf  die  Fläche  X,  wenn  wir  die  einfache  g-Ebene  so  auf 
die  doppelte  ;|r. Ebene  abbilden,  dass  rein  imaginären  Werthen 
von  g  reelle  Werthe  von  %  entsprechen,  und  dass  den  Punkten 
f  =  ip  1  die  Punkte  %  =  +  i  als  Verzweigungspunkte  der 
%-Ebene  entsprechen.  Diese  Abbildung  aber  wird  vermittelt  durch 
folgende  Substitution: 

«  - = {{t-D' = 1^ 

oder  nach  %  aufgelöst: 

(3)  jr  =  -'^^- 

Es  ist  also  X  =  ^  für  J  =  0  und  g  =  oo,  und  es  ist  ^  =  0 
für  g  =  +  i. 

Um  nun  is  als  Function  von  %  zu  bestimmen,  hat  man  die 
Formel 

(4)  d,  =  ^-^  =  dx]/^+4 

^v  ^  f  j^  —  i 

zu  integriren,  und  erhält,  wenn  mau  die  Constante  so  wählt,  dass 
js  €ur  X  "==  i  verschwindet: 


(5) 


= /F+T  +  »  log  yj:^+l+A 


und  der  Logarithmus  ist  dann  durch  die  Bedingung,  dass  sein 
imaginärer  Theil  zwischen  —  in  und  -\-  ttc  liegen  soll,  in  der 
ganzen    Fläche    X   eindeutig   bestimmt    [weil   ?^   in   der   ganzen 


§.   170. 


Beispiel  I. 


455 


Fläche  X  nicht  negativ  und  folglich  i  (Vx^  +  1  -|-  x)  nicht  reell 
und  positiv  ist]. 

Wir  erhalten  aus  (5)  die  Gleichungen  der  freien  Grenze, 
wenn  wir  %  ='9  reell  annehmen,  und  erhalten  für  die  heiden 
Vorzeichen  der  Wurzel  zwei  symmetrisch  gelegene  Curvenzweige, 
deren  Bilder  die  beiden  Geraden  ^  =  0  in  der  Fläche  X  sind: 


a:  =  V9^+l  +  ^, 


7C 

2' 


y  =  log  (V<)P*'  +  1  +  9),  2/  =       log  (Vcjpa^l-^), 

worin  y  ^2  _j_  1"  positiv  zu  nehmen  ist. 

Da  die  Strömung  die  Richtung  der  wachsenden  q>  hat,  so 
ist  sie,  wie  der  Ausdruck  dy  =  ±  dg)/y  92  _[_  f  zeigt,  auf  dem 
ersten  Zweig  von  negativen  zu  positiven,  auf  dem  zweiten  von 

Fig.  57.  Fig.  68. 


— ► 


positiven  zu  negativen  y  gerichtet.  Der  Coordinatenanfangspunkt 
in  der  a:y- Ebene  ist  der  Punkt,  in  dem  die  Geschwindigkeit 
Null  ist;  ihm  entspricht  in  der  Fläche  X  ein  Verzweigungspunkt, 
in  dem  %  =  i  ist,  und  in  seiner  Umgebung  hat  die  Strömung  die 
in  der  Fig.  57  durch  die  Pfeile  angedeutete  Richtung. 

Den  Linien  9  ==  0,  ^  >  1  in  beiden  Blättern  der  Fläche  X 
entspricht  in  der  ;Sf-Ebene  die  positive  und  negative  y-Axe.  Den 
beiden  Strecken  9  =  0,  0<C!('<C1  entsprechen  die  Strecken 
Ca  und  Oa'  der  rr-Axe,  deren  Enden  die  Abscissen 

±('+f) 

haben. 
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Allgemeinere  Fälle  dieser  Bewegung  kann  man  bilden,  wenn 
man  in  X  statt  eines  einfachen  einen  nfachen  Verzweigongs- 
punkt  annimmt    Es  ist  dann  zu  setzen: 


(7)  w=y 


und  man  erhält  die  Gleichungen  der  freien  Grenze  aus  dem  Integral: 


macht  man  die  Substitution 


=iy^-- 


g)  =  cotang  ^,  dip  = r 


sin» » ' 
so  ergiebt  sich 


2i& 

e  •»  da- 

^  —  —  ^  Tin2~ä^ 


=-1 


oder 


/• 


X  =  — 


2d' 


cos dd" 

n  


sin  —  d^ 
n 

sin«d 


Die  Gurye  besteht  hier  aus  n  congruenten  Zweigen,  die 
durch  Drehung  um  den  Winkel  Infn  in  einander  übeigehen 
(in  Fig.  58  a.  v.  S.  ist  n  =  3  angenommen). 


§.  171. 
Beispiel  II. 

Wenn  wir  in  der  «;- Ebene  irgend  eine  Figur  W  nehmen, 
die  von  concentrischen  Kreisbögen  und  radialen  Linien  begrenzt 
ist,  und  diese  Figur  auf  die  einfache  Halbebene  %  abbilden,  so 
erhalten  wir  in  der  ;er- Ebene  einen  Flüssigkeitsstrom,  der  eine 
einzige  Linie  zur  Grenze  hat,  längs  der  die  Strömung  aus  dem 
Unendlichen  ins  Unendliche  überall  in  demselben  Sinne  erfolgt 
Diese  Grenze  ist  theils  aus  geradlinigen  festen,  theils  aus  freien 
Grenzen  gebildet,  entsprechend  den  radialen  und  den  kreis- 
förmigen Begrenzungsstücken. 

Interessantere  Fälle  erhält  man  aber,  wenn  man  eine  solche 
Figur  nicht  auf  die  ganze  %- Halbebene,  sondern  nur  auf  einen 
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Theil  von  ihr  abbildet,  und  da  die  Begrenzung  in  der  ;|^- Ebene 
immer  durch  parallele  Gerade  gebildet  sein  muss,  so  ist  hier  der 
einfachste  Fall,  der  zugleich  die  meisten  der  bisher  gemachten 
Anwendungen  umfasst,  der,  dass  wir  einen  Streifen,  der  von  zwei 
zur  reellen  Axe  parallelen  Geraden  begrenzt  ist,  als  Fläche  X 
wählen.  Durch  Verfugung  über  die  Einheiten  können  wir  er- 
reichen, dass  die  Grenzen  eines  solchen  Streifens  durch  die  beiden 
Geraden  t^  ==  0  und  ^  =  ä  gebildet  sind  (Fig.  62,  63,  S.  460). 
Diesen  Streifen  können  wir  zunächst  auf  eine  Halbebene  X^  in 
einer  ^Ui -Ebene  abbilden,  wenn  wir  setzen: 


(1) 


Zi  =  9i  +  *>i  =  ^  =  ^ 


+  »v 


Den  beiden  Grenzen  des  Streifens  %  entspricht  die  Axe  der 
reellen  %^ ,  und  zwar  der  Linie  if;  =  0  die  positiven ,  der  Linie 
^  =  «  die  negativen  Werthe  von  y^.  Die  Punkte  0  und  oo  in 
der  %1-Ebene  entsprechen  negativ  und  positiv  unendlichen  Werthen 
von  9?.  Verstehen  wir  noch  unter  J.,  JB,  C,  D  reelle  Constanten 
und  setzen 


(2) 


Zi  = 


Cu-\-B' 


so  erhalten  wir  ein  weiteres  Abbild  Xg  von  Xi,  und  wir  können 
die  Gonstanten  so  wählen,  dass  drei  beliebig  gegebenen  reellen 
Werthen  von  %^  drei  ebenfalls  beliebig  gegebene  reelle  Werthe 
von  Xj  entsprechen. 


Fig.  59. 


Fig.  60. 


Für  die  Fläche  W  wollen  wir  zunächst  einen  Kreissector 
a,  6,  c  annehmen,  der  von  einem  Bogen  hc  des  Einheitskreises 
und  zwei  Radien  ab,  ac  begrenzt  ist  (Fig.  59).  Ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  können  wir  annehmen,  dass  der  eine  dieser 
Radien  in  die  u-Axe  falle. 

Den  Winkel  des  Kreissectors  bei  a  bezeichnen  wir  mit  «ä 

Da  wir  in  der  Fläche  X  keinen  Verzweigungspunkt  haben,  so 

muss  w  =  0  einem  unendlichen  Werth  von  %  entsprechen  (§.  169, 6.), 


458  Einundzwanzifs^ster  AbBchnitt.  §.  171. 

und  wenn  wir  annehmen,  dass  die  Flüssigkeit  von  daher  strömt 
so  haben  wir  die  Bedingung: 

(3)  für  «i;  =  0    ist     ;|r  =  —  oo ,    ;|ri  =  0. 

Wenn  der  Strahl  ins  Unendliche  abfliessen  soll,  so  können 
wir  auf  dem  Kreisbogen  einen  beliebigen  Punkt  g  annehmen, 
in  dem  ;|r  =  -|-  oo  werden  soll.    Also  haben  wir 

(4)  Tut  w  =  g    ist    %  =  +  °^»    Xi  =  °°" 

Wir  können  die  Aufgabe  weiter  dadurch  vereinfachen,  dass 
wir  den  Kreissector  (a,  6,  c)  auf  einen  Halbkreis  Wi  abbilden 
durch  die  Substitution 

(5)  w  =  tc;?, 

und  es  bleibt  uns  also  die  Aufgabe,  den  Halbkreis  Wi  auf  die 
Halbebene  Xi  abzubilden.  Wir  suchen  zunächst  eine  Abbildung 
X'i^  bei  der  den  Punkten    6,   c,    d.   h.  t<;i  =  +  1    die   Werthe 

Fig.  61. 


b 


X 


-l  0  +1 


,  * 


X2  =  i:  l  und  dem  Punkt  Wi  =  0  der  Punkt  ;|rg  =  oo  entspricht. 
Wir  wollen  die  Function  Wi  dadurch  über  die  ganze  ^s-^bene 
ausdehnen,  dass  wir  zwei  symmetrisch  gelegenen  Punkten  x?)  Za 
zwei  harmonische  Pole  Wi,  w[  entsprechen  lassen.  Diese  Function 
ist  dann  an  &c  (Fig.  61)  stetig,  während  an  den  Strecken  ab 
und  ac  die  Beziehung  w'i  =  l/Wi  besteht  Folglich  ist  die. 
Function 

.     1 

in  der  ganzen  %]- Ebene  stetig  und  also  eine  rationale  Function 
von   x^,    Sie   wird   nur  unendlich  in    der    ersten   Ordnung    für 
X2  =  <x>  und  wird  gleich  +  1  für  i^j  =  ^  1. 
Daraus  folgt: 

und  daraus: 

(7)  w,  =  Zs  +  V  Xi  -  1- 


§.   171.  Beispiel  H.  459 

Daxaus  leiten   wir  mittelst   der   Bedingungen   (3),    (4)    die 
Function  Xi  l^er,  nämlich 

Q 

^®^  ^'  ^  t^i  +  wr'^—  g,  -  g^' ' 

worin  g  =  g^  und  C  eine  Constante  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Bogen  (bg)  (Fig.  59)  mit  y,  so  können  wir 


(9) 

g      e»y, 

ffi 

—  e\ 

^yl   ß« 

setzen. 

Für  die  Punkte  des 

Kreisbogens  ist 

W          6»^, 

^i 

i9 

und  demnach 

ergiebt  die  Formel 

(8): 

(10) 

Xi  '■ 

cos cos 

a 

\c 

sin 

'— ^^ —  sm 
2a 

y 

2a 

Da  %  reell  und  folglich  %^  reell  und  positiv  sein  soll,  so 
lange  d^  zwischen  0  und  y  liegt,  so  muss  die  Constante  C  reell 
und  positiv  sein. 

Um  0  als  Function  von  %  oder  von  w  zu  erhalten,  wendet 
man  die  Formel  §.  169  (9)  an: 

d^  =  ^  =  ^l2gzi. 

w  w 

Fügt  man  noch  eine  ähnliche  Vergrösserung  oder  Ver- 
kleinerung der  Figur  in  der  £f- Ebene  hinzu,  so  kann  man  auch 
setzen 

w 

worin  h  eine  reelle  Constante  bedeutet. 

Die  Einführung  von  Wi  als  unabhängige  Variable  ergiebt 
nach  (8): 

(11)  dz  =  h        ,y-^' 1^A_, . 

^     ^  W{~^  -\-  Wi  —  2cosyi  w-i^^^ 

Für  die  freie  Grenze  kann  man  auch  die  Variable  %  an- 
wenden, und  findet: 

e~*^  sin  —  d^ 

(12)  .  d0  =  h ~r-J^ q;^ 

2 asm  — ^r^ sm  ^—pr 

2  a  2  a 
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und  durch  Trennung  des  reellen  vom  imaginären  Bestandtheil : 


X 


h 


cos  0"  sin  —  d  -Ö* 
a 


2«sin  ^ —  sm 


(13) 


2a 


2  a 


d- 


y  =  —h 


sin  6"  sin  —  d  ^ 
a 


2a8in  —  ' —  sm  '—^  — 
2a  2a 


Ist  der  Kreissector  ahc  und  der  Punkt  g  gegeben,  so  findet 
man  die  Richtungen  der  festen  Grenzen  in  der  ;er- Ebene  nach 
§.  169  (8)  daraus,  dass  sie  mit  der  ar-Axe  den  entgegengesetzten 


Fig.  62. 


Fig.  63. 


a< 


g 


ft' 


g 


Winkel  bilden  müssen,  wie  der  entsprechende  Radius  ah  oder 
ac  mit  der  t«-Axe,  und  ebenso  findet  man  die  Richtung,  mit 
der   der   Strahl  ins  unendliche   geht  aus  dyjdx  =  —  tang  y. 

Fig.  64. 


Den  Punkt  b  in  der  ;sr- Ebene  kann  man  in  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  legen,  indem  man  0  =  0  annimmt  für  w  -=  \.  Der 
Punkt  c  in  der  ^-Ebene  ist  aber  durch  a  und  y  bestimmt.  Man 
erhält  aus  (11)  durch  Integration 


+  1 


(14) 


Zh 


Zt 


W^ 


dwi 


tVi  —  2cosyi  w?i«  +  ^' 


— 1 
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wobei  der  Integrations^eg  im  Inneren  des  Halbkreises  Wi  ver- 
laufen muss,  und  weder  den  Punkt  0  noch  den  Punkt  g^  be- 
rühren darf. 

Sind  die  festen  Wände  mit  ihren  Endpunkten  in  der  jer-Ebene 
gegeben,  so  ist  dadurch  zunächst  a  direct  bestimmt,  und  aus 
(14)  erhält  man  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  y  und  h. 

Das  Integral  (14)  kann  man  etwa  über  den  in  der  Fig.  65 
mit   1   bezeichneten  Weg  nehmen.     Man   kann   es  statt  dessen 

FiR.  65. 


-qp  *^ ^  ♦00 


aber  auch  nach  dem  C au chy' sehen  Satze  über  den  Weg  2 
nehmen,  und  ein  um  den  Punkt  g^  herum  geführtes  Integral 
hinzufügen.  Man  erhält  so,  wenn  man  der  Einfachheit  halber 
h  =  1  setzt  [Bd.  I,  §.  48,  (2.)] : 

(15)  z,       0c-       i^^rgx      +J«;-i_|>^^  _  2cosyiU;i«  +  '' 

—  1 

wo  jetzt  das  Integral  über  den  Weg  (2)  zu  nehmen  ist.  Dieses 
Integral  kann  aber  in  ein  geradliniges  verwandelt  werden,  das 
von  — 1  bis  —  00  und  dann  von  -f-  Q^  bis  -)-  1  geht.  Macht 
man  die  Substitution 

(16)  ^i=i' 

so  geht  i  auf  reellem  W^ege  von  —  1  bis  -f-  1  ^i^d  man  erhält 
nach  (9) 

(17)  jeTft  —  ;er,  =  —  ^Äie^y  —  |  ^ZlJl^^ ^«-' rf/. 

^  -f  *-«  —  2cos  ^ 

Hierin  ist  die  Potenz  V*  für  positive  Werthe  von  i  reell  und 
positiv  zu  nehmen,  während  ^«e«^»  für  negative  i  reell  und 
positiv  ist  [nach  (16),  weil  tt'g-«^»  auf  dem  Radius  ac  (Fig.  62) 
positiv  ist].  Man  kann  demnach  das  Integral  (17)  auch  so  zer- 
legen : 
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?;.  1T2. 


(18) 


Zi  —  jSe=  —  2  3ric'"»>' 


t  —  ir- 


1 


-  t"-^dt-}-€r-<"'* 


J 

ü 


t4-t-^  —  2  cos  ^ 


«  —  t-^ 


t"-^dt 


J 

0 


^  +  <-i  +  2cos^ 


und  durch  Trennung  des  reellen  von  dem  imaginären  Bestand theil: 

t  —  t-^ 


1 


0^5  —  a:c  =  —  2  Ä  sin  y  -(-  cos  a  jr 


t^-^di. 


^  +  ^-1  +  2  cos 


•/ 

0 


a 


(19) 


J 

0 


e  —  «- 


V-^dU 


«  +  ^-1  —  2  cos  -^ 


1 


t/5  —  y«  =  —  2  :r  cos  y  —  sin  a  jr 


t  —  t-^ 


t^-^di. 


t  4-i-^  +  2  cos  V 


§.  172. 
Besondere  Fälle. 

Im  Allgemeinen  lassen  sich  die  Integrationen,  auf  die  wir 
im  vorigen  Paragraphen  die  Aufgabe  zurückgeführt  haben,  nicht 
weiter  reduciren.  Ist  aber  a  =  m/n  eine  rationale  Zahl,  so  er- 
hält man  aus  §.  171  (11),  wenn  man  ä  =  1  setzt,  und  die  Sub- 
stitution 
(1)  w^  =  <-» 

macht: 
(2) 


z  =  —  n 


t^  —  t- 


fn  _|_  l-n  _  2  cos 


71  y 
m 


t^-^dt, 


also  ein  Integral  einer  rationalen  Function  von  t.  Der  Ausdruck 
durch  Logarithmen  wird  aber  um  so  complicirter,  je  grösser  die 
ganzen  Zahlen  m  und  n  sind. 
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Um  den  einfachsten  Fall  zu  betrachten,  nehmen  wir  a  =  1, 
also  m  =  n  =  1,  ti;  =  fi?i  =  ^-l,  und  erhalten  durch  Integration 
mittelst  Zerlegung  in  Partialbrüche: 

(3)  z  =  -t  -g\og(t^g)  -  g-nog(t-sr^), 

und  hieraus  erhält  man  die  Gleichungen  für  die  freie  Grenze, 
wenn  man  t  =  e—*^  setzt. 

Aus  §.  171  (19)  ergiebt  sich  für  diesen  Fall 

(4)  Xb  —  Xc  =  —  2  —  Äsiny  —  2cosylogtang  ^, 
yb  —  yc  =  —  23rco8y, 

und  es  ist  also,  wenn  y  zwischen  0  und  ä/2  liegt,  y^  <c  y^  und 
wenn  y  zwischen  n/2  und  n  liegt,  y^  >  yc.  Für  y  =  7t/2  ist 
t/6  =  yc-    Die  Differenz  Xb  —  Xc  wird  für  y  =  0  positiv  unendlich 

Fig.  66.  Fig.  67. 


und  ist  negativ  für  y  =  3r/2  und  auch  noch  für  y  =  ;r/4.  Die 
Figuren  66,  67  zeigen  die  Art  der  Strömung,  von  denen  die  erste 
etwa  für  y  =  3r/4,  die  zweite  für  y  =z  7t/2  gilt. 

Der  Grenzfall  y  =  0  (ebenso  y  =  7t)  bedarf  noch  einer  be- 
sonderen Betrachtung;  in  diesem  Falle  bleibt  nur  eine  ins 
Unendliche  verlaufende  freie  Grenze  übrig.  Betrachten  wir  der 
Einfachheit  halber  nur  den  Fall  a  =  1,  so  können  wir  das 
Resultat  aus  der  Formel  (3)  ableiten: 

(5)         g  =  -t-2\og{t-l)  =  -^-2]og^~^. 

So  lange  w  reell  ist,  und  zwischen  0  und  1  liegt,  ist  ^  =  a;  -f-  *y 
reell,  und  x  geht  von  —  oo  zu  -f"  ^-  Ist  m;  zwischen  0  und 
—  1  gelegen,  so  erhält  man  den  Werth  von  ;sr,  wenn  man  einen 
Halbkreis  im  positiven  Sinne  um  den  Nullpunkt  beschreibt,  und 
findet  also 

X  = 2  log ,      y  =  2n. 

Wenn  m;  von  —  0  bis  —  1  geht,  so  geht  x  von  -|"  ^  l^is 
1  —  2 log 2,  und  y  bleibt  constant  =  2n.  Setzen  wir  endlich 
le;  r=  e»^,   so   ergeben    sich  die  Gleichungen  der  freien  Grenze: 
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X  =  —  cosO"  —  2 log  (2 sin  ^  ), 
(6)  \  2/ 

y  =       sin  -9-  -(-  Ä  -(-  -Ö". 

Für  ^  =  jc  wird  y  =  2ä  und  x  =  l  —  2 log 2,  und  für 
-d"  =  0  wird  X  =  -\-  00  und  y  =  ä.  Die  Strömung  wird  durch 
Fig.  68  veranschaulicht. 

Fügt  man  das  Spiegelbild  dieser  Strömung  an  der  Ebene 
y  =  0  hinzu,  so  kann  man  die  feste  Grenze  a  b  weglassen  und 
erhält  so  den  von  Helmholtz  zuerst  behandelten  Fall  (Fig.  69), 

Fig.  68.  Fig.  69. 

c 


wo  ein  Flüssigkeitsstrom  aus  einem  unendlichen  Behälter  in  einen 
von  zwei  parallelen  Wänden  begrenzten  Canal  einströmt. 

§.  173. 
Beispiel  IIL 

Wir  betrachten  noch  einen  Fall,  in  dem  die  Geschwindigkeit 
im  ganzen  Felde  nirgends  verschwindet  Wir  nehmen  für  die 
Fläche  W  ein  Viereck,  was  von  zwei  concentrischen  Kreisbögen 
und  zwei  Radien  begrenzt  ist. 

Die  Figuren  70  bis  73  zeigen  die  Gestalt  der  Fläche  W  und 
ihre  Abbildung  auf  die  Flächen  X  und  Xi  und  endlich  die 
wahre  Strömung  durch  die  Abbildung  in  der  j^-Ebene.  Es  strömt 
hier  ein  aus  dem  Unendlichen  kommender  Strahl  in  einen  trichter- 
artig verengten  Canal,  den  er  mit  vergrösserter  Geschwindigkeit 
wieder  verlässt.  Die  analytische  Lösung  des  Problems  verlangt 
die  Abbildung  des  Vierecks  W  auf  eine  ;u,-Halbebene.  Wenn  man 
diese  hat,  so  kann  man  durch  eine  lineare  Substitution  mit 
reellen  Coefficienten 

erreichen,  dass  den  Punkten  0  und  oo  in  der  %i- Ebene  die  ge- 
gebenen Punkte  g  und  e  entsprechen.  Dann  erhält  man  jr  =  log2ri 
und  js  durch  Quadratur. 
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Beispiel  III. 
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Wir  beschränken  die  Aufgabe  nicht  wesentlich,   wenn   wir 
annehmen,  dass  die  begrenzenden  Bögen  von  W  Halbkreise  seien, 

Fig.  70.  Fig.  71. 

d  c 


e 


e 


Xi 


b        8 


»  b 

Fipr.  72. 


g 


g 


e 


g 


Fig.  73. 


X 


Fig.  76. 


xt 


a 


-1 
xt' 


0 


+1 


Fig.  74. 


1 

+— 


xw' 


weil  wir  durch  die  Substitution  t«;  =  te;«  andere  Fälle  auf  diesen 
zurückführen  können. 

Eine  solche  Halb-Ringüäche  wollen  wir  so  auf  eine  ^-Halb- 
ebene  abbilden,  dass  den  Punkten  ah  cd  die  Punkte 

e  =  +l,        +1/X,         -  1/x,         -1 

entsprechen,  worin  x  ein  echter  Bruch  ist  (Fig.  74,  75).  Diese 
Abbildungsaufgabe  ist  nahe  verwandt  mit  der,  die  wir  im  §.  143 
des  ersten  Bandes  behandelt  haben,  und  lässt  sich  wie  diese 
durch  Theta  -  Functionen   lösen.     Wir   wollen    hier    aber    einen 

Biemann-Weber,  PartieUe  Difrerentialgleicliusgen.    n.  30 
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anderen  —  gewissermaassen  den  umgekehrten  —  Weg  einschlagen, 
indem  wir  nicht  t  als  Function  von  «?,  sondern  w  als  Function 
von  t  darzustellen  suchen. 

Wenn  die  Abbildung  gelungen  ist,  so  ist  w  als  Function  von 
t  für  die  obere  ^-Halbebene  bestimmt.  Wir  setzen  diese  Function 
dadurch  auf  die  untere  Halbebene  fort,  dass  wir  conjugirt 
imaginären  Werthen  t^  i'  von  t  conjugirt  imaginäre  Werthe  u\  \v' 
von  w  entsprechen  lassen.  Dadurch  ist  w  für  alle  Wertlie 
von  t  bestimmt.  Diese  Function  ist  in  der  ganzen  ^-Ebene  stetig. 
mit  Ausnahme  der  den  Kreisbögen  entsprechenden  Strecken 

(-  1,    +1)     und     (-I/X,     00,    +iy, 

auf  diesen  ist,  wenn  r-^  und  r^  die  Radien  der  Kreise  sind: 

ww'  =^  r^    und     wvo^  =  r./. 

Es  ist  also,  wenn  wir  längs  der  reellen  f-Axe,  wobei  r^  und 
rj  constant  bleiben,  difiFerentiiren : 

d  log  w d  log  %o' 

und  folglich  ist 

in  der  ganzen  ^-Ebene  stetig  und  mithin  eine  rationale  Func- 
tion von  t 

Da  w  in  der  ganzen  ^- Ebene  nicht  verschwindet,  so  kann 
0{t)  nur  in  den  Stellen  unendlich  werden,  in  denen  dw/dt  un- 
endlich wird,  und  dies  kann  nur  eintreten  in  den  Verzweigungs- 
punkten +  1,  db  1/x.  Es  ist  aber  z.  B.  die  Entwickelung  von  ;r 
in  der  Umgebung  des  Punktes  1  von  der  Form: 

w  —  Ti  =  V'l  —  ^  [«0  +  ö,  (1  —  0  H ]i 

worin  a^  von  Null  verschieden  ist,  weil  einem  halben  Umlaufe 
in  der  ^- Ebene  um  den  Punkt  1  ein  Viertel  Umlauf  um  den 
Punkt  a  in  der  tö-Ebene  entspricht.   Daraus  aber  ergiebt  sich,  dass 

für  ^  =  1  endlich  bleibt.  Da  Aehnliches  für  die  anderen  drei 
Punkte  6,  c,  d  gilt,  so  folgt  dass 

(2)  (1  —P)  (1  —xH^)0(t) 

in  der  ganzen  ^Ebene  endlich  und  stetig  ist. 
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Für  ^  =  00  hat,  wie  aus  der  Symmetrie  hervorgeht,  w  den 
Werth  ira,  und  da  dieser  Punkt  kein  Verzweigungspunkt  ist, 
so  beginnt  die  Entwickelung  von  w  —  ir^  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  t  mit  der  —  1^^  Potenz,  folglich  die  von  dw/dt  mit 
der  —  2^^  Potenz,  und  die  von  O  (t)  mit  der  —  4**°  Potenz  von 
t  Die  Function  (2)  ist  also  im  Unendlichen  endlich,  und  muss 
daher  gleich  einer  Constanten  C*  sein. 

Wir  erhalten  folglich  aus  (1): 

/gN  ^_^^ ^ 

^  ^  dt  V(l  -  P){l  —  xH^y 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  C  und  x  und  einer  additiven 
Constante  der  Integration  hat  man  die  zusammengehörigen  Werthe 

^  =  +  1,  iv  =  ±:  ri. 

Dazu  kommt  noch,  wie  man  wieder  aus  der  Symmetrie  schliessen 
kann,  das  zusammengehörige  Werthepaar 

(5)  ^  =  0,  w  =  tri. 

Demnach  erhalten  wir 

t 

dt 


(6)  log  -.'^-  =  C  {  -j— 

^  ^  ^r,  J  y(i  _ 


0 

Setzt  man  noch  in  üblicher  Weise 

dt 


<2)  (1  —  X»  t^) 


J  V(i  - 


V(l  —  <»)  (1  —  xn«) 


(7) 


X 


J    Vfl    —  t'')(l   —  A 


J  V(l  —  ^^)(l  —  xna) 

und  bestimmt  die  Vorzeichen  so,  dass  K  und  K'  positiv  sind, 
so  folgt  aus  (4)  und  (6): 

(8) 

also : 

30* 
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(9)  __  =  iog-|,        e  =J^  =  2- 

In  der  Bezeichnungsweise  der  elliptischen  Functionen  wird 
nach  (6) 

(10)  t  =  sinam  (^-^  log  ^j , 

woraus  man  Ausdrücke  für  t  durch  logu;  mit  Hülfe  der  Theta- 
Functionen  erhalten  kann. 

Hat  man  so  die  Abbildung  der  B'läche  W  auf  die  ^- Ebene 
gefunden,  so  erhält  man  Xi  ^^^  lineare  gebrochene  Function  von 
t  und  endlich  %  und  e  nach  §.171  (1)  und  §.  169  (9). 


Zweiundzwanzigster  Abschnitt. 

Fortpflanzung  von  Stössen  in  einem  Qase. 


§.  174. 
Differentialgleichungen  für  ebene  Luftwellen. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Problemen  der  Bewegung  gas- 
förmiger Flüssigkeiten,  in  denen  die  Dichte  q  als  eine  ge- 
gebene Function  des  Druckes  betrachtet  wird. 

Die  Differentialgleichungen,  die  in  diesem  Falle  die  un- 
bekannten Functionen,  nämlich  die  Dichte  und  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit,  bestimmen,  sind  nicht  linear,  und  ihre 
Integration  bietet  daher  grosse  Schwierigkeiten.  Es  sind  zwei 
Wege  eingeschlagen  worden,  um  diese  Differentialgleichungen  zu- 
gänglich zu  machen,  und  physikalisch  verwendbare  Resultate 
daraus  zu  ziehen.  Bei  dem  ersten  werden  die  Geschwindigkeiten 
und  die  Dichtigkeitsänderungen  der  Gastheilchen  als  unendlich 
klein  angesehen,  und  man  führt  durch  diese  Annahme  die  Diffe- 
rentialgleichungen auf  lineare  zurück,  die  in  speciellen  Fällen  eine 
Integration  gestatten,  durch  die  dann  die  wahren  Vorgänge  mit  einer 
gewissen  Annäherung  dargestellt  werden.  Die  mathematischen 
Hülfsmittel,  die  hierbei  anzuwenden  sind,  sind  wesentlich  die- 
selben, die  wir  im  fünfzehnten  Abschnitte  auf  die  elektromagneti- 
schen Schwingungen  angewandt  haben,  und  wir  gehen  hier  nicht 
mehr  darauf  ein. 

Mathematisch  von  weit  höherem  Interesse  ist  der  Weg,  den 
uns  Riemann  eröffnet  hat,  der  in  gewissen,  besonders  einfachen 
Fällen    die    allgemeinen    Differentialgleichungen    ohne    Vemach- 
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lässigung  integrirt  hat^).  Wir  versuchen,  im  Folgenden  ein  Bild 
und  einige  specielle  Anwendungen  dieser  Untersuchungen  zu 
geben. 

Die  vereinfachenden  Voraussetzungen,  die  wir  machen,  sind 
die  folgenden.  Wir  sehen  zunächst  von  der  Wirkung  äusserer 
Kräfte,  wie  z.  B.  der  Schwerkraft,  gänzlich  ab.  Der  Einflu&s 
solcher  Kräfte  wird  in  der  That  bei  Vorgängen,  wie  es  die 
Schallschwingungen  in  der  Luft  sind,  unmerklich  sein. 

Wir  nehmen  femer  an,  dass  alle  Bewegungen  nur  parallel 
mit  der  x-kxe  erfolgen  (longitudinale  Wellen)  und  dass  der  Be- 
wegungszustand in  allen  Punkten  einer  Ebene,  die  auf  der  ir-Axe 
senkrecht  steht,  derselbe  sei,  dass  also  Geschwindigkeit  nnd 
Dichtigkeit  nur  von  einer  räumlichen  Goordinate  x  abhängen. 
Wir  brauchen  hierbei  diese  Ebenen  nicht  als  unbegrenzt  anzu- 
nehmen, sondern  es  passt  diese  Annahme  auch,  sofern  man  von 
der  Reibung  des  Gases  an  den  Wänden  absieht,  auf  die  Be- 
wegung der  Luft  in  cylindrischen  Röhren,  z.  B.  in  Orgelpfeifen. 

Von  dem  Einflüsse  einer  Begrenzung  in  der  rc-Richtung  sehen 
wir  gleichfalls  ab,  denken  uns  also  die  Röhre,  in  der  eine  solche 
Bewegung  vor  sich  geht,  als  unendlich  lang. 

Den  Druck  p  nehmen  wir  als  eine  gegebene  Function  der 
Dichtigkeit  an,  und  setzen 

(1)  p  =  (p(q). 

Insbesondere  verfolgen  wir  die  beiden  in  §.  142  unterschiedenen 
speciellen  Fälle: 

(2)  q>{Q)  =  a^Q, 

wenn  wir  die  Temperatur  als  constant  annehmen  dürfen  (iso- 
thermischer Zustand,  Boyle'sches  Gesetz),  und 

(S)  9  (q)  =  a^  q\ 


^)  Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingungs- 
^veite.  Abhandlungen  der  Göttinger  GesellBchaft  der  WissenBchaften,  Bd.  VIII, 
1860.  Riemann'fl  Werke,  zweite  Auflage,  S.  156.  Vergl.  ein  Referat  von 
Christof  fei,  Fortschritte  der  Physik,  Bd.  XV,  S.  123. 

Unabhängig  von  Riemann  und  ungefähr  gleichzeitig  ist  eine  Unter- 
suchung von  £arnshaw  (Philosophical  Transactions  1860),  die  das  Problem 
in  ähnlicher  Weise  angreift,  aber  nicht  so  weit  führt.  Ein  Versuch  einer 
Verallgemeinerung  ist  von  Lipschitz  gemacht  (Grell e's  Journal,  Bd.  100, 
1885). 
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wenn  der  Vorgang  als  adiabatisch  betrachtet  wird,  worin  dann  Je 
den  Werth  1,4101  hat  (Poisson'sche  Annahme).  In  beiden 
Fällen  ist  a  eine  Constante. 

Dann  ergeben  sich  aus  §.  145  (2)  und  (4)  für  die  beiden 
unbekannten  Functionen  u  und  q  die  Differentialgleichungen: 

du    .        du  ,.  .  dlogQ 

^  ^  aiogg  ,      aiog(>  _  _du 

dt      "^  ^     dx     ~       dx' 

Nehmen  wir  für  ^  =  0  die  Functionen  u  und  log  q  als  Func- 
tionen von  X  als  gegeben  an,  so  erhält  man  aus  (4)  die  Diffe- 
rentialquotienten du/dt^  8log(>/8f  für  ^  =r  0  gleichfalls  als  ge- 
gebene Functionen  von  x^  und  durch  fortgesetzte  Differentiation 
nach  t  kann  man  auch  die  höheren  Differentialquotienten  bilden. 
Demnach  kann  man  unter  der  Voraussetzung  des  Taylor'schen 
Lehrsatzes  diese  Functionen  nach  Potenzen  von  t  entwickeln  und 
die  Entwickelungscoefücienten  sind  eindeutig  bestimmt.  Die  Ein- 
deutigkeit der  Lösung  ist  hierdurch  aber  nur  so  weit  erwiesen, 
als  diese  Voraussetzungen  zutreffen,  und  wenn  Unstetigkeiten 
eintreten,  so  wird  es  in  der  That  unter  Umständen  mehrere  Zu- 
stände geben,  die  den  Bedingungen  der  Aufgabe  formal  genügen, 
wenn  auch  von  diesen  voraussichtlich  nur  einer  physisch  mög- 
lich ist. 

Ueber  die  Function  g?  (q)  wollen  wir  im  Allgemeinen  nur  die 
Voraussetzung  machen,  dass  sie  mit  wachsendem  g  wächst,  d.  h. 
dass  eine  Steigerung  des  Druckes  immer  mit  einer 
Volumenverminderung  verbunden  ist.  Dann  ist  qp'(p) 
positiv,  und  da  nach  dem  Fundamentalsatz  der  Differentialrechnung 

(5)  ^%)--^<A»i  =  <p'(9')    ■ 

Vi 


ist,  worin  pi,  q^  zwei  verschiedene  Werthe  von  p,  und  q'  ein 
zwischen  ihnen  gelegener  Werth  ist,  so  ist  auch  dieser  Quotient 
positiv.    Desgleichen  ist  q  selbst,  seiner  Bedeutung  nach,  positiv. 

§.  175. 
Fortpflanzung  von  Unstetigkeiten. 

Aus  den  Differentialgleichungen  (4)  sind  u  und  q  als  Func- 
tionen von  X  und  t  zu  bestimmen,  wenn  diese  Grössen  in  einem 
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Augenblick  ^  =  0  als  Functionen  von  x  gegeben  sind.  Sind 
diese  Anfangswerthe  stetige  Functionen  von  x^  so  werden  sie 
sich  zunächst  diesen  DifiPerentialgleichungen  gemäss  ändern,  aber 
es  wird,  wie  wir  später  noch  sehen  werden,  in  den  meisten  Fällen 
eintreten,  dass  sie  im  Laufe  der  Zeit  in  unstetige  Func- 
tionen von  X  übergehen.  Von  da  an  genügen  dann  die  Diffe- 
rentialgleichungen allein  nicht  mehr,  um  den  ferneren  Verlauf 
der  Functionen  zu  bestimmen.  Es  muss  für  diesen  Fall  durch 
besondere  Betrachtungen  das  Gesetz  der  Fortpflanzung  der  ün- 
stetigkeiten  ermittelt  werden. 

Es  sei  also  zur  Zeit  ^  bei  a?  =  |  eine  Stelle ,  wo  sich  die 
Functionen  u  und  q  unstetig  ändern  und  wir  nehmen  zu- 
nächst an,  dass  sich  eine  solche  Unstetigkeitsstelle 
einheitlich,  d.  h.  ohne  sich  in  mehrere  Unstetigkeits- 
stellen  zu  theilen,  mit  der  Zeit  fortbewege.  Das  Gesetz 
dieser  Fortbewegung  ist  aufzustellen,  und  dies  gelingt  durch  Be- 
trachtungen, die  denen  ganz  analog  sind,  aus  welchen  die  Diffe- 
rentialgleichungen selbst  abgeleitet  worden  sind. 

Wir  bezeichnen  mit  tii,  Qx  die  Werthe  der  Functionen  u,  p 
für  a;  =  I  —  0  und  mit  Wa,  Qi  die  Werthe  derselben  Functionen 
an  der  Stelle  |  -|-  0.  Im  Zeitelemente  dt  habe  sich  die  Un- 
stetigkeitsstelle um  die  Strecke  di  fortbewegt  Die  erste  der 
aufzustellenden   Bedingungen  drückt  die  Gontinuität   der  Masse 

aus.  Wir  betrachten  einen  der  a;-Rich- 
tung  parallelen  Cylinder  {XiX^  vom 
Querschnitt  o,  der  die  Stellen  |  und 
^  -\-  d^in  sich  enthält,  von  beliebiger 
aber  unendlich  kleiner  Höhe  x^  —  x^ 
(Fig.  76).  Durch  die  Grundfläche  a> 
bei  Xi  fliesst  in  der  Zeit  dt  die  Gasmasse  u^Q^rndt  in  den 
Cylinder  ein,  und  durch  die  Endfläche  a>  bei  x^  fliesst  die  Gas- 
masse u^Q2^^^  AUS*  Der  Gewinn  an  Masse  in  dem  ganzen 
Cylinder  ist  daher 

(mi  Qx  —  %  Q^  (odL 

Ist  ä|  positiv,  so  bleibt  die  Dichtigkeit  g  zwischen  Xi  und  | 
(bis  auf  eine  unendlich  kleine  Grösse)  ungeändert  gleich  q^  und 
ebenso  zwischen  |  -|-  d|  und  Xq  gleich  q^.  In  der  Strecke  d| 
ist  aber  die  Dichtigkeit  von  Q2  auf  q^  gestiegen,  und  demnach 
muss  die  zugeströmte  Masse  gleich 

(Qi  —  Qi)  ß>dS 


Fig. 

76. 
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sein.    Hieraus  ergiebt  sich  die  erste  Bedingung: 

(1)  Wi  p,  —  Wa  p2  =  (?i  —  Qi)  ji^ 

die  auch  für  negative  d^  unverändert  gültig  bleibt  Die  Ge- 
schwindigkeiten der  Gasmasse  sind  (bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen)  in  dem  Cylinder  (xi  xi)  ungeändert  geblieben,  ab- 
gesehen von  der  Schicht  d|.    Setzen  wir 

(2)  ^  =  --TV 

so  ist  V  die  relative  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  ein 
Gastheilchen,  das  die  Geschwindigkeit  u  hat,  gegen  die  Unstetig- 
keitsstelle  hin  bewegt.  Die  Bedingung  (1)  lässt  sich  dann  auch 
so  schreiben: 

(3)  QiVi  =  P2V21 

und  es  ist 

(4)  QiVi(Odt   =    Q2^i^^^ 

die  Gasmasse,  die  in  der  Zeit  dt  in  der  positiven  Richtung  durch 
die  Unstetigkeitsstelle  während  deren  Bewegung  von  |  nach  ^-j-d^ 
hindurchgedrungen  ist.  Die  Geschwindigkeit  dieser  Gasmasse  ist 
also  von  Ui  in  u^  übergegangen,  und  sie  hat  also  die  Geschwindig- 
keitszunahme tia  —  Ui  =  V2  —  Vi  erfahren.  Die  Kraft,  die  diesen 
Geschwindigkeitsunterschied  bewirkt  hat,  ist  aber  der  Druck- 
unterschied 

(5)  (pi  —  pa)  CD. 

Nach  einem  Grundgesetz  der  Mechanik  ist  aber,  wenn  eine 
Stosskraft  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  auf  eine  Masse 
wirkt,  das  Product  aus  der  Kraft  und  der  Zeit  gleich  dem  Pro- 
ducte  aus  der  Masse  und  dem  Geschwindigkeitszuwachse,  und 
es  ist  also  aus  (4)  und  (5) 

(Pi  —  P2)^<i^  =  (^2  —  ^i)  9i  Vi  G'd^ 

woraus  sich,  wenn  p  =  q){Q)  gesetzt  wird,  die  zweite  Bedingung 
ergiebt: 

(6)  q>{Qi)  —  9(p,)  =  (v^  —  Vi)piVi. 

Aus  (6)  erhält  man,  wenn  man  Vq  durch  (3)  eliminirt: 
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(7)  ' 

und  in  diesen  beiden  Ausdrücken  muss  das  Vorzeichen  nach  (3) 
übereinstimmen.    Aus  (7)  erhält  man  endlich  durch  (2): 


9  iQi)  - 
Pi  — 

9(P2) 

'p, 

9'(Pi)  — 

9(9«) 

(8)  ^^^^^-v^ITE^ZEEm 

dt  r  Pi         Qi  —  92 

=  y,  +i/gi  y(gi)  —  y(gg) 
'     r  9i      ^1  —  Qi 

woraus  noch  folgt: 


Gelten  die  oberen  Zeichen,  so  ist  d^/dt  grösser  als  Ui  und 
U2  und  die  Unstetigkeitsstelle  bewegt  sich,  relativ  zu  der  Gas- 
masse, in  der  Richtung  der  positiven  a;-Axe.  Aus  (9)  folgt,  dass 
tij  —  Ws  und  Q^  —  ^2  das  gleiche  Zeichen  haben.  Wir  nennen 
in  diesem  Falle  die  Unstetigkeit  einen  vorwärts  schreitenden 
Stoss,  womit  nicht  gesagt  sein  soll,  dass  d^/dt  positiv  sein 
müsste. 

Gelten  in  (8)  und  (9)  die  unteren  Zeichen,  so  sprechen  wir 
in  demselben  Sinne  von  einem  rückwärts  schreitenden 
Stosse.  In  diesem  Falle  haben  Ui  —  u^  und  q^  —  ^3  entgegen- 
gesetzte Zeichen.  Wir  haben  hiernach  vier  Fälle  zu  unter- 
scheiden: 

Vorwärts  schreitende  Stösse: 

1.  Ui  —  Wa  >  0,    Qi  —  92  >  0,     Verdichtungsstoss, 

2.  Ui  —  W2  <  0,    Qi  —  Qi  <C  0,    Verdünnungsstoss; 

Kückwärtsschreitende  Stösse: 

3.  Ui  —  M2  >  ö,    Qi  —  Q2  <i  0,     Verdichtungsstoss, 

4.  Wj  —  W2  <  Ol    Qi  —  (>2  >  Ol    Verdünnungsstoss. 

In  den  Fällen  1.,  3.  bewegen  sich  die  Gastheilchen  zu  beiden 
Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  gegen  einander,  und  die  dich- 
teren Theile  folgen  den  weniger  dichten  (in  der  Richtung  des 
Fortschreitens  des  Stosses).     Es  werden  die  Gastheile,  die   von 
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dem  Stosse  erreicht  werden,  eine  plötzliche  Verdichtung 
erfahren. 

In  den  Fällen  2.  und  4.  bewegen  sich  die  Gastheilchen  zu 
beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  aus  einander.  Im  Fort- 
schreiten des  StoBses  erfahren  die  Gastheile  eine  plötzliche 
Verdünnung.  Wir  werden  später  noch  sehen,  dass  die  Ver- 
dünnungsstösse  in  der  Natur  nicht  vorkommen. 


§.  176. 
Eine  particulare  Lösung. 

Wir  wollen  nun  den  allgemeinen  DiiFerentialgleichungen  für 
die  Bewegung  des  Gases: 

du    .       du  ,.  .dlogQ 

(1) 

^  ^  8 logg  ^^_P3_Q_  _  _  ^ 

dt    '^^    dx    ~      dx 

unter  der  speciellen  Annahme  zu  genügen  suchen,  dass  u  eine 
Function  von  q  allein  sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  er- 
geben die  Gleichungen  (1): 

du 


(d\ogQ  d\ogQ\  _  dlogQ 

diogQ  [-dir  +  ^  ~d~x-)  =  ^  ^  (^^   dcT^ 

dlogQ  _.        dlogQ  du     8 logg 

dt      ~         dx  dlogg     dx    ' 

und  daraus  ergiebt  sich,  wenn  nicht  q  constant  ist:   • 

Wir*  führen  eine  Function  /(g)  durch  die  Gleichung  ein: 

(4)  /(P)  =  jVTtorfiogp, 

worin  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  und  die  Integrations- 
constante  irgendwie  festgelegt  ist.  Es  wird  z.  B.  für  das  Boyle'- 
sche  Gesetz  [§.  174  (2)]: 

(5)  /(^)  =  alogg, 

oder  für  das  Poisson'sche  Gesetz  [§.  174  (3)]: 
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k  —  l 
2 


(6)  m  =  1^  9 

Dann  ergiebt  sich  aus  (3),  wenn  wir  mit  c  eine  Gonstante 
bezeichnen : 

(7)  «  =  ±/(9)  +  c, 

worin  jedes  der  beiden  Zeichen  zulässig  ist.  Für  das  obere  wird 
u  mit  wachsendem  q  wachsen,  für  das  untere  abnehmen.  Der 
eine  Fall  geht  in  den  anderen  über,  wenn  die  o;- Richtung  ent- 
gegengesetzt genommen  wird,  und  beide  Fälle  sind  also  nicht 
wesentlich  verschieden. 

Führen  wir  nun  diese  Annahme  in  die  zweite  Gleichung  (2> 
ein,  so  ergiebt  sich 

(8)  ^f-  +  [t^±V?(r)J^  =  0, 

worin  das  Vorzeichen  mit  dem  Vorzeichen  in  (7)  übereinstimmen 
muss.    Führen  wir  hierin  die  Function 

(9)  v  =  ^±  ^/V(Ö)  =  ±f{Q)  ±  ]fV(Ö)  +  c 

ein,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  (8)  mit  dri/dlogQ  multipliciren, 
für  1}  die  Differentialgleichung: 

Hierin  ist  rj  eine  gegebene  Function  von  q,  die  unter  den 
beiden  Annahmen  (5)  und  (6)  die  Ausdrücke  erhält: 

(11)  ri  =  ±a{logQ-\-l)-\-c, 

(12)  •  n  =  ±  a^k^^l  Q^ -\- c. 

Daraus  wird,  wenn  97  gefunden  ist,  q  erhalten,  und  dann  er- 
giebt sich  u  aus  (7). 

Die  Differentialgleichung  (10)  ist  von  derselben  Form  wie 
die,  die  wir  im  §.  188  und  §.  189  des  ersten  Bandes  discutirt  haben. 
Man  erhält  ihr  allgemeines  Integral  in  der  Form: 

(13)  ti=F(x-rit), 

worin  F  das  Zeichen  für  eine  willkürliche  Function  ist  oder  auch 

wenn  G  die  Umkehrung  von  F^  also  gleichfalls  eine  willkürliche 
Function  ist. 
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Zur  Veranschaulichung  denken  wir  uns  x  und  t  als  recht- 
^nklige  Coordinaten  in  einer  Ebene,  und  verlangen,  dass  17  als 
Function  des  Ortes  in  der  den  positiven  Werthen  von  t  ent- 
sprechenden Halbebene  bestimmt  werde.  Dann  können  wir  der 
Oleichung  (13)  den  Ausdruck  geben*,  dass  jedem  constanten 
ri  eine  Gerade  (14)  entspricht,  dass  also  die  Function 
ri  einen  constanten  Werth  ri\  den  sie  in  einem  Punkte 
^',  f  hat,  auf  einer  geraden  Linie  von  der  Gleichung 

<15)  x  —  it=xf  —  rft' 

unverändert  behalten  soll.  Auf  dieser  Geraden  er- 
liält  sich  nach  (11)  und  (12)  auch  ein  constanter  Werth 
q'  von  p,  und  also  nach  (7)  auch  ein  constanter  Werth 
^f/  von  u. 

Bildet  diese  Linie  mit  der  :c-Axe  den  Winkel  0*',  so  ist 

ri'  =  cotang-^. 

Diese  Gerade  ist  also  um  so  stärker  gegen  die  2;-Axe  ge- 
neigt, je  grösser  ri*  ist. 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  i^  =  »7o  ^uf  der  ganzen  a;-Axe 
gegeben.  Construiren  wir  also  von  jedem  Punkte  a^o  dieser  Axe 
aus  eine  Gerade  unter  dem  durch 

cotang  %'q  =  71q 

bestimmten  Winkel,  so  bleibt  der  gegebene  Werth  iJq  auf  dieser 
Geraden  erhalten  und  ri  ist  in  jedem  Punkte  eindeutig  bestimmt, 
so  lange  sich  nicht  zwei  solche  Geraden  in  einem  Punkte  schnei- 
den. Dies  tritt  auf  der  Seite  der  positiven  t  niemals  ein,  wenn  1^0 
eine  mit  wachsendem  x  wachsende  Function  ist,  und  dann  ist 
also  71  eindeutig  und  allgemein  bestimmt.  In  anderen  Fällen 
werden  die  Geraden  für  positive  t  eine  Enveloppe  haben,  die 
nach  (14)  durch  die  beiden  Gleichungen 

x=     G^iv)  —  V  G\n) 

dargestellt  ist,  und  die  Lösung  ist  nur  in  dem  ausserhalb  der 
Enveloppe  gelegenen  Stücke  der  a:^- Ebene  eindeutig  bestimmt 
(Fig.  74  -auf  Seite  496  des  ersten  Bandes).  Im  Inneren  der 
Enveloppe  würde  unser  Verfahren  zwei  verschiedene  Werthe  von 
71  geben,  und  in  diesem  Theile  der  Ebene  sind  also  u  und  q 
noch  nicht  bestimmt.    Wir  können  im  Allgemeinen  nicht  einmal 
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sagen,  dass   in   diesem   Stücke  die  Voraussetzung,  dass  u   eine 
Function  von  q  ist,  noch  aufrecht  erhalten  werden  kann. 

Wir  wollen  noch  den  besonderen  Fall  betrachten,  dass  17  auf 
der  X'AxQ  eine  gegebene  Unstetigkeit  bei  x  =  0  hat,  und 

für  *  =  0,        i  <;  0    sei    ?y  =  1^1, 
^    ^  =  0,        a;  >  0      „      V  =  V2^ 

dabei  wollen  wir  annehmen,  dass  tj^  und  tj^  Constanten  seien. 
Wir  haben  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

Erste  Annahme  %  <  1^2- 
Bestimmen  wir  die  Function  rj  durch  Construction  der  ge- 
raden Linien  (15),  so  erhalten  wir  zwei  Gerade  (0,  1)  und  (0,  2), 
deren  Neigungswinkel  d-^^  dj  gegen  die  x-Axe  durch 

(16)  cotang-O*!  =  i^j,  cotang'd's  =  ri2 

Fig.  77. 
t 

1 


00 


bestimmt  sind  (Fig.  77).  Es  ist  rj  constant  =  rj^  in  dem  Sector 
( —  00,  0,  1)  und  =  7J2  ^^  <äem  Sector  (2,  0,  -|-  oc).  In  dem  Sector 
(1,  0,  2)  bleibt  ri  noch  unbestimmt. 

Man  findet  aber  sehr  leicht  (vergl.  ß4  I,  S.  500),  dass  man 
der  Diflferentialgleichung  (10)  in  diesem  Sector  durch  die  An- 
nahme 


(17) 


X 


rj  =  -r  =  cotangO- 

V 


genügt  und  diese  Werthe  von  ri  schliessen  sich  an  den  Linien 
(0,  1)  und  (0,  2)  stetig  an  die  constanten  Werthe  i^j,  rj^  an. 
Hier  können  wir  also  eine  für  die  ganze  Halbebene  stetige 
Lösung  finden.    Nach  (8)  ist 

dlogQ  _  d\ogQ  elogp  _ -^ ./::777n  8 ^Qg g 


dt 


dt 


ö  X 


dx 


und  dies  ist  nach  §.  145  (1)  die  Aenderung  von  log  9,  auf  die 
Zeiteinheit  berechnet,  die  ein  bestimmtes  Gastheilchen  erleidet. 
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Nach  (4)  und  (9)  ist  aber  logp  eine  Function  von  i},  und  es  ist 

und  daraus  folgt: 


folglich,  wenn  t]  durch  (17)  bestimmt  ist: 

d  log  Q 1 

~~dt  ~  -  -    (  dlogV<p'(())V 


\      '         d  log  9 

also  nach  dem  Boyle'schen  Gesetz: 

dlog^ 1 

~~dT~  ~  ~  J 

■ 

und  nach  dem  Poisson 'sehen  Gesetz: 

d  log  Q  2 


dt    ~     (fc+i)r 

in  beiden  Fällen  ist  also  dlogg/dt  negativ,  d.  h.  die  Dichtigkeit 
nimmt  in  jedem  Gastheilchen  ab,  und  es  breitet  sich  also  von 
der  Unstetigkeitsstelle  aus  eine  stets  breiter  werdende  Ver- 
dünnungswelle aus,  deren  vorderes  und  hinteres  Ende  mit 
constanter  Geschwindigkeit  fortschreiten. 

Damit  dieser  Bewegungszustand  möglich  sei,  können  die  An- 
fangswerthe  Wj,  (>i,  «2,  P»  nicht  ganz  willkürlich  gegeben  sein, 
sondern  es  muss  zufolge  der  Gleichung  (9),  die  in  dem  ganzen 
Sector  (1,0  ,  2)  und  also  auch  an  dessen  Grenzen  erfüllt  sein  muss: 

Vi  =  th  ±  f¥JÖ^  =  ±f(Qi)  ±  }fV^  +  c, 

V2   =  «2   ±  Vg>'(92)  =  ±f(Q'2)  ±  VV((>2)  +   ^> 

also 

(19)  ^h-^h  =  ±[f(Q^)-f(Q2)] 

und  ausserdem  wegen  ^1  <  ^2* 


(20)  u,-v,<+  (V?äÖ  -  V  9'(P2)) 

sein. 

Für  das  Boyle'sche  Gesetz  werden  diese  Bedingungen 
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(21)  Wx  —  ti,  =  +  a  log  —  ,         Ui  —  Wa  <  ö, 

und  für  das  Poisson'sche  Gesetz: 


(22)  Wi  —  Ma  = 


^  {q^  -  Q2~^)  <^aik  (p  V  -  p^  '); 


also  ist,  da  2/(Ä  —  1)  >•  1  ist,  nach  beiden  AnDahmen  Wj  —  tij 
negativ  und  für  den  Fall  der  oberen  Zeichen  p^  kleiner  als  pai 
für  den  Fall  der  unteren  g^  grösser  als  p,. 

Die  Gastheilchen  werden  sich  also  an  der  Unstetigkeitsstelle 
von  einander  entfernen;  die  Unstetigkeit  löst  sich  auf,  und  es 
geht  von  ihr,  je  nachdem  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen 
gelten,  eine  vorwärtsschreitende  oder  eine  rückwärts- 
schreitende Verdünnungswelle  aus. 

Damit  ist  wieder  nicht  gemeint,  dass  diese  Welle  im  ab- 
soluten Räume  vorwärts  oder  rückwärts  schreitet,  sondern  nur, 
dass  die  Verdünnung  im  Fortschreiten  die  vor  ihr  oder  die  hinter 
ihr  liegenden  Gasmassen  ergreift. 

Zweite  Annahme  i^j  >  i^j. 

In  diesem  Falle  würde  die  Construction  mit  den  geraden 
Linien  in  dem  Sector  (1,  0,  2)  zwei  verschiedene  Werthe  von  ri  er- 
geben. Dieser  Widerspruch  kann  nur  dadurch  gelöst  werden, 
dass  von  der  Unstetigkeitsstelle  eine  Unstetigkeitslinie,  also 
ein  Verdichtungsstoss,  ausgeht,  der  den  Bedingungen  des  §.  175 
genügen  muss.  Diesen  Fall  werden  wir  im  nächsten  Paragraphen 
allgemeiner  erledigen,  und  brauchen  daher  hier  nicht  näher 
darauf  einzugehen. 


§.  177. 
Das  Riemann'sche  Beispiel. 

Diese  Resultate  gewähren  die  Mittel,  um  das  von  Riemann 
gegebene  Beispiel  (Art.  7  der  Riemann'schen  Abhandlung,  ge- 
sammelte Werke,  S.  168)  allgemein  durchzuführen.  Die  Rie- 
mann'sche  Annahme  besteht  darin,  dass  zur  Zeit  ^  =  0  zwei 
Gasmassen  mit  den  constanten  Geschwindigkeiten  und  Dichtig- 
keiten t«i,  Q^\  u^t  Pa  ^^  einer   Ebene  x  -^  0  zusammenstossen. 
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Wir  werden  im  Folgenden  für  alle  Annahmen  über  diese  Grössen 
eine  Lösung  der  Differentialgleichungen  finden,  die  für  ^  =  0  stetig 
in  diesen  Änfangszustand  übergeht,  und  die  überall,  wo  sie  un- 
stetig ist,  den  im  §.  175  entwickelten  Gesetzen  gehorcht. 

Zur  Erleichterung  der  Anschauung  behalten  wir  die  Dar- 
stellung Yon  X  und  t  durch  rechtwinkelige  Coordinaten  in  einer 
Ebene  bei. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erhalten  wir  aus  der  einfachen 
Bemerkung,  die  theils  evident  ist,  theils  sich  aus  den  Be- 
trachtungen des  vorigen  Paragraphen  ergiebt,  dass  die  all- 
gemeinen Differentialgleichungen  des  Problems  in  einem  Theile 
der  aJ^-Ebene  befriedigt  sind,  wenn 
a)  u  und  q  constant  sind, 
die  beiden  Gleichungen 

w  =  ±/(p)  +  c, 


b) 


X 


«  =  TV«P'(?)  +  y, 


wonn 


f(.Q)  =  j  i<p\9)d\ogff,  [§.  176,  (4),  (7),  (9),  (17)] 

zugleich  befriedigt  sind,   und  wir   zeigen    nun,    dass    sich   alle 
Möglichkeiten  unter  den  folgenden  vier  Fällen  unterbringen  lassen. 

L   Zwei  Verdichtungsstösse: 

Annahme:  Von  der  Unstetigkeitsstelle  laufen 
zwei  Verdichtungsstösse  mit  constanter  Ge- 
schwindigkeit, der  eine  vorwärts,  der  andere 
rückwärts. 

Fig.  78. 
t 


^2,9% 


Vor  dem  ersten  Verdichtungsstösse  bleiben  die  constanten 
Werthe  Wj,  q^^  hinter  dem  zweiten  die  constanten  Werthe  Wi,  pi, 
zwischen  diesen  herrschen  constante  Werthe  u\  q'  der  Func- 
tionen Uy  p,  die  noch  zu  bestimmen  sind. 

Biemftnn-Weber,  Partielle  DifforentialglelchangeD.    II.  q\ 
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Sind  £i,  I2  di6  Abscissen  dieser  Verdichtungsstösse,  80  ist 
(Fig.  78  a.  V.  S.): 

(1)  -^  =  cotang<&i,      -^  =  cotang^,. 

Nach  §.  175  (8)  ergeben  sich  hierfür  die  Bedingungen: 
cotangd,  =  «,  -  AlZn^ESl 

r  9i      g  —  gl 

r  p'      g'  —  gl     ' 

(2)  

cotang*,  =  «,  +  r/pr^ESM 

r  p«       g  —  gj 


~  „'  _li/p?  y  (gQ  —  <p  (p«) 
r  g'       p'  —  g»    ' 


und  zugleich  muss,  da  wir  Verdichtungsstösse  haben  wollen,   q' 
grösser  als  Qi  und  ^2  sein.    Demnach  ergiebt  sich  aus  (2): 


„      „,  _  i/(g'-gO[y(g')-y(g.)] 

(3)  ^  ^ l^ 

„'     ,,  _  i/(g'  —  gji)  b^  (g')  —  y  (gj)] 


und  daraus  durch  Addition: 


(4)  u 


1  —  ^2  —   1/ -r- 

r QQi 

+  F  ^'^9. 

Man  bemerkt  nun,  dass  die  Function 

{q  —  Q\)W(q)  —  y(gi)] 
QQi  ' 

wenn  ^  >  pi  ist,  mit  q  zugleich  wächst,  denn  ihr  nach   q   ge- 
nommener Differentialquotient 

^[y(g)-y(gi)]  +  ^-^y'(g) 

ist  unter  dieser  Voraussetzung  positiv. 

Wenn  also  q'  grösser  als  der  grössere  der   beiden  Werthe 
9i,  Q2  is^i  so  wächst  die  rechte  Seite  von  (4)  mit  q'  zugleich, 
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und  es  folgt,  dass,  wenn  die  Gleichung  (4)  erfüllbar  sein  soll: 

I.   u,  - u,>]/^?^  92)[y(gi)  -  yB 

sein  muss.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  giebt  es  einen  und 
nur  einen  Werth  von  9',  der  grösser  ist  als  der  grösste  der 
beiden  ^1,  q^  ^^^  ^^^  ^^^  Bedingung  (4)  genügt  1).  Hat  man  q\ 
so  findet  man  aus  einer  der  beiden  Gleichungen  (3)  den  zu- 
gehörigen Werth  von  u\ 

Es  ist  hier  a^  —  U2  positiv;  es  müssen  sich  also,  damit  dieser 
Fall  eintrete,  zu  Anfang  die  beiden  Gasmassen  einander  ent- 
gegenbewegen, und  zwar  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  eine  von 
den  Anfangswerthen  der  Dichtigkeit  abhängige  Grenze  über- 
schreiten muss. 

Aus  den  zweiten  Darstellungen  von  cotang'9'i,  cotang'O'jf  in 
(2)  ergiebt  sich 

cotang-ö-a  >  cotang-ö*!, 

wie  es  in  der  Figur  78  angenommen  ist 

Als  Grenzfall  ist  noch  der  zu  erwähnen,  wo 


(5)         «,-«,  =  r/(gx  -  g^)  Ly  (gl)  zL^m 

ist.  Ist  dann  pi  >>  ^2»  so  genügen  wir  den  Bedingungen  (3), 
wenn  wir  ^'  =  p^,  u'  =  u^  setzen,  und  es  bleibt  also  nur  ein 
vorwärtsschreitender  Verdichtungsstoss  übrig.  Ist  aber 
9\  <C  P21  80  bleibt  nur  der  rückwärtsschreitende  Ver- 
dichtungsstoss. 

IL    Zwei  Verdünnungswellen. 

Annahme:  Von  der  Unstetigkeitsstelle  laufen 
zwei  Verdünnungswellen,  die  eine  vorwärts, 
die  andere  rückwärts. 

Wir  lassen  vom  Nullpunkt  (Fig.  79  a.  f.  S.)  vier  gerade  Linien 
1,  2,  3,  4  unter  den  Winkeln  %'i^  -ö'ai  '^s»  '^4  gög^n  die  positive 
a;-Axe  auslaufen  und  nehmen  an,  in  dem  Sector  ( —  00,  0,  1) 
seien  u,  q  constant  gleich  den  gegebenen  Anfangswerthen  t^j,  q^^ 
ebenso  in  (4,  0,  -f-  00)  gleich  w,,  pji  in  (2,  0,  3)  seien  ti,  q  gleich- 
falls constant  =  u\  q\  die  aber  noch  zu  bestimmen  sind.     In 


*)  Für  das  Boyle'sche  Gesetz  ergiebt  sich  für  ^'  eine  quadratische 
Gleichung. 

31* 
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den  Sectoren  (1,  0,  2)  und  (3,  0,  4)  werden  die  Functionen  w,  q 
nach  b)  bestimmt,  und  zwar  so,  dass  u,  q  im  ganzen  Gebiete 
stetig  sind. 

Fig.  79. 


"2,(>a 


+  x 


(6) 


Es  ist  also,  wenn  c  und  c'  Gonstanten  sind: 
in  (—  00,  0,  1)  :  ti  =  w,,  q  =  q^^ 

in  (1,  0,  2)  :u  =  -/(p)  +  c  =  \'V'(q)  +  j , 

in  (2,  0,  3)  :u  =  u\  q  =  q\ 

in  (3,  0,  4) 
in  (4,  0,  +  Qo)  :  u  =  Wj,  Q  =  Q2 


t^=/(9)  +  ^  =  -V9'(p)  +  f, 


Die  Forderung  der  Stetigkeit  an  den  Linien  (0  1),  (0  2),  (0  3), 
(04)  ergiebt  nun  folgende  Bedingungen: 

1.  Ml  =  —f{Qi)  +  c=       Vy'(pi)  +  cotang a-j, 

2.  u'  =-f(Q')  +  c=       ^ip'(Q')  +  cotang  «•„ 
^^       3.    ti'=       /(gO  -h  0^=  -  \^VW)  +  cotang  ^8, 

4.    Wj  =       /(92)  +  c'=  —  V9'((>2)  4-  cotang  0-4, 
und  aus  diesen  acht  Gleichungen  sind  die  acht  Unbekannten 

c,    c',    m',    q\    -^1,    -e-a,    -0-3,    'd'^ 

zu  ermitteln.    Wir  eliminiren  zunächst  die  Constanten  c,  &  und 
erhalten 

(8) 

und  daraus 

(9)  «!-«,  =  2/(p')  -  /(pO  -/(p,). 

Da  es  sich  hier  um  Verdünnungswellen  handelt,  so  ist  g* 
kleiner  als  der  kleinere  der  beiden  Werthe  Pi,  pj.  Es  ist  aber 
der  DiflFerentialquotient 
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(10)  fi9)  =  ^-^> 

positiv  und  daher  /(q)  eine  mit  abnehmendem  g  abnehmende 
Function.    Es  folgt  also  aus  (9): 

j,     ^1  — ^2<fiQ2)—f{Qi)<0,    für  (>A  >  92, 
Wi  —  lia  </(9,)  — /(^aX  0,       „     92  >  Pii 

also  ist  Wi  —  t*a  negativ  und  dem  absoluten  Werthe  nach  grösser 
als  eine  von  den  Dichtigkeiten  abhängige  Grösse.  Es  müssen 
sich  also  hier  die  Gastheilchen  zu  Anfang  an  der  Unstetigkeits- 
stelle  von  einander  entfernen.  Wenn  das  Boyle'sche  Gesetz 
gilt,  so  ist/ (9)  =  alog9  und  kann  also,  wenn  q  klein  genug 
ist,  unter  jeden  Werth  heruntersinken.  Wenn  also  die  Be- 
dingung IL  erfüllt  ist,  so  giebt  die  Gleichung  (9)  für  jeden  Werth 
von  ti^  —  w,  einen  und  nur  einen  Werth  von  q*  1). 

Wenn  q'  bestimmt  ist,  so  erhält  man  aus  einer  der  beiden 
Gleichungen  (8)  den  zugehörigen  Werth  von  u\  der  zwischen  Ui 
und  U2  liegt,  und  die  Gleichungen  (7)  ergeben  die  Gotangenten 
der  Winkel  -ö", ,  O-j,  d-^^  0'4,  d.  h.  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der  Grenzen  der  Verdünnungswellen.    Man  findet  daraus 

cotang-d^a  —  cotang-^i  =  u'  —  ti^  -(-  ^(p'(Qi)  —  V  9'  (q')^ 

(11)  cotang-O-j  ^-  cotang-ö-a  =  2  V^'Cp')' 

cotang'^4  —  cotang-ö-g  =  U2  —  u'  -\-  V  9'  (92)  —  V^'C^O» 
und  diese  Differenzen  sind,  wie  es  sein  niuss,  alle  positiv 2).    Die 


*)  Bei  der  Poisson'schen  Annahme  g:(Q)  =  a*  q'^  wird 

.,  ,        2aVk     -j- 

und  nähert  sich,  weil  Ä;  >-  1  ist,  mit  abnehmendem  g  der  Grenze  Null. 
Demnach  hat  die  Gleichung  (9)  nur  dann  eine  positive  Wurzel  ^',  wenn 

u,  —  w,  >  —  f(Qi)  —  /((>,) 

ist.  Nähert  sich  «i  —  u^  dieser  Grenze,  so  nähert  sich  q'  der  Grenze 
Null,  und  es  treten  Verhältnisse  ein,  bei  denen  sich  unter  Voraussetzung 
des  adiabatischen  Zustandes  die  Temperaturen  dem  absoluten  Nullpunkt 
nähern  würden.  Hier  ist  zweifellos  die  Annahme  eines  adiabatischen  Vor- 
ganges nicht  mehr  zulässig. 

*)  Wenigstens  wenn  nicht  nur  g)(Q)y  sondern  auch  g/ (q)  als  eine  mit 
Q  wachsende  oder  mit  wachsendem  q  nicht  abnehmende  Function  voraus- 
g^'setzt  wird,  wie  es  bei  beiden  speciellen  Annahmen  über  (p  (q)  der  Fall  ist* 
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Linien  1,  2,  3,  4  folgen  also  in  der  Weise  auf  einander,  wie  es 
die  Fig.  79  angiebt. 

III.    Ein  Verdichtungsstoss  und  eine  Verdünnangs- 
welle. 
Annahme:    Von    der  Unstetigkeitsstelle    läuft    ein 
Verdichtungsstoss  nach  vorwärts  und  eine  Ver- 
dünnungswelle nach  rückwäts: 

Qi  >  Pa- 

Wir  ziehen  in  der  a:^-Ebene  drei  Gerade  unter  den  Winkeln 
^n  ^21  ^s  gegen  die  rc-Axe.    Die  Gerade  (0  3)  entspricht  dem 

Fig.  80. 


"2,(>J 


+  00 


Verdichtungsstosse,  der  Sector  (1,  0,  2)  der  Verdünnungswelle. 
Es  sei 


in  dem  Sector  ( —  oo,  0,  1)  :  u  =  Wj,    q  =  Qi  constant, 


7? 


(1,  0,  2) 
(2,  0,  3) 


X 


:  w  =  m',     p  =  q'  constant, 
„     „  .       „       (3,  0,  oo)      :  u  =  tig,    9  =  Ps  constant 

An  (0  1)  und  (0  2)  sollen  u  und  q  stetig  sein,  an  (0  3)  ist 
nach  §.  175  (8): 

dt 


(12) 


dt 


=  cotang-d-g  =  u'  -\- 


\JQ^  y((>0  —  y(p2) 


^^  f  9-2        Q'  —  92 
Die  Stetigkeit  an  (0  1),  (0  2)  verlangt: 

Wi  =  —f{Qi)  +  c  =  V>'(Pi)  +  cotang-^i, 

t^'  =  -  /(P')  +  c  =  \V(9l  +  cotang^,, 
und  da  es  sich  um  einen  Verdichtungsstoss  und  eine  Verdünnungs- 
welle handelt,  so  muss  Pa  <  9'  <  9i  sein. 
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Aus  (12)  und  (13)  ergiebt  sieb 

«i-«'=/(p')-/(9.). 


(14)  "         "'  -  ^^         ^'^  \   Q'  Q>  (Q'  -  Qd 

_  i/(p'  — 9ii)[y(9')  —  y(ga)J 

und  daraus 


-f- 


(15)  u.  -  i«.  =  /(,')  -  /(,,)  +  ^w-^^n'p(9')-<Pi9.i\ . 

Die  Differentiation  nach  q'  zeigt,  dass  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  von  (15)  zugleich  mit  q'  wächst  und  er  wächst  also, 
während  q'  von  Q2  ^^^  9i  S^^^  ^^^  einer  unteren  zu  einer  oberen 
Grenze.    Soll  also 

(16)  ^2  <  P'  <  Qi 

sein,  so  muss 


in,    f{Q2)-f(Qi)  <Wi-t*2< 


1  /  (Qi  —  Qd  [y  (gl)  —  y  (gpl 


sein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  giebt  es  einen  und 
nur  einen  der  Gleichung  (15)  genügenden  Werth  von  q'.  Ist  9' 
gefunden,  so  ergiebt  eine  der  Gleichungen  (14)  den  zugehörigen 
Werth  von  u'  und  schliesslich  erhält  man  aus  (12)  und  (13)  die 
Winkel  -O^i,  '©•g,  -ö'g.    Es  ergiebt  sich  aus  (13) 

cotang^a  -  cotang^,  =  f(Qi)  —/(q')  +  V  9>'  (pi)  ~  V  9'  (^0. 
also  positiv  und  aus  (12)  und  (13) 

cotang^3  -  cotaog^,  =  YVW)  +  ^f^^^^^ 

also  ebenfalls  positiv.  Es  folgen  also,  wie  wir  angenommen 
haben,  d'i^  -ö'a,  -O's  von  links  nach  rechts  auf  einander. 

Hier   ergiebt  sich   der   Grenzfall   einer   einzigen    rück- 
wärtslaufenden Verdünnungswelle,  wenn 

ü,  —  Ma  =  /(Qü)  —f(Qi)i 
und  folglich 

IV.  Der  Fall  eines  rückwärtslaufenden  Verdich- 
tungsstosses  und  einer  vorwärtslaufendeü 
Verdünnungswelle  ist  von  dem  Fall  III.  nicht 


i 
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wesentlich  verschieden.    Er  ergiebt  sich,  wenn 
die  Ungleichungen 

IV.  /((?o  -/(,.)  <«,-%<  i/IK^iSÄ^^M 

Qi  <  92 

bestehen. 

Wir  können  uns  nun  leicht  davon  überzeugen,  dass  durch 
I.  bis  IV.  alle  Möglichkeiten  der  Werthe  von  t*i,  w^,  Qi^  q^  er- 
schöpft sind  (abgesehen  von  der  in  der  Anmerkung  zu  Seite  485 
erwähnten  Ausnahme).  Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  für  den 
Augenblick 

(pi  —  Q2)[^{qi)  —  y(g2)]  ^  jj 
Q1Q2 

Ui  —  ^2  =  ^1 

fiQi)  -  /(«•*)  =  ±A 

wobei  ^  positiv  angenommen  sein  soll,  also  das  obere  Zeichen 
gilt  für  ^1  >>  pa,  das  untere  für  Qi  <i  92«    Dann  haben  wir 

den  Fall     I,  wenn       v  >  JS, 
„        „     III,       „         E  >  V  >  —  z^,     9i>  Qi, 
n       ^     IV,       „         E  >  t;  >  —  -^,     Pi  <  92, 

V         «11»         r^    —  ^>V. 

Die  hier  besprochenen  vier  Fälle,  die  sich  unter  der  An- 
nahme ergeben  haben,  dass  die  Anfangswerthe  der  Functionen 
M,  Q  in  zwei  Abtheilungen  je  die  constanten  Werthe  Wi,  Qi  ;  ttj,  g^ 
haben,  geben  aber  auch  das  Verhalten  in  der  Nähe  irgend 
einer  Unstetigkeitsstelle  im  ersten  Augenblick,  also  für 
unendlich  kleine  Werthe  von  x  und  ^,  wenn  Wi,  p^;  Wg,  g^  die 
Werthe  von  m,  q  zu  beiden  Seiten  der  Unstetigkeitsstelle  x  =  0 
bedeuten,  auch  wenn  die  Anfangsverthe  von  u  und  q  sonst  nicht 
constant  sind.  Es  laufen  von  einer  solchen  Unstetigkeitsstelle,  je 
nach  den  Werthen  von  t^,  Qi]  Wg,  q^^  zwei  Verdichtungsstösse, 
zwei  Verdünnungswellen  oder  ein  Verdichtungsstoss  und  eine  Ver- 
dünnungswelle aus,  die  aber  im  Allgemeinen  nicht  constante  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten hahen. 

Die  Integration  ist  in  diesen  allgemeinen  Fällen  zur  Zeit 
noch  nicht  möglich,  weil  es  sich  um  die  Erfüllung  von  Grenz- 
bedingungen an  Curven  handelt,  die  nicht  von  vornherein  gegeben 
sind,  sondern  selbst  zu  den  Unbekannten  des  Problems  gehören. 
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§.  178. 
Die  Energie  des  Gases. 

Gegen  die  Rie mann' sehe  Theorie  der  Fortpflanzung  von 
Unstetigkeiten  ist  von  Lord  Rayleigh  ein  Einwand  erhoben 
worden  1),  der  sich  darauf  gründet,  dass  die  Formeln  in  gewissen 
Fällen  einen  Verlust  und  selbst  einen  Gewinn  an  Energie  zu  er- 
geben scheinen.  Um  diesem  Einwand  zu  begegnen,  müssen  wir 
auf  den  Ausdruck  für  die  Energie  einer  bewegten  Gasmasse  ein- 
gehen. 

Wenn  wir  die  Euler'schen  Gleichungen  für  eine  bewegte 
Gasmasse  [§.  145  (2)]  der  Reihe  nach  mit  t«,  t;,  w  multipliciren 
und  dann  addiren,  so  ergiebt  sich  nach  der  Bezeichnung  [§.  145 
(1)],  wenn  wir 

(1)  C/a  =  Ii2  _|_  ^2  _j.  ^2 

setzen : 

^..     1  du«        ^         ^         ^  1  /    8i>  ,      ÖP   I       8p\ 

(2)    ö  T2 ^w  —  Yv  —  Zw  = ("^T^  +  ^^-r^T^)' 

^  ^    2    dt  Q\dx^dy^da/ 

Ist  V  die  Kräftefunction ,  die  wir  als  blosse  Function  des 
Ortes  voraussetzen,  also  8F/9^  =r  0,  so  ist 

dx'  dy'  dz' 

und  daher  nach  (2) 

/Q\         d{\U^  —  V)  l  /    dp    .       dp    ,       dp\ 

^  ^  dt  Q  \    dx    ^      dy  de) 

Es  sei  nun  dm  ein  bewegtes  Massenelement  und  dx  das  von 
ihm  erfüllte  Volumen,  also 

(4)  d  m  =  p  d  r. 

Es  ist  dann  dm  von  der  Zeit  unabhängig,  dx  aber  mit  der 
Zeit  veränderlich.  Wir  multipliciren  die  Gleichung  (3)  mit  dm 
und  integriren  über  einen  beliebigen  Tbeil  m  der  bewegten 
Masse,  der  im  Augenblick  t  den  Raum  x  einnimmt. 

Es  ist  dann  x  durch  eine  an  Gestalt  und  Lage  mit  der  Zeit 
veränderliche  Fläche  0  begrenzt,  deren  Elemente  wir  mit  d  o  be- 
zeichnen. 


*)  Rayleigh,  Theory  of  Sound.  Vol.  II,  p.  41. 
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Setzen  wir  dann  zur  Abkürzung 
(5)  {(\Ü^^V^dm  =  A, 

so  ergiebt  sich  aus  (3)  und  (4) 

und  die  rechte  Seite  dieses  Ausdruckes  können  wir  durch  ein 
schon  oft  angewandtes  Verfahren  nach  dem  Gauss'schen  Satze 
umformen.  Es  ergiebt  sich,  wenn  U  der  Geschwindigkeitsvector, 
n  die  nach  innen  gerichtete  Normale  an  dem  Element  do  und 
Un  die  Gomponente  der  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  n  be- 
deutet: 

=     pdivUdr  -|-     pündo. 
Es  ist  aber  nach  §.  145  (5) 

diyU  =  -i^, 

Q  dt 
und  daher  nach  (4): 

und  wenn  wir  nun 

setzen,  da  ätn  von  der  Zeit  unabhängig  ist: 

pdivUdr  =  —  j-      if(Q)dm, 

Setzen  wir  also 

(8)  B  =  [i^(^)dm, 

(9)  C=:{pündo, 
so  folgt  aus  (6j 

(.0)  '-i^-±-^J  =  < 
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Da  nun  Unat  die  Normalcomponente  der  Verschiebung  des 
Elementes  do  im  Zeitelement  dt  bedeutet,  so  ist  Gdt  die  Ar- 

s 

beit  des  auf  die  Oberfläche  0  von  m  wirkenden  Druckes  im 
Zeitelement  dt. 

Nach  (5)  ist  A  die  äussere  Energie  der  Gasmasse  m,  die 
sich  zusammensetzt  aus  der  kinetischen  Energie 


1 


^£7«dm 


und  der  potentiellen  Energie  der  äusseren  Volumkräfte, 

—  j  Vdm. 

Wir  bezeichnen  B  als  die  innere  Energie  der  Gasmasse  m. 
Eine  additive  Constante  bleibt  nach  der  Definition  (7),  (8)  von  B 
noch  willkürlich.  Dann  ist  nach  (10)  die  Vermehrung  d{Ä-{-B) 
der  gesammten  inneren  und  äusseren  Energie  gleich  der  Arbeit 
des  gegen  die  Oberfläche  wirkenden  Druckes. 

Da  wir  diese  Betrachtungen  auf  jeden  Massentheil  m,  also 
auch  auf  ein  Massenelement  anwenden  können ,  so  ist  ^  (q)  die 
auf  die  Masseneinheit  berechnete  innere  Energie  des  Gases, 
die  also  nur  eine  Function  von  q  ist. 

Wenn  das  Boyle'sche  Gesetz  9(9)  =  a>p  gilt,  so  ist 

(11)  i>(Q)  =  anogQ 

und  bei  dem  Poisson'schen  Gesetze  q){Q)  =  a^Q^  ergiebt  sich 


(12)  i>  (9)  =  -^4=1-  • 

Nach  dem  Gasgesetze  [§.  142  (3)]  ist,  wenn  T  die  absolute 
Temperatur  bedeutet: 

also  unter  der  Poisson'schen  Annahme 

a^Q^  =  RqT 
und  folglich  nach  (12) 

(13)  ^(p)==^4^^.. 

Es  ist  also  hier  tf^(^)  mit  der  im  Massenelement  dw  im 
Augenblick  t  herrschenden  absoluten  Temperatur  proportional, 
und  ^  (q)  kann  (da  keine  Wärme  durch  Leitung  nach  aussen  ver- 
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loren  geht)  als  die  in  der  Masseneinheit  enthaltene  Wärme- 
menge bezeichnet  werden. 

Lassen  wir  das  Boyle'sche  Gesetz  gelten,  nehmen  also 
constante  Temperatur  an,  so  müssen  wir  annehmen,  dass  die  in 
der  Masse  m  erzeugte  innere  Energie  dB  durch  Wärmeleitong 
nach  aussen  abgeleitet  werde. 

Welche  Annahme  wir  aber  auch  machen  mögen,  immer  wird, 
da  q)  (q)  wesentlich  positiv  ist,  ^  ((»)  mit  wachsendem  q  wachsen, 
und  es  folgt  also,  dass,  wenn  ein  Massenelement  yon  kleinerer 
zu  grösserer  Dichtigkeit  übergeht,  also  bei  der  Verdichtung,  seine 
innere  Energie  wächst,  während  umgekehrt  beim  Uebergange  von 
grösserer  zu  kleinerer  Dichtigkeit,  also  bei  der  Verdünnung,  die 
innere  Energie  abnimmt. 

Zu  erwähnen  ist  aber  noch,  dass  die  Anwendbarkeit  des 
Gauss' sehen  Integralsatzes  und  damit  also  die  Gültigkeit  der 
Formel  (10)  die  Stetigkeit  von  Geschwindigkeit  und 
Druck  im  Inneren  des  Raumes  r  voraussetzt 


§.  179. 
Energieverlust  durch  Stösse. 

Wir   können    die  Energie    eines    Massenelementes    der   be- 
wegten Gasmasse  noch  auf  eine  zweite  Art  berechnen. 
Setzen  wir 

(1)  Fj=F-j^=F-i^(9)-J, 

SO  lassen  sich  die  Differentialgleichungen  eines  Flüssigkeitstheil- 
chens  nach  §.  144  (1)  so  darstellen: 

(2) 

und  es  bewegt  sich  also  das  Flüssigkeitstheilchen  dtn  nach  den- 
selben Gesetzen,  wie  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einfiuss 
einer  Kraft,  deren  Componenten  dV^/dx^  dVi/dy^  dVi/da  sind. 
Die  Kräftefunction  V^  ist  beim  stationären  Zustande 
von  der  Zeit  unabhängig,  und  es  gilt  daher  der  Satz  von  der 
Erhaltung  der  Energie  für  das  einzelne  Massentheilchen  (Bd.  I, 
§.  120),  d.  h.  es  ist,  wenn  wir 


d^x 

dV, 

d^  y       d  Fl 

d^e  _  dVi 

dp  ~ 

dx  ' 

dt^        dy  ' 

dt^        dz 
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(3)         e  =  iu*-r,  =  im-v+i,(Q)  +  t 

setzen,  ®  von  der  Zeit  unabhängig.  Für  den  nicht  stationären 
Zustand  ist  nach  §.  145  (1) 

und  es  ist,  da  V  nicht  explicite  von  t  abhängt,  nach  (1) 

8  Fl 8_  f^__1.8£ 

dt  ~        dt  ]    Q    ~        Q   dt' 

Wenn  wir  also  die  Gleichungen  (2)  mit  w,  v,  w  multipliciren 
und  addiren,  so  ergiebt  sich,  wenn  wieder  U^  =  u^  -\-  v^  -\-  w^ 
gesetzt  wird: 

^^  2    dt    ~   dt  dt   ~  dt  '^  Q  dt 

und  folglich 

^^^  dt  ~  Q  dt 

Wir  bezeichnen  @dm  als  die  Gesammtenergie  des  Ele- 
mentes dm.  Sie  setzt  sich  zusammen  aus  der  äusseren  Energie 
(^U^  —  V)dmy  der  inneren  Energie  ^(9)  dm  und  einem  weiteren 
Bestandtheil  pdz.  Die  Vergrösserung  dieser  Energie  im  Zeit- 
element dt  ist  nach  (5)  gleich  der  Arbeit 

dm  dp  ^.        ,      . 
—  -dt  =  drJp, 

worin  ^p  die  Vermehrung  des  Druckes  bedeutet,  nicht  wie  sie 
in  dem  Massen element  selbst,  sondern  wie  sie  am  Orte,  wo  sich 
dies  Element  gerade  befindet,  eintritt. 

Im  Allgemeinen  ergiebt  die  Formel  (5)  durch  Integration 


dm 
dt 

dV,       dV,       dV, 
dt          dt          dt 

de        1  dp 

t 

(6)  0  _  0,  =  j  i 


^dt 


und  hierdurch  ist  also  der  Satz  von  der  Erhaltung  der 
Energie  des  Elementes  dm  ausgedrückt.  Das  Integral 
nach  der  Zeit  ist  hier  so  zu  verstehen,  dass  in  der  Function 
dp/gdt  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Massenelementes  dm  als 
Functionen  von  t  angesehen  werden. 
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Die  Formel  (6)  ist  aber  nur  unter  der  Voraussetzung  richtig, 
dass  die  Function  0  keine  sprungweise  Aenderung  erfahrt. 
Wenn  aber  dm  im  Verlaufe  der  Bewegung  eine  Unstetigkeits- 
liäche  passirt,  in  der  U  und  q  eine  plötzliche  Werthänderung 
erleiden,  dann  muss  zu  der  Formel  (6)  noch  eine  Ergänzung 
hinzutreten.  Die  Function,  die  auf  der  rechten  Seite  von  (4) 
unter  dem  Integralzeichen  steht,  ist  zwar  dann  gleichfalls  un- 
stetig; das  Integral  selbst  aber  ändert  siph  trotzdem  stetig.  Auf 
der  linken  Seite  aber  erhalten  wir  einen  Zusatz,  und  es  ergiebt 
sich,  wenn  ©j,  ©^  die  Werthe  von  O  unmittelbar  vor  und  nach 
dem  Eintritt  in  die  Unstetigkeitsfläche  bedeuten: 


^^dt 


(7)  ®_®,  +  (@^_©,)==  jl^^ 

Es  tritt  also  durch  die  Unstetigkeit  ein  Energieverlust 
von  der  Grösse  ^0  =  ®i  —  ®^  ein,  wofür  wir,  da  V  eine 
stetige  Function  des  Ortes  ist,  nach  (3)  auch  setzen  können: 

(8)  J®  =  i(ü?  -  VI)  +  t(90  -  V-  (9,)  +  ^-^. 

£s  ist  ein  allgemeines  Gesetz  der  Mechanik  (Satz  von  üar- 
not),  dass  bei  einem  mechanischen  Systeme,  bei  dem  darch  die 
Bedingungen  des  Systems  eine  plötzliche  Aenderung  der  Ge- 
schwindigkeit nothwendig  ist,  immer  ein  Verlust  an  Energie  ein- 
tritt. Vorausgesetzt  ist  dabei,  dass  die  Systembedingungen  selbst 
nicht  von  der  Zeit  abhängig  sind,  weil  diese  sonst  als  Energie- 
quellen wirken  würden.  Wenn  beispielsweise  ein  starrer  (un- 
elastischer) Körper  auf  eine  feststehende  starre  Unterlage  auf- 
fällt und  da  zur  Ruhe  kommt,  so  wird  seine  ganze  lebendige 
Kraft  vernichtet.  Hat  aber  die  Unterlage  eine  gegebene  Be- 
wegung, so  kann  selbst  ein  ruhender  Körper  durch  sie  in  Be- 
wegung gesetzt   und  ihm  so  Energie  mitgetheilt  werden. 

Um  nun  diese  Betrachtungen  auf  den  von  Riemann  unter- 
suchten Fall  der  Bewegung  eines  Gases  anzuwenden  (§.  175), 
müssen  wir  zunächst  die  Möglichkeit  auss^hliessen,  dass  die  Un- 
stetigkeitsfläche selbst  als  Energiequelle  wirkt.  Wir  erreichen 
dies  dadurch,  dass  wir  der  ganzen  Gasmasse  eine  solche  Be- 
wegung ertheilen,  dass  die  Unstetigkeitsfläche  wenigstens  in  dem 
Augenblick  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  Null  hat,  in  dem 
das  Theilchen  d  m  über  diese  Stelle  hinweggeht,  und  dies  kommt 
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darauf  hinaus,  dasB  wir  an  Stelle  der  absoluten  Geschwindigkeit 
u  des  Gastheilchens  die  relative  Geschwindigkeit  v  =  u  —  d^/dt 
gegen  die  Unstetigkeitsfläche  setzen.    Der  Energieverlust  ist  dann 

(9)  für  den  vorwärtsschreitenden  Stoss: 

je  = !(«!  -  vi)  +  *(9.)  -  v-C?.)  +  ^  _  ?^, 

(10)  und  für  den  rückwärtsschreitenden  Stoss: 

Qi  Qu 

worin  jetzt  die  Indices  1,  2  sich  auf  die  Stelle  |  —  0  und 
I  -|-  0  beziehen. 

Indem  wir  nun  einen  einheitlich  fortwandemden  Unstetig- 
keitsstoss  annehmen,  setzen  wir  in  der  ersten  dieser  Formeln 
für  Vu  ^i  die  Werthe  aus  §.175  (7)  und  erhalten  für  den  vor- 
wärtsschreitenden Stoss: 

(11)  ^®  = 

(gl  +  92) [y (gl)  -  y (92)]  ^  ^(^^)  _  ^(^^)  ^  ^M^^pSRiI 

Es  genügt  hier,  die  Poisson'sche  Annahme 


(12)  q>  (9)  =  o«  Q\         i>  (q)  =  ^-^ 

ZU  verfolgen,  aus  der  man  die  entsprechenden  Resultate  für  das 
Boyle'sche  Gesetz  durch  den  Grenzübergang  fc  =  1  erhalten 
kann.    Aus  (11)  ergiebt  sich  durch  Substitution  von  (12) 

und  wenn  wir  zur  Vereinfachung 

(13)  92=  ^Qi 
setzen: 

Setzen  wir 


F(X)  =  (A->  +  1)(1  -  k")  -  -4— f^ 


SO  ist 
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P(X)  =  X-»l(k  +  1)A*  —  Ä;A*+i  —  1], 

Lassen  wir  k  von  0  bis  1  gehen,  so  bleibt  der  letztere  Aus- 
druck positiv;  es  wächst  also  k^F'(X)  mit  k  und  da  F'(l)  =  0 
ist,  so  bleibt  JP'(^)  in  diesem  Intervall  negativ  und  F{k)  nimmt 
mit  wachsendem  k  ab.  Da  nun  F(l)  =  0  ist,  so  folgt,  dass 
F(k)  in  dem  Intervall  0  <  A  <;  1  positiv  bleibt. 

Daraus  folgt,  dass  der  Ausdruck  ^@  positiv  ist,  wenn 

(15)  9i<9i 

ist;  und  da  der  Ausdruck  (11)  für  ^0  sein  Zeichen  wechselt,  wenn  p, 

mit  (>2  vertauscht  wird,  so  wäre  ^^  0  negativ,  wenn  q^  >  Qi  wäre. 

Es  ist  also  in  dem  Falle  (9)  der  Verlust  an  Energie  nur 
dann  positiv,  wenn  pa  <  Qi  ^^t,  d.  h.  bei  einem  Verdichtungs- 
stosse.  Ein  Verdünnungsstoss  würde  mit  Energiegewinn  ver- 
bunden sein,  der  nach  dem  Garnot'schen  Satze  hier  nicht  ein- 
treten kann.  Das  Gleiche  ergiebt  sich  für  den  Fall  (10),  d.  L  für 
einen  rückwärtsschreitenden  Stoss. 

Damit  steht  im  besten  Einklang,  dass  wir  im  §.  177  alle 
Fälle  durch  die  Annahme  von  Verdichtungsstössen  erledigen 
konnten.  Verdünnungsstösse  können  zwar  den  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichungen genügen,  es  giebt  aber  für  diese  Fälle  noch 
eine  zweite  Lösung,  bei  der  keine  Unstetigkeit  vorkommt,  und 
die  mit  dem  Gesetze  der  Energie  nicht  im  Widerspruch  steht. 


§.  180. 
Das  Beispiel  von  Rayleigh. 

Lord  Rayleigh  ist  bei  seinem  Einwand  gegen  die  Rie- 
mann'sche  Theorie  der  Verdichtungsstösse  Ton  einem  Beispiel 
ausgegangen,  bei  dem  der  Zustand  der  Gasmasse  stationär  ist 

Nehmen  wir  an,  dass  bei  einer  festen  Ebene  x  =  ^  in 
einer  unendlich  ausgedehnten  Gasmasse  die  constanten  Werthe 
von  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit 

Ml,  9i      für  X  <^, 
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zusammenstossen,  so  sind  zunächst  die  allgemeinen  Differential- 
gleichungen §.  174  (4)  in  der  ganzen  Masse  befriedigt,  und  um 
auch  den  Riemann'schen  Bedingungen  für  die  Unstetigkeits- 
stelle  [§.  175  (8)]  zu  genügen,  haben  wir 


r  92      9i 


—  Q2 

zu  setzen,  und  hieraus  folgt  noch 

(2)  PiWi  =  Q^U^. 

Geben  wir  der  Quadratwurzel  das  positive  Zeichen,  so  fliesst 
das  Gas  in  der  Richtung  der  abnehmenden  x,  und  wir  haben  bei 
o:  =  I  einen  zwar  absolut  ruhenden,  relativ  zur  Gasmasse  aber 
vorwärtsschreitenden  Stoss,  der  ein  Verdichtungsstoss  ist, 
wenn  Qi  >  q^  ist. 

Wir  wollen  nun  eine  Gassäule  t  vom  Querschnitt  co  be- 
trachten, die  im  Augenblick  t  von  Xi  nach  x^  reicht,  die  ein 
Stück  der  Unstetigkeitsfläche  enthält.    Dann  ist 

Xi<i<  x^. 

Aendem  sich  Xi  und  X2  im  Zeitelement  dt  um  dxi^  do^s, 
so  ist 

(3)  dXi=Uidt^        dx2  =  U2dt 
und  wegen  (2)  ist 

(4)  —  OQ^dXi  =  —  (DQidx2  =  dfi 

die  in  der  Zeit  dt  durch  jede  der  beiden  Endflächen 
von  r  und  folglich  auch  durch  die  Unstetigkeitsfläche 
hindurchgedrängte  Gasmasse. 

Für  diese  Gassäule  wollen  wir  nun  nach  §.  178  die  Energie 
berechnen.  Wir  zerlegen  r  zu  diesem  Zwecke  in  zwei  Theile 
Ti  und  rj,  so  dass  z^  von  Xi  bis  |,  x^  von  |  bis  x^  reicht.  Da 
wir  von  äusseren  Kräften  absehen,  so  ist  V  =  0  und  aus  §.  178 
(5),  (8),  (9)  folgt,  da  Un  bei  x  =  Xi  den  Werth  %,  bei 
X  r=  X2  den  Werth  —  Mg  hat: 

(5)  Ä  =  \uiQ,(^  —  x,)(o  +  lt4  92(^2  —  1)0, 

(6)  B  =  q,iI^(qi)(^  —  x,)cj-{-  Qjt(Qi){x2  —  S)aj, 

(7)  C  =    <p  (Qi)  Wi  oj  —  9  (Q-i)  lii  o. 
Hieraus  aber  erhält  man  nach  (3)  und  (4) 

Biemann- Web  er,' Partielle  DiffereDtialgleichongen.    IL  32 
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d{A  -^B)  =  dii[\(uf  -  ul)  +  ^(pO  -  tl;(Q,)l 

Es  ist  also  die  Differenz  d{A  -\-  B)  —  Cdt  nicht  gleich 
Null,  wie  es  nach  §.  178  (10)  sein  müsste,  sondern  gleich 

di^  [k«?  -  «I)  +  HqO  -  Hq.)  +  ^-^l 

und  dies  ist  nach  §.  179  (9)  gleich  —  dfi^JS.  Wir  haben  also 
an  Stelle  der  Formel  §.  178  (10) 

d.  h.  durch  die  Arbeit  C  des  äusseren  Druckes  muss  nicht  nur 
die  Zunahme  der  Energie  A  -\-  B^  sondern,  auch  noch  der 
Energieverlust  an  der  Stossstelle  gedeckt  werden. 

Wir  können  uns  den  Vorgang,  wie  wir  ihn  hier  voraussetzen, 
auch  bei  einer  endlichen  Gasmasse  erhalten  denken,  wenn  wir 
die  Säule  r  in  eine  Röhre  einschliessen,  die  bei  Xi  und  x^  durch 
zwei  Stempel  abgeschlossen  ist,  die  sich  mit  den  Geschwindig- 
keiten Ux)  ^2  bewegen.  Hat  die  so  abgeschlossene  Gasmasse  in 
einem  Augenblick  den  hier  angenommenen,  durch  die  constanten 
Werthe  Ui,  ^i,  u^,  q^  charakterisirten  Bewegungszustand,  dann 
bleibt  dieser  Zustand  erhalten.  Der  Energieverlust  muss  durch 
die  Kräfte  wieder  ersetzt  werden,  durch  die  die  Bewegung  der 
Stempel  erhalten  wird. 

Wollten  wir  aber  Verdünnungsstösse  annehmen,  so  würde 
eine  Maschine,  wie  die  hier  beschriebene,  im  Stande  sein,  Energie 
nach  aussen  abzugeben,  was  im  Widerspruch  mit  dem  Satze  von 
der  Erhaltung  der  Energie  steht. 

Der  Bewegangsvorgang  unseres  Gases  ist  hier  nicht  um- 
kehrbar. Denken  wir  uns  in  einem  Augenblick  alle  Geschwindig- 
keiten in  die  entgegengesetzten  verwandelt,  so  wird  die  Bewegung 
nicht  in  derselben  Weise  zurückgehen,  wie  sie  vorwärts  gegangen 
ist,  sondern  die  Unstetigkeitsstelle  wird  sich  sofort  auflösen  und 
eine  Verdünnungswelle  ergeben,  wie  wir  in  §.  177  gesehen 
haben. 

Es  steht  hiernach  die  Riemann'sche  Theorie  der 
Verdichtungsstösse  im  vollkommenen  Einklang  mit  dem 
Gesetze  der  Energie. 
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Luftsohwingungen  von  endliolier  Amplitude. 


§.  181. 

Zurückführung  partieller  Differentialgleichungen  erster 

Ordnung  auf  lineare  Gleichungen. 

Die  Integration  des  Problems  der  Luftschwingungen,  die 
Riemann  gegeben  hat,  beruht  auf  der  Möglichkeit,  die  Diffe- 
rentialgleichungen §.  174  (4)  auf  lineare  Gleichungen  zurück- 
zuführen, und  es  zeigt  sich  also  auch  hier  wieder,  dass  alle 
unsere  Methoden  der  Integration  partieller  Differentialgleichungen 
nur  bei  linearen  Gleichungen  Erfolg  haben. 

Wir  wollen  hier  die  Möglichkeit  dieser  Zurückfuhrung  etwas 
allgemeiner  erörtern,  wobei  sich  die  Ursache  ergeben  wird,  wes- 
halb eine  Verallgemeinerung  dieses  Verfahrens  bis  jetzt  nicht 
zum  Ziele  geführt  hat 

Wir  nehmen  an,  es  seien  Ui,  %  zwei  gesuchte  Functionen 
der  unabhängigen  Variablen  ^,  a;^,  und  zu  ihrer  Bestimmung 
seien  zwei  lineare  und  homogene  Gleichungen  zwischen  den  vier 
partiellen  Ableitungen  du/dx  gegeben 

,-v  OXi  OXi  OXq  0X2 

OXi  OXi  OXf  OXq 

9 

Wir  können  diese  Differentialgleichungen  im  Jacobi' sehen 
Sinne  linear  nennen  (Bd.  I,   §.  63),  wenn  die    Ui,  U{,  .  .  .  ge- 

32* 


J 
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gebene  Functionen  der  vier  Variablen  Wi,  Mj,  a?i,  x^  sind.  Die 
Eigenschaft  linearer  Differentialgleichungen,  die  für  die  Integra- 
tion so  besonders  forderlich  ist,  dass  man  nämlich  aus  particu- 
laren  Integralen  durch  Addition  allgemeinere  zusammensetzen 
kann,  haben  sie  aber  nur  dann,  wenn  die  CoefEcienten  Ui,  I7a, . . . 
nur  von  den  Variablen  x^,  x^  abhängen,  und  wir  nennen 
sie  also  nur  dann  linear  im  engeren  Sinne,  in  dem  wir  dieses 
Wort  bisher  meist  gebraucht  haben. 

Nun  lassen  sich  die  Gleichungen  (1)  aber  auf  solche 
lineare  Gleichungen  im  engeren  Sinne  auch  dann  noch 
zurückführen,  wenn  die  Coefficienten  Di,  D/,  .  .  .  nur 
Yon  den  Variablen  Ui,  Uj,  nicht  von  den  Xi,  x^  abhängen, 
und  in  diesem  Falle  befinden  sich  die  Differentialgleichungen 
§.  174  (4).  Die  Zurückführung  beruht  einfach  auf  der  Ver- 
tauschung der  abhängigen  und  unabhängigen  Variablen.  Es  ist 
nämlich 

und  durch  Auflösung  dieser  in  Bezug  auf  dxiy  dx^  linearen 
Gleichungen  erhält  mau,  wenn  man 


setzt: 


(2) 


^       8«!  8tti 

8«j  8t*, 
dxi  8 /'s 

^dxi             ~-^~du. 

dx^ 

dx,  ^^- 

^dXo  —  jr-^  dui 

dxi 

8wi   . 
+  dx,  ^^- 

Daraus  ergiebt  sich 

yf  dxi            du>i 

8  M,                 8  X2  ' 

8wa 

8ui 
8a;, 

^dx^            81*2 

8U8 

8iii 

dxi 

(3) 


Substituirt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  der  Differential- 
quotienten du/dx  in  die  Differentialgleichungen  (1),  so  lässt  sich 
der  Factor  ^  wegheben  und  man  erhält 
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n     ^^2  TT     2^3  TJ    ^^l         l_     TJ     ^^l     (\ 

ötij  Olli  dttf    '         3wi 

Hierin  sind  nun  die  Uj,  u^  die  unabhängigen  Variablen  und 
Xi^  Xi  Functionen  von  ihnen.  Da  nach  der  Voraussetzung  auch 
die  GoefBcienten  {7,  ü'  nur  von  Ui,  t«a  abhängen,  so  sind  die 
Differentialgleichungen  linear  im  engeren  Sinne,  und  dies  ist  der 
Fall  der  von  Riemann  integrirten  Gleichungen. 

Man  sieht  aber  zugleich,  dass  dieser  Weg  nicht  zum  Ziele 
führt,  wenn  die  Anzahl  der  abhängigen  und  der  unabhängigen 
Variablen  grösser  als  2  ist,  weil  dann  auf  der  rechten  Seite  der 
Formeln,  die  den  Formeln  (2),  (3)  analog  sind,  nicht  mehr  ein- 
fach die  Differentialquotienten  du/dXy,  .  .,  sondern  gewisse  aus 
diesen  gebildete  Determinanten  auftreten. 


§.  182. 
Stetiger  Anfangszustand. 

Diese  allgemeinen  Principien  wenden  wir  nun  auf  den  be- 
sonderen Fall  der  Differentialgleichungen  der  Luftschwingungen 
an.  Die  Resultate,  die  sich  dann  ergeben,  sind  aber  nur  so 
lange  ausreichend,  als  der  Zustand  des  Gases  in  Bezug  auf  Ge- 
schwindigkeit und  Dichtigkeit  stetig  ist.  Es  ergeben  sich  zwar 
daraus  Kennzeichen  für  das  Eintreten  von  Unstetigkeiten ,  und 
von  da  an  gelten  dann  die  Gesetze  für  die  Fortpflanzung  der 
Unstetigkeiten,  die  sich  in  der  Differentialgleichung  §.  175  (8) 
ausdrücken.  Aber  selbst  die  Aufstellung  dieser  Differential- 
gleichung würde  erst  dann  möglich  sein,  wenn  diese  Probleme 
in  allgemeiner  Form  gelöst  wären.  Diese  Differentialgleichung 
spielt  die  Rolle  einer  Grenzbedingung,  für  die  aber  der  Ort  der 
Gültigkeit  nicht  von  vornherein  gegeben  ist,  sondern  selbst  zu 
den  Unbekannten  des  Problems  gehört.  Hier  können  wir  nur 
in  ganz  speciellen  Fällen,  zu  denen  das  Beispiel  des  §.  177 
gehört  (vergl.  auch  Bd.  I,  §.  190,  191),  die  Lösung  finden. 

Es  sei  also  jetzt,  wie  bisher,  p  =  (p^g)  das  Gesetz  der  Ab- 
hängigkeit des  Druckes  von  der  Dichtigkeit  g^  und 

(1)  f(Q)  =  ^i¥(9)dlogg. 
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Wir  führen  mit  Riemann  die  beiden  neuen  Variablen  r,  s 
ein  durch  die  Gleichungen  : 

^  ^  /(q)  —  u  =  2s.  u  =  r  —  s. 

Der  in  §.  176  discutirte  besondere  Fall  tritt  ein,  wenn  in 
einem  Gebiete  der  Variablen  x,  t  eine  der  beiden  Functionen 
r,  s  constant  ist. 

Die  Anfangswerthe  Uq^  Qo  nehmen  wir  als  gegebene  Func- 
tionen von  X  an.  Es  sind  daher  auch  die  Anfangswerthe  Tq^  Sq 
gegebene  Functionen  von  x  und  wenn  wir  also  zur  Veranschau- 
lichung die  Werthe  von  r  und  8  als  rechtwinklige  Goordinaten  in 
einer  Hülfsebene  betrachten,  so  wird  der  Anfangszustand  durch  eine 
in  der  r^-Ebene  gelegene  gegebene  Curve  C  dargestellt,  deren 
Goordinaten  als  Functionen  der  einen  Variablen  x  gegeben  sind. 

Aus  (2)  sind  /{q)  und  w,  und,  weil  /(q)  eine  mit  q  wach- 
sende Function  ist,  auch  u  und  q  selbst  eindeutig  durch  r  und  s 
bestimmt  Die  Gurve  C,  die  den  Anfangszustand  repräsentirt, 
wird  also  nur  dann  zweimal  durch  denselben  Punkt  gehen,  wenn 
Wo  und  Po  beide  zugleich  für  zwei  yerschiedene  Werthe  von  x 
denselben  Werth  annehmen. 

Es  sind  nun  zunächst  aus  den  allgemeinen  Differential- 
gleichungen §.  174  (4): 

du    .du  ,.  .  dlogg 

8 log 9    ,8  logp  _  _du 

dt     "*"        dx  dx 

Differentialgleichungen  für  r  und  s  abzuleiten.    Es  ergiebt  sich 
aber  aus  (1)  und  (2) 

o^*"       ,/-rr^81ogp    ,   8m     „8s      ,/i77r;8logg      d« 

und  wenn  man  die  zweite  Gleichung  (3)  mit  ^/(p'iQ)  multiplicirt 
und  zur  ersten  addirt  oder  von  ihr  subtrahirt,  so  folgt  nach  (4): 

^^^  ?!  =  -(.  +  V75-))  1^, 

»^  =  -  (»  -  V?«)  |i. 
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Hieraus  ergiebt  sich 

dr  =  |l[da:-(«4-V?(9))d«J, 
(6)  .  ^'^  

ds  =  |i[da;-(«-V9,'(p))d«]. 

Um  eine  klare  Anschauung  zu  gewinnen,  denken  wir  uns 
für  den  Augenblick  r  und  s  als  Functionen  von  x  und  t  be- 
stimmt und  begrenzen  in  der  a;^-Ebene  auf  der  :r-Axe  eine 
b>trecke  a/S,  in  der  die  Differentialquotienten  dr^/dx  und  dSo/dx 
keinen  Zeichenwechsel  haben;  wir  wollen  beispielsweise  annehmen, 
dass  längs  aß 

sei,  also  dass  ro  von  a  nach  ß  wächst,  während  So  abnimmt. 
Die  Gleichung 

r  =  const. 


stellt  uns  in  der  o;^- Ebene  eine  Gurre  dar,  und  nach  (6)  ist 
längs  dieser  Gurve 

dx 
und  ebenso  ist  für  eine  Gurve  s  =  const 


(8)  dx  =  (u-^iq>\Q))dt,    ds  =  2l^iq>'(Q)dt, 


er 


(9)  dx=(u-  ^9' (9)) dt,    dr=-  2j^WiQ)'it- 

Beschränken  wir  unsere  Betrachtung  auf  ein  Fiächenstück, 
in  dem  dr/dx  und  ds/dx  von  Null  verschieden  sind,  so  zeigt 
sich  aus  (7),  (8),  (9),  dass,  wenn  wir  dt  positiv  nehmen,  s  auf 
der  Gurve  r  =  const.  und  r  auf  der  Gurve  s  =  const.  abnehmen, 
und  zugleich  zeigen  die  Gleichungen  (8),  (9),  dass  das  Verhältniss 
dx/dt,  d.  h.  die  Gotangente  des  Neigungswinkels  der  Gurven- 
richtung  gegen  die  ic-Axe,  in  einem  Punkte  auf  der  Gurve 
r  =  const.  grösser  ist,  als  auf  der  durch  denselben  Punkt  gehenden 
Gurve  s  =  const.  Es  kann  also  keine  Berührung  dieser  beiden 
Gurven  stattfinden.  Ziehen  wir  also  die  Gurven  r  =  const.  und 
s  =  const.  von  jedem  Punkte  der  Strecke  aß  aus,  so  erhalten 
wir  zwei  Gurvenschaaren,  die  sich  in  der  Weise  durchschneiden, 
wie  es  die  Fig.  81  (a.  f.  S.)  zeigt,  und  die  zusammen  ein  Dreieck 
a  /5 1  erfüllen,  dessen  beide  in  a,  ß  endigenden  Seiten  die  Gleichungen 
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§.  las. 


(10)  r  =  r',        s  =  s' 

haben  mögen,  worin  r'  der  Werth  von  r^  in  a,  s'  der  Werth  von 
So  in  ß  ist. 

Dieses  Dreieck  können  wir  nun  durch  ein  anderes  Dreieck 
in  der  rs -Ebene  abbilden,  bei  dem  die  Linie  aß  einem   Stück 


Fig.  81. 


der  Curve  C  entspricht,  und  in 
dem  die   Curven 


r  =  const.,    s  =  const. 

durch  gerade  Linien,  parallel 
den  Goordinatenaxen,  dargestellt 
werden,  wie  die  Fig.  82  zeigt 
Der  Punkt  |  hat  in  dieser  Figur 
die  Coordinaten  r',  s'.  Wenn  man 
in  der  Fig.  81  die  Strecke  aß 
weiter  ausdehnt,  so  dass  z.  B. 
dso/dx  sein  Zeichen  wechselt 
dann  würde  die  Curve  C  zwischen  a  und  ß  ein  Maximum  oder 
Minimum    haben  (Fig.  83).     Dann   wird,  wie  wir  nachher  noch 


Fig.  82. 


Kig.  83. 


sehen  werden,  im  Allgemeinen  die  Integrationsmethode,  die  wir 
anwenden  wollen,  versagen. 


§.  183. 
Einführung  von  r  und  s  als  unabhängige  Variable. 

Die  Riemann'sche  Integrationsmethode  beruht  auf  der  Ein- 
führung von  r  und  s  als  unabhängige  Variable.  Um  dies  bequem 
auszuführen,  setzen  wir  zunächst  die  Gleichungen  §.  182  (6)  in 
die  Form 
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er 


dr=|l{d[a;-(«+V<p'(e))<]4-*d(u+V<p'(p))) 
(1)  ""^ 


Die  Functionen  u  -j-  V^^'C^),  w  —  V9'(p)  sind  nun  nach  den 
Formeln  §.  182  (2): 

ti  =  r  —  s,       jV<i^'(?)  ^logp  =  r  4-  .s 

als  Functionen  von  r  und  s  darstellbar,  und  es  ist 

du_         du  _ 


0  i^>'{^\  _  djog  t^)_  ^--Tj-.  8  log?  _  dlog^jp'JQ) 
dr        ~       dloßp         »^"^W      gV    —       ^wp       ' 


und  denselben  Werth  hat  8  V9'(P)/8^- 
Hiemach  ist 


und  wenn  man  also  dies  in  (1)  substituirt  und  dann  die  Coeffi- 
cienten  Yon  är,  ds  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  setzt,  so 
ergeben  sich  die  folgenden  vier  Gleichungen: 

8  r  I  8  far -  («  +  \'V{q))  t]    ,    .  (d\og]l<p''(fi)  \\ 

(2)       ^  ^^  I  8"r  "^     V-^o7r"  "^  V) 

j  _  8s  1  8  [a;- («  -Vq-'CP))  t]  _  ,  fdlogVjp'(^)  \1 

~  dx\  8s    ""  \     dlogp       "•"  Vj' 

8s  V     dlogp  / 

2_[^-_(«-J^F(?)) *i  =  _j_  ^(^logV^M  _  1 V 

8r  '      \     dlogQ  ) 

Aus  (3)  folgt 

8[a^-(w+V7(p))<]        8  [a;-  («  -  V"^^))  <]  _ 


öS  '  er 
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Diese  Gleichung  besagt,  dass 

das  YoUständige  Diiferential  einer  Function  von  r  und  s  ist,  und 
dass  wir  also,  wenn  wir  diese  Function  mit  w  bezeichnen,  setzen 
können : 

(4) 

Für  diese  Function  w^  die  nach  der  Definition  nur  bis  auf 
eine  additiye  Gonstante  bestimmt  ist,  ergiebt  sich  nun  aus  einer 
der  Gleichungen  (B)  eine  lineare  Differentialgleichung. 
Es  ist  nämlich  nach  (4) 

und  man  erhält  also  aus  jeder  der  Gleichungen  (3): 

d^w    _    _  1         /dlog^'q/Jo)  _  ,\/8u;    ,    dw\ 
'drds~  2)I'^(q)\      d\ög~Q  )\dr^ds)' 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung 


(6)  /        (äJogUi^)  _  i)  =  ^ 

setzt: 

Da  nun  m  eine  gegebene  Function  von  9,  also  auch 
von  r  -|-  s  ist,  so  haben  wir  hier  eine  lineare  homogene  Diffie> 
rentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die  unbekannte  Func- 
tion w. 

Unter  Voraussetzung  des  Boyl ersehen  Gesetzes  fp{ff)  =  a'^Q  ist 

(8)  »«  =  -2^' 

also  constant. 

Für  das  Poisson'sche  Gesetz  q){jif)  =  a*q^  erhält  man 
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woraus 

(9)  m  = 


2(fc-l)(r  +  s) 


Durch  Einführung  der  Function  w  mittelst  (4)  und  (6) 
nehmen  auch  die  beiden  Gleichungen  (2)  eine  einfachere  Ge- 
stalt an: 


d^w 


dr^      2^q>'{Q) 


/dlogVy^(p)        \/dw      dw\\ 
\     dlogQ     '^'Adr'^dsJr 


1  —  — 

~  dx 

(10)  , 

_     ^  dsld^w  1        /dUgjtp'JQ)   .  .\{du)      du)\\ 

dx\d8^      2V^^\     dlQgQ~'^   )\dr~^d8)\ 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  dr/dx  und  d$/dx  nicht  ver- 
schwinden, wenn  die  Differentialquotienten  d^w/dr^,  d^w/ds*  end- 
lich sind,  und  dass  dr/dx  oder  ds/dx  unendlich  werden,  wenn  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Gleichungen 


dr^        2)/q>'(Q) 


/dlogi(p'(Q)  j^.\/dw        dw\_ 

ds^        2f^V     dlogQ       "^    JKdr^dsJ  —  '' 

befriedigt  ist.     Diese  Gleichungen  geben  die  kritischen  Werthe 

von  r  und  s,  in  denen  die  Lösung  unstetig  zu  werden  anfangt. 

Für  den  Anfangszustand,  also  für  ^  =  0,  erhält  man  aus  (4) 


\drJo~    '       \dsJ^- 


X 


und  es  sind  also  an  der  Curve  C?  die  beiden  Differential- 
quotienten von  w  als  Ortsfunctionen  gegeben. 

Ist  dann  w  bestimmt,  so  geben  die  Gleichungen  (4)  zwei 
Integralgleichungen  zwischen  den  vier  Variablen  x,  t^  q,  u  oder 
rr,  <,  r,  8  und  damit  sind  dann  auch  die  Curven  r  =  const., 
5  ==  const.  (in  der  Figur  81)  bestimmt. 
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§.  184. 
Integration  der  Differentialgleichung. 

Die  Differentialgleichung,  um  deren  Integration  es  sich  jetzt 
handelt,  ist 

mit  den  Nebenbedingungen,  dass  an  der  Curve  C 

(2>  87  =  ^'        äl  =  -^ 

gegebene  Functionen  der  Stelle  sind.  Es  ist  daher  auch  w 
•selbst  auf  der  Curve  C  bis  auf  eine  additive  Gonstante  gegeben. 
An  dieser  Differentialgleichung  hat  Riemann  zuerst  die 
Methode  der  Integration  entwickelt,  die  wir  schon  früher  kennen 
gelernt  und  im  §.  90  auf  die  Theorie  der  schwingenden  Saite 
und  im  §.  121  auf  die  elektromagnetischen  Schwingungen  an- 
gewandt haben.  Die  im  §.  121  (2)  gegebene  Form  der  Telegraphen- 
gleichung geht  durch  die  Substitution 

t  =  a(s  +  r),        X  =  c(s  —  r) 

geradezu  in  die  Gleichung  (1)  für  ein  constantes  m^  also  für  das 
Boyle'sche  Gesetz,  über. 

Wir  wenden  den  Gauss'schen  Integralsatz  in  der  Form  an: 

worin  CT,  V  irgend  welche  stetige  Functionen  sein  können,  und 
das  Doppelintegral  sich  auf  irgend  ein  Flächenstück  der  rs-Ebene, 
das  Linienintegral  auf  der  rechten  Seite  auf  die  Begrenzung 
dieses  Flächenstückes  bezieht 

Wir  bezeichnen   mit  v   eine   einstweilen  noch   unbestimmte 
Function  von  r  und  s  und  setzen 

(4)  ü  =  t;(g^  — mu;),     F=  -  u;  (^^  +  mv). 

Dadurch  erhalten  wir 

du        dV_  _    r  d^iv /dw       dvAl 

dr  +  ds   ~^[drds        ^Kdr'^dsJ] 

/  d^v    _,    dmv  _,    dmv\ 
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und   wenn  wir  also    tür   v  jetzt  die   Differentialgleichung    fest- 
setzen : 


(5) 


d^v    j^  dmv    ,    dmv ^ 


so  folgt  aus  (1)  und  (5): 

dr  ^  8s        "' 
und  die  Formel  (3)  ergiebt 

worin  das  Integral  in  der  rs- Ebene  über 
die  Begrenzung  eines  Flächenstücks  er- 
streckt werden  kann,  in  dessen  Inneren 
die  Functionen  U,  V  stetig  sind. 

Das  Integral  (6)  erstrecken  wir  jetzt 
über  das  Flächenstück  a,  /3,  |  (Fig.  84) 
und  erhalten,  da  dr  auf  a|  und  </s 
auf  ß^  verschwindet: 


a 

j  V  (^-g^'  —  mw^  ds  —  J t<^(g|  +  niv^dr. 
Nun  ergiebt  sich  durch  partielle  Integration 


a 


und  hierdurch  erhält  (7)  die  Form: 


(8)    {vw)i  —  {vw)a  =    w  (- \-  mv\  ds  -^   \w  ( ^ 1-  mv\  dr 


'^n    (^  ~"  '^'^)  ^^  "^  ^^  (^^  "^  *^*^)  ^'^J ' 


u 
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und  wenn  wir  nun  der  Function  v  die  Grenzbedingungen  auf- 
erlegen : 

an  a|,  d.  h.  lür  r  =  r': 

(9)  ll  +  w«  =  0, 
an  /J{,  d.  h.  für  5  =  s*: 

(10)  |^  +  «.  =  0, 

im  Punkt  |,  d.  h.  für  r  =  r'^  s  =  $' 

(11)  t;  =  1, 
80  kommt: 

(12)  w^  =(vw)a  4-  \\^\^^  —  ^^jd$'^w(^^ 

u 

Damit  ist  die  Aufgabe  auf  die  Bestimmung  der  Function  t; 
zurückgeführt.    Denn  wenn  v  bestimmt  ist,  so  ist  ic^^  durch  die 

Formel  (12)  durch  die  Wertbe  dargestellt,  die  w  und  dtv/ds  an 
der  Curve  C  haben. 

Die  Function  v  ist  aber  durch  eine  ganz  ähnliche  Differential- 
gleichung, wie  i/o  selbst  [Gleichung  (5)],  bestimmt  Die  Grenz- 
bedingungen für  V  [(9),  (10)  und  (11)]  sind  aber  wesentlich  ein- 
facher, als  die  für  u;,  da  sie  gar  nichts  mehr  enthalten,  was  sich 
auf  die  Curve  C  bezieht.  Es  ist  daher  die  Function  v  für  alle 
möglichen  Anfangszustände  dieselbe. 

§.  185. 
Bestimmung  der  Function  v. 

Es  bleibt  uns  also  noch  übrig,  die  Function  v  zu  bestimmen, 
die,  wenn  r  >  r\  s  ^  s'  ist,  der  Difierentialgleichung 

,  .  d^v     .    dmv    ,    dtnv 

^^  drds'^    dr    '^    ds    ~ 

genügt,  mit  den  Grenzbedingungen 

;i     -l-  wv  =  0        für  r  =  r', 

1-  mv  =  0        für  s  =  s', 

V  =  l        für  r  ^  r',  s  =  s'. 
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Wir  betrachten  die  beiden  speciellen  Fälle: 
a)    m  =  —  ^    (Boyle'sches  Gesetz) 

ß)   ^^  =  iwi ^V7 — i — N  =  r  (Poisson'sches  Gesetz), 

^'  2(k — 1)  (r  +  s)       6^  ' 

wenn  wir  zur  Abkürzung 

fc  — 3     _  1^ 1_ 

^—  2(4— 1)~  2        fc— 1' 

(4)  r  4-  «  =  ^ 

setzen.    Immer  ist  m  eine  Function  von  6  allein. 

Die  Function  m  hängt  allein  Yon  ^,  also  nach  §.  182  (2)  nur 
von  6  ab. 

Um  die  Bedingungen  für  die  Function  t;  zu  vereinfachen, 
setzen  wir 

(5)  v  =  eV, 

worin  v  eine  noch  näher  zu  bestimmende  Function  von  r  und  s 
ist.  Führen  wir  diese  Annahme  in  die  Grenzbedingungen  (2) 
ein,  so  erhalten  wir 


ds 

dv 


dr 
Wenn  wir  also 


^L^4.^\v=0    für  r  =  r', 
j^(fn-j-p.\v=0    für  s  =  s'. 


a 
mda 


setzen,  so  werden  diese  beiden  Bedingungen  einfach: 

(6)  -/-  =  0    für  r  =  r',      ^  =  0    für  s  =  s\ 
^  OS  dr 

und  zugleich  ist    F=  1   für  <f  =  6\   wenn  wir  <f'  =  r'  -j-  s' 
setzen. 

Die  Bedingungen  (2)  reduciren  sich  also  nach  (7)  darauf 

(7)  dass  V  constant  gleich  1  sein  soll  an  den  bei- 
den Schenkeln  des  Winkels  a|/3. 
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Wir  haben  noch  aus  der  Differentialgleichung  (1)  durch  die 
Substitution  (6)  eine  Gleichung  für  V  abzuleiten ,  und  die  ein- 
fache Rechnung  ergiebt: 

(8)  ^  +  (4^_^Af  =  0. 

Diese  Gleichung  soll  nun  für  das  Innere  des  Quadranten  a$^, 
d.  h.  für 

SO  integrirt  werden,  dass  sie  an  der  Grenze  dieses  Gebietes  den 
Constanten  Werth  1  erhält. 

Wir  wollen  eine  neue  Variable  z  durch  die  Gleichung  ein- 
führen: 

(9)  ^  =  ^(s  — s')  (r  —  r'), 

worin  ft  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  ö  ist.  Die 
Function  ^er  ist  für  r  =  r'  und  für  s  =  s',  also  an  der  Grenze 
des  Gebietes  =  0,  und  hat  im  Inneren  des  Gebietes  das  Vor- 
zeichen von  ft.  Nach  (6)  und  (7)  ist  also  V  so  zu  be- 
stimmen, dass  es  für  ;ef  =  0  den  constanten  Werth  1  erhält. 
Wir  machen  den  Versuch,  der  Differentialgleichung  (8)  durch 
eine  Function  Y  von  e  allein  zu  genügen.  Wenn  wir  unter 
dieser  Voraussetzung  die  Differentialquotienten  nach  r  und  s 
bilden,  so  ergiebt  sich: 

8F     _     dV    /dlogji 1_\ 

ar      ~d\o%ß\    d6     '^  r—r'J' 

d^F  _    d^V    /d  log  fL  1     \  /d  log  fi  1     \ 

drds~  d\ogjs^\    da       '    r— r7  \    d6       '    s  — s'/ 

,       dV    da  loK  f* 
•"   älogjBr      döa      ' 

und  die  Gleichurg  (8)  geht  also  in  folgende  über: 

d^y    (dlofTfi l    \  /dlogfi ]_\ 

dlog^2\    dö      ~^r  —  r'J\    d6      '^  s  —  s'J 

■^    d  log  ;8r       d  (J2        '    V  d  ö  /  ' 

oder,  indem  man   die  beiden  Klammern  im  ersten  Gliede  aus- 
multiplicirt  und  js/^  für  (r  —  r')  (s — s')  einführt: 
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(10 


Dies  geht  in  eine  lineare  Differentialgleichung  für  die  Func- 
tion V  über,  wenn  man  [i  8o  bestimmen  kann,  dass  die  Verhält- 
nisse der  Coefficienten  der  drei  Glieder  nur  von  jer,  nicht  mehr 
▼on  6  abhängig  sind.  Man  erhält  so,  wenn  c,  Ci,  c,  Constanten 
sind,  die  drei  Bedingungen: 

du,  ^   ,  diifö  —  tf')  /dm  A 

wodurch  (10)  in 

übergeht 

Im  Allgemeinen,  d.  h.  für  eine  beliebige  Function  m,  lassen 
sich  die  drei  Gleichungen  (11)  nicht  zugleich  befriedigen,  wohl 
aber  unter  den  beiden  Annahmen  a),  ß).  Nehmen  wir  zunächst 
nach  dem  Boyle' sehen  Gesetz  m  constant  (= —  1/2 a)  an,  so 
ist  nach  der  dritten  Gleichung  (11)  ^(6  —  <J')  eine  lineare  Func- 
tion von  (5,  und  da  nach  der  zweiten  Gleichung  (11)  auch  log^i 
nur  eine  lineare  Function  von  ö  sein  kann,  so  muss  /x  constant 
sein.  Diese  Gonstante  kann  willkürlich  genommen  werden,  und 
wenn  wir  sie  gleich  m^  setzen,  so  ergiebt  sich 

c  =  0,        Cj  =  0,        Cj  =  —  1. 

Es  ergiebt  sich  also  für  V  die  Differentialgleichung: 

1     d^  V 

<"•)  \  4?  - " = "• 

(r  —  r')  (s  —  s') 

Nehmen  wir  ferner  nach  der  Poisson'schen  Annahme 

Ji 

so  wird 

Biemann- Weber,  PartieUe  Differentialgleiohuogen.    II.  33 
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dm  ,  A  4-  A« 

und  die  zweite  Gleichung  (11)  zeigt,  dass  ft  mit  einer  Potenz 
Yon  6  proportional,  also,  wenn  h  und  b  Gonstanten  sind, 

(i  =  b6\ 

Nach  dieser  Annahme  gehen  die  Gleichungen  (11): 

h   =       c(X  +A>), 

6ö*  +  i[A((J  — <f')  +  ö]  =  — c,(A  +  A«), 

aus  deren  letzten  man  schliesst,  dass  h  =  —  1  sein  muss.    Dann 
folgt,  wenn  man  noch  b  =  —  l/ö'  setzt,  was  frei  steht, 

l=-c(A  +  A»), 

1=      Cg(A  +  A«). 

Die  Gleichung    (12)    giebt    also    nach    Multiplication    mit 

A  +  A«: 

/,„x  d*r    n        ,\         dV     ,    „    ,    ,..  TT      /^ 

^  -  _  (r-OCs-O 
^-       (r-f-s)(r'  +  s')' 

Die  beiden    Differentialgleichungen    (13a)   und  (13^«)  lassen 
sich  ezplicite  so  darstellen: 

(14^)  ;er(l-^)^4-(l-2^)4^  +  A(l  +  i)F=0. 

Die    erste    dieser    Gleichungen    wird    auf   die   Differential- 
gleichung der  Besser  sehen  Function  J  [Bd.  I,  §.  69  (13)] 

dx^    ^    X  dx    ^ 

zurückgeführt  durch  die  Substitution  4  jer  =  —  x\     Sie  hat  also 
nur  eine  Lösung,  die  für  ^e^  =  0  endlich  bleibt,  und  man  erhält 


(15.)  F=i:^-    n[J)^'(2ar'      [Bd.  I,  §.  68  (1)]. 


^^  y.  (r  -  r')"  (s  -  s'Y 
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Die  Gleichung  (14ß)  stimmt  mit  der  Differentialgleichung  der 
hypergeometrischen  Beihe  [§.  5  (6)]: 

g(i-0)^+  [y  -  («  +  ^  +  1) ^]  ^ -  <»ßF=  0 

Überein,  wenn  man 

a  =  A-|-l,         ß  =  —  A,         y=l 

setzt.  Auch  diese  Gleichung  hat  nur  eine  Lösung,  die  bei  ;8^  =  0 
endlich  bleibt  und  man  erhält 

(15,)        y  =  F{x+i,-x,  1,  -^^^^^), 

und  hiermit  ist  also  die  Integration  vollendet 

§.  186. 
Das  allgemeinere  Biemann'sche  Beispiel. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  Geschwindigkeit  und 
Dichtigkeit  zu  Anfang  nur  in  einem  endlichen  Bereich  (a,  ß) 
variabel  sind.  Ausserhalb  dieses  Bereiches  sollen  beide  Grössen 
constant  aber  zu  beiden  Seiten  verschieden  sein.  Es  sei  alsoi 
wenn  Ui,  ^i,  u^,  Q2  Constanten  sind, 

u  ='wi,        Q  =  Qi        für  a;  <  a, 
^  ^  M  =  M3,        Q  =  Q^        für  X  >  ß- 

In  dem  Intervall  u  <C  oc  <.  ß  sollen  w,  q  zu  Anfang  variabel 
sein  und  sich  in  a  und  ß  stetig  an  die  constanten  Werthe  p^,  Ui 
und  92)  ^s  anschliessen.    Wir  setzen  wie  früher 

/ox  2r=/(9)  +  w 

^  ^  2s=/(p)-ti 

und  nehmen,  wie  in  §.  182,  an,  dass  r  im  Intervalle  aß  wächst, 
während  s  abnimmt. 

Dann  muss  fi  <  rj,  s^  >  Sj,  folglich  nach  (2) 

(^.  /(Pi)  +  Wi  </(p2)  +  ^2, 

also: 

Wi    -   tij   </(p8)  — /(pi)  <  t^  —  t«l 

sein,  und  wenn  wir  noch  Qi  >  ^2)  ^^so  /(pa)  —  /(Pi)  negativ  an- 
nehmen, so  stimmt  diese  Bedingung  überein    mit  der,  die  wir 

33* 
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fiir  den  Fall  II  im  §.  177  abgeleitet  haben,  wo  wir  angenommen 
haben,  dass  zwei  Gasmassen  im  Anfang  in  einer  Unstetigkeits- 
fläche  zusammenstossen,  nämlich  mit  II: 

(4)  t*i  —  w,  <  /(^a)  —  ÄQi)  <  0. 

Wir  bestimmen  nun  die  Function  w  und  damit  auch  r  und 
s  als  Functionen  von  x  und  t  nach  der  Methode  der  beiden 
letzten  Paragraphen.  Dadurch  ist  das  Dreieck  a,  /3,  |  und  in 
ihm  die  Functionen  r,  s  bestimmt  (Fig.  81  auf  S.  504),  so  dass 

r  =  ri        an  (a|) 
s  =  Sj        an  (ß  I) 

ist.  Ausserhalb  dieses  Gebietes  nehmen  wir  r  oder  s  (oder  auch 
beide)  als  constant  an,  und  erhalten  dann  den  besonderen  Fall, 
dessen  Lösung  wir  im  §.  176  dargestellt  haben,  bei  dem  sich 
ein  constantes  Werthsystem  u,  q  auf  einer  geraden  Linie  erhält, 
die  unter  dem  Winkel 

d"  =  arc  cotg  (m  +  y  <3p'  (9)) 

gegen  die  x-kxe  geneigt  ist  Hierbei  gilt  das  obere  Zeichen  für 
s  =  const.,  das  untere  für  r  =  const  Wir  bestimmen  dann 
u',  Q*  aus  den  Gleichungen  r'  =  ri,  s'  =  S2  oder,  explicite: 

,.x  /(pO  +  «'  =  /(Qi)  +  «n 

^  ^  /(?')  -  «'  =  /•(P»)  -  »r 

und  diese  Gleichungen  stimmen  mit  §.  177  (8)  überein.  Wir 
construiren  nun  in  der  xt-Ehene  vier  gerade  Linien  (al),  (I  2), 
(f  3),  (^4)  unter  den  Winkeln  d'i^  d^^y  'ö's,  ^4  gegen  die  positive 
aj-Axe,  indem  wir 

cotg-Ö-i  =±=  Wi  —  Wiöij,    cotgd-a  =  w'  —  >V(p')» 
(6)  . , 

cotg  ^3  =  u'  +  V  9 '(  P')i    cotg  #4  =  %  +  y^'  (P2) 

setzen  (Fig.  85),  und  machen  über  die  Functionen  ii,  q  folgende 

Annahme: 

in  ( —  00  al)  ist  M  =  Mi,  g  =  q^, 
in  (2  I  3)  ist  u  =  u\  q  =  q\ 
in  (4  /3-|- oo)  ist  u  =  tij,    p  =  q^; 

ausserdem  setzen  wir  einWerthpaar  u,  9,  das  in  einem  Punkt  von 
{^ß)i  ^^^^  ^^  f^i  stattfindet,  auf  einer  geraden  Linie  fi/t'  unver- 
ändert fort,  die  unter  dem  Winkel  d-  =  arc  cotg  (u  +"^9'  (9))  geneigt 
ist;   und   ebenso    erhalten  wir  die  Werthe  u,  9,  die  in  einem 
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Punkt  V  Yon  a,  |  stattfinden,  constant   auf   einer  Geraden  vi/ 

unter  dem  Winkel  arc  cotg  (u  —  V  9'  (p)). 

Dadurch  sind  die  Werthe  von  u,  q  so  weit  eindeutig  be- 
stimmt, als  nicht  verschiedene  dieser  geraden  Linien  ft/x'  oder 

Fig.  85. 


V  v'  einander  schneiden,  so  lange  also  diese  Linien  keine  En- 
veloppe  haben.  Diese  Enveloppen  geben  Anlass  zu  Verdichtungs- 
stössen,  die  sich  noch  der  Theorie  entziehen. 

Unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  aber  ist,  wie  wir 
schon  im  §.  177  II  gesehen  haben,  p'<;pa<!Pi  ^^d  tti  <iu'<.Ug 
und  in  Folge  dessen 

-ö"!  >  -ö",  >  -d-j  >  '9'4  , 

und  die  linien  («1),  (|2),  (J3),  (|4)  divergiren  also,  und  wenn 

wir  noch  annehmen,  dass  u  —  y^p'  (q)  von  a  bis  |  und  u  -|-  V9'(p) 
von  I  bis  ß  stetig  wächst  1),  so  werden  sich  die  Geraden  (fifi') 
(vv')  nirgends  schneiden  und  die  Wellen  werden  also  stetig  und 
der  Differentialgleichung  gemäss  verlaufen. 

Wir  erhalten  genau  den  Fall  §.  177 II,  wenn  wir  aß  un- 
endlich klein  werden  lassen,  und  wir  bekommen  daher  dasselbe, 
mögen  wir  eine  Unstetigkeitsebene  annehmen  oder  einen  allmäh* 
liehen  Uebergang  in  einem  schmalen  Gebiet. 

Die  anderen  möglichen  Annahmen,  die  man  an  Stelle  von 
(3)  setzen  kann,  führen  aber  zum  Theil  zu  Unstetigkeitsstössen 


^)  Dies  ist,  weDigstens  für  das  Boyle'sche  Gesetz,  eine  Folge  der 
übrigen  Annahmen,  nach  denen  8  von  a  bis  I  abnimmt  und  r  von  ^  bis  ß 

wächst.    Denn  nach  dem  Boy le' sehen  Gesetze  ist  t*  +  y^'(^)  =  r  —  8±a. 


518  Dreiandzwanzigster  Abschnitt.  §.  187. 

und  unsere  Formeln  sind  nur    so   lange  anwendbar,   als  noch 
keine  solche  Stösse  eingetreten  sind^). 


§.  187. 

• 

Anfängliche  Gleichgewichtsstörung  in  einem  endlichen 

Intervall. 

Da  hier  zu  beiden  Seiten  der  Strecke  aß  Geschwindigkeit 
und  Dichtigkeit  verschieden  sind,  so  wird  man  diesen  Fall  nicht 
eigentlich  so  charakterisiren  dürfen,  wie  es  bei  Riemann  ge- 
schieht, dass  die  anfängliche  Gleichgewichtsstörung  auf  das  Inter- 
vall (aß)  beschränkt  sei.  Die  Annahme,  die  diese  Bezeichnung 
verdient,  würde  darin  bestehen ,  dass  für  x  <  a  und  x  >  ß  der 
Anfangswerth  von  u  gleich  Null  und  der  von  q  gleich  der  nor- 
malen Dichtigkeit  der  Luft,  pO)  die  man  etwa  gleich  I  setzen 
kann,  sei,  und  dass  nur  für  das  Intervall  a/3  die  Anfangs werthe 
von  u  und  q  davon  verschieden  seien.  Hier  werden  aber,  wenn 
wir  die  Anfangswerthe  als  stetig  betrachten,  die  Differential - 
quotienten  dro/dx  und  dSo/dx  irgendwo  in  dem  Intervall  (aß) 
gleich  Null,  und  daher  reicht  die  Integrationsmethode  des  §.  184 
in  diesem  Falle  nicht  mehr  aus. 

Um  eine  ungefähre  Anschauung  des  Sachverhaltes  zu  geben, 
wollen  wir  annehmen,  es  sei  zu  Anfang  die  Geschwindigkeit 
überall  gleich  Null,  und  in  dem  Intervall  (aß)  habe  q  einen  von 
Qq  verschiedenen  constanten  Werth  q^.  Es  ist  also  der  Anfangs- 
werth von  Q  bei  a  und  ß  unstetig,  und  wenigstens  für  einen 
gewissen  Zeitraum  lassen  sich  die  Bewegungen  nach  §.177  be- 
stimmen. Sie  sind  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Strecke 
(aß)  symmetrisch  und  der  Anfangszustand  genügt  den  Bedin- 
gungen §.  177  III  oder  IV.  Ist  Qi^  Qq^  herrscht  also  in  a/5 
eine  anfängliche  Verdichtung,  so  laufen  von  den  ünstetigkeits- 
stellen  a,  ß  je  ein  Verdichtungsstoss  nach  aussen  und  eine  Ver- 
dünnungswelle nach  innen  (in  Bezug  auf  aß).  Ist  pi  <  Qq^ 
also  eine  anfängliche  Verdünnung  vorhanden,  so  laufen  die  Ver- 


^)  Im  Artikel  4  der  Riemann' sehen  Abhandlang  sind  die  Linien 
a|,  /3|  irrthürolich  als  gerade  Linien  angenommen.  Hierauf  hat  Chri- 
stof fei  in  dem  erwähnten  Bericht  in  den  „Fortschritten  der  Physik**  auf- 
merksam gemacht. 
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dünnangswellen  nach  aussen  und  die  Verdichtungsstösse  nach 
innen,  wie  es  die  Figuren  86  und  87,  die  in  der  xt -Ebene  zu 
denken  sind,  veranschaulichen.  Die  Theorie  giebt  aber  die  Be- 
wegung des  Gases  nur  so  lange,  bis  die  nach  innen  laufenden 
Wellen  zusammenstossen.  Von  da  an  niüsste  man  den  augen- 
blicklichen Zustand  als  einen  neuen  Anfangszustand  betrachten 


und  könnte,  wenigstens  im  zweiten  Falle,  wo  bei  y  eine  Unstetig- 
keit  in  Bezug  auf  die  Geschwindigkeit  eingetreten  ist,  in  derselben 
Weise  noch  etwas  weiter  gehen. 

Es  laufen  dann  von  y,  d.  h.  von  x  =  0  aus,  zwei  weitere 
Verdichtungsstösse  aus,  die  man  als  die  reflectirten  der  gegen 


einander  laufenden  Stösse  betrachten  kann.  Von  nun  an  laufen 
also  nach  jeder  Seite  hin  eine  Verdünnungswelle  und  ein  Ver- 
dichtungsstoss,  und  dazwischen  tritt  Gleichgewicht  ein.  Der 
Verdichtungsstoss  kann  die  Verdünnungswelle  einholen,  und 
dann  treten  wieder  neue  Verhältnisse  ein,  die  wir  nicht  weiter 
verfolgen  können.  Weniger  einfach  liegen  die  Verhältnisse  in 
dem  ersten  Falle,  wo  Qi  >  Qq  ist. 


52&  Dreinndzwanzigster  Abeohnitt.  §•  187. 

Wenn  wir  die  Geschwindigkeit  u  und  die  Schwankungen 
der  Dichtigkeit  q  um  einen  mittleren  Werth  po  als  unendlich 
kleine  Grössen  betrachten,  so  werden  die  Gotangenten  in  (6)  §.  186 

alle  nur  unendlich  wenig  von  ±  V g>' (^o)  abweichen,  und  es  ist 
also  c  =  y  <p'  (qq)  als  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Luft- 
welle zu  betrachten.  Für  das  Boyle'sche  Gesetz  ergiebt  dies 
den  Werth  c  =  a,  während  man  für  das  Poisson'sche  Gesetz 

erhält.     Um  a  zu   eliminiren,   wendet   man    das   Gasgesetz    an 

[§.  142  (3)]: 

pv  =  BT] 

versteht  man  unter  v  das  Volumen  der  Masseneinheit,  so  ist 

^  =  9FS1>  =  «^Po»  also 

a^pk-i  =  BT 
und  folglich 

(1)  c  =  YkBT. 

Nach  Riemann's  Berechnung  (Gesammelte  Werke,  Seite  158) 

stimmt  dieser  Ausdruck  sehr  gut  mit  den  Beobachtungen  über 

die  Schallgeschwindigkeit  in  der  Luft  überein. 

Nimmt  man 

h  =  1,4101 

und  für  atmosphärische  Luft  bei  Null  Grad  Celsius 

jB  T  =  783  750  000, 
so  erhält  man  aus  (1) 

c  =  332  44, 

also  332,44  Meter  in  der  Secunde. 

Wir  schliessen  mit  der  historischen  Bemerkung,  dass  die  Zu- 
rückführung  der  Differentialgleichung  für  die  Luftschwingungen 
auf  eiD^  lineare  Gleichung  schon  Ampere  bekannt  gewesen  ist. 
Auf  Seite  177  der  zweiten  Abhandlung  über  partielle  Differential- 
gleichungen im  Journal  de  l'ecole  polytechnique  (Ca hier  XVIII, 
t.  XI,  1820)  giebt  er  dazu  einen  Weg  an,  den  wir  im  An- 
schluss  an  die  von  Riemann  gebrauchte  Bezeichnung  kurz  so 
darstellen  können. 

Wenn  man  unter  Voraussetzung  des  Boyle'schen  G^etzes 

(2)  u  =  ^,    anogg  =  -^^^[^J 


I+Kll)*+-Il=-^- 
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setzt,  so  reduciren  sich  die  beiden  Gleichungen  §.  174  (4)  auf 
die  eine 

von  der  Ampere  ausgeht.    Er  setzt  dann 

8 

8 

und  nach  (2)  und  §.  182  (2)  stimmen  dann  a,  ß  mit  —  r,  —  s 
überein. 

Es  wird  femer  eine  Function  ri  definirt  durch 

n  =  y-{ß^a)x-  [a{ß  +  «)  _  i  (^  _  ay]t, 

die  nach  §.  183  (4)  mit  Riemann's  —  to  übereinstimmt,  und  für 
die  sich  die  partielle  Differentialgleichung 

^dadß        da       dß~ 

ergiebt,  in  genauer  Uebereinstimmung  mit  der  Gleichung  §.  184 
(1).  Die  Integration  dieser  Gleichung  aber,  und  besonders  die 
Untersuchung  der  Unstetigkeiten,  ist  Riemann's  Verdienst. 
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Stab  (Wärmeleitung)  II  88,  91. 
Stab  (Torsion)  II  176. 
Stabilität  des  Gleichgewichtes  I  291. 
Stationäre  Ströme  I  410. 
Stetigkeit  I  4. 

—  eines  bestimmten  Integrals  I  18. 

—  einer  unendlichen  Reihe  I  67. 

—  des  Potentials  I  242. 
Stokes'scher  Satz  I  91,  216. 

Strahl  bei  Flüssigkeitsbewegung  II 446. 

Strombrechung  I  415. 

Stromfäden  I  2ia 

Stromlinien  I  218. 

Strömung    der  Elektricität    in    einem 

Draht  I  416;  II  317. 

einer  Fläche  I  429. 

kreisförmigen  Platte  I 

436. 

Kugel  I  457. 

planparallelen  Platte  I 

460. 
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Strömimg  der  Elektricitat  in  einer 
Ringfläche  I  442. 

Röhrenfläche  I  438. 

zusammengesetzten 

Platte  I  446. 

Stromverzweigung  I  416. 

Snmmation    der    trigonometrischen 
Reihen  I  72. 

Systeme  linearer  Differentialgleichun- 
gen mit  constantem  Coefflcienten  I 
137. 

Telegraphengleichung  11  306. 
— ,  Integration   durch  particulare  Lö- 
sungen II  322. 
Temperatur  11  78. 
— ,  absolute  11  363. 

—  -Leitungscoefficient  II  82. 
Tensor  I  208. 

Torsion  11  176. 

Transcendente  Gleichung  in  der 
Wärmelehre  II  130. 

Transformation  von  Differentialaus- 
drücken I  94. 

-^  derMaxweir  sehen  Gleichungen  II 
315. 

Raumintegrale  I  83. 

Trigonometrische  Reihen  I  70. 

Uebergangs-Leitfähigkeit  II  84. 
Unendliche  Felder  beim  Green 'sehen 

Satze  I  235. 
Unendlich  femer  Punkt  I  121. 
ünstetigkeiten      bei     Luftwellen      II 

471. 
Unstetigkeitsflächen  beim  Green'  sehen 

Satze  I  234. 

—  bei  Flüssigkeitsbewegungen  II 
446. 


Yariationen  I  295. 

Variation  der  Schwingungsdauer  einer 
Saite  n  244. 

Knotenpunkte  II  247. 

Variirte  Systeme  (elastische)  11  240. 
Vectoraxe  I  208. 
Vectoren  I  207. 

Yerdichtungsstösse  II  474,  481. 
Verdünnungswellen  II  484. 
Verrückungen  I  208. 
Vertauschung  der  Integrationsfolge  1 23. 
Virtuelle  Verrückungen  I  283. 
Vollkommene  Flüssigkeit  II  361. 

—  Leiter  II  339, 
Volumkräfte  H  150. 

Wärmefluss  11  77. 
Wärmeleitfähigkeit  II  79. 
Wärmeleitung  II  80. 
Wärmemenge  II  77. 
Wasserwirbel  11  385. 
Wellen,  gedämpfte,  ebene  II  306. 
— ,  — ,  im  Räume  11  312. 
Wellengleichung  11  302. 
Widerstand,  elektrischer  I  423,  455. 
— ,  — ,  einer  Kugel  I  460. 
Willkürliche  Constanten  I  128. 

—  Functionen,  durch  Fourier'sche 
Integrale  dargestellt  I  40. 

Reihen  dargestellt  I  70. 

B  es  sei 'sehe  Functionen  dar- 
gestellt I  190. 

Wirbelcanal  11  383. 

Wirbelfaden  I  219. 

Wirbelfreie  Bewegung  II  384. 

Wirbellinien  I  219;  H  383. 

Wirbelmoment  I  219;  II  382. 

Wurzeln  der  B  es  sei' sehen  Functionen 
I  164. 
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